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Анотація — Досліджується метод обчислення коефіцієнтів 
Фур’є функцій двох змінних за допомогою проекцій, які 
поступають з комп’ютерного томографа. Ці коефіцієнти Фур’є 
використовуються в скінченних сумах Фур’є для наближення 
вказаних функцій, що описують внутрішню структуру 2D 
зображення. Наведено результати тестування методу

—
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 ВСТУП

У 1917 році І. Радоном було доведено, що кожну 
функцію змінних можна однозначно визначити не 
тільки за її значеннями в окремих точках, але і за 

допомогою інтегралів вздовж системи ліній і або 
системи площин і тобто за допомогою проекцій.

У 1979 році A. Кормаку і Г. Хаунсфілду була 
присуджена Нобелівська премія за створення 
комп’ютерного томографа. Такий томограф дозволяє на 
основі оберненого перетворення Радона наближено 
відновлювати внутрішню структуру тіла за відомими 
проекціями – даними Радона. 

У роботах [3, 4] досліджувався метод наближеного 
представлення функції двох змінних скінченими сумами 
Фур’є, у якому коефіцієнти Фур’є знаходяться за 
допомогою проекцій з використанням прямого і 
оберненого перетворення Радона. 

Цей метод відомий під назвою прямий метод і
(DFM). Для отримання експериментальних даних в методі 
DFM використовується паралельна схема сканування. 
Основна ідея DFM методу полягає у знаходженні 
перетворення Фур’є проекцій і використання їх для 
знаходження перетворення Фур’є функції , що описує 
досліджуваний образ. Чисельна реалізація включає в себе 
дискретне перетворення Фур’є та обернене дискретне 
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перетворення функції з використанням швидкого 
перетворення Фур’є. 

Тому, для відновлення образу ґ метод DFM 
попадає в число дуже швидких методів, з числом

арифметичних операцій пропорційним Але 

існує дві проблеми, що виникають при його чисельній 
реалізації. Перша проблема полягає в необхідності 
виконувати процедуру інтерполяції в Фур’є просторі, що є 
непростою процедурою. Автори DFM методу 
стверджують, що всі поліноміальні методи інтерполяції не 
підходять для цієї мети. Тому вони пропонують інший 
метод інтерполяції, побудований за допомогою рядів 
Фур’є та теореми про центральний перетин (Sampling 

Друга проблема полягає в тому, що на практиці 
контури образів мають загострення, кутові точки, що 
приводить до появи розривів у функції Добре відомо, 
що при наближенні такої функції скінченними сумами 
Фур’є, виникає явище Гіббса. Воно породжує осциляції, 
яких оригінал не має. 

Автори методу DFM стверджують, що вони дослідили 
кілька методів боротьби з явищем Гіббса і в результаті 
запропонували два різних шляхи усунення великої 
частини осциляцій. Перший з них є простим 
застосуванням експоненціального фільтра для 
коефіцієнтів Фур’є. Другий шлях використовує той факт, 
що амплітуда осциляції пропорційна стрибку функції 
Cтрибки мають різні величини для типових застосувань. 
Наприклад, череп людини має більшу щільність ніж мозок 
всередині, що приводить до найбільшого стрибка функції 

біля поверхні черепа. Тому частина проекцій, що 
відповідають черепу видаляється перед обчисленням 
образу. Тести підтверджують великі можливості 
пропонованого методу. Крім того у працях Готліба і 
Густавсона [3, 4] наведені також різні методи побудови 
скінченних сум Фур’є. Зокрема, коефіцієнти Фур’є 
помножаються на визначені відповідним чином 
множники. Це дає зменшення впливу явища Гіббса на 
кінцевий результат.

У 2000 році О. М. Литвин [1] запропонував метод 
обчислення коефіцієнтів Фур’є функцій двох змінних за 
допомогою проекцій – інтегралів від наближуваної 
функції вздовж заданої системи базових прямих. 
Розміщення цих прямих визначається індексами в 
коефіцієнтах Фур’є. Для отримання експериментальних 
даних проекцій в цьому методі також використовується 
паралельна схема сканування. Пропонується шукати
наближений розв’язок двовимірної задачі радонівської 
комп’ютерної томографії у вигляді скінченних сум Фур’є. 
Але для знаходження коефіцієнтів Фур’є за допомогою 
проекцій, що поступають з комп’ютерного томографа, не 
використовуються властивості перетворення Радона. 
Використовується лише означення проекції, як інтеграла 
вздовж прямої, що перетинає об’єкт дослідження. 

Цей новий метод відновлення двовимірних образів за 
допомогою проекцій та скінченних сум Фур’є більш 
ефективний ніж вказаний вище метод з обчислювальної 

точки зору. Але вимагає спеціального вибору множини 
базових прямих, вздовж яких отримуються 
експериментальні дані Тобто пропонується 
використовувати нову схему сканування. 

Наведений метод досліджувався в [2, –9] та інших 
роботах.

Як відомо [2, 4], наближення розривних функцій 
однієї і багатьох змінних скінченними сумами Фур’є 
призводить до явища Гіббса. Це явище виникає також в 
комп’ютерній томографії [3,

В даній роботі основна увага приділяється тестуванню 
розглядуваного методу скінченних сум Фур’є [1] для 
неперервних та диференційовних функцій. Для випадку 
розривних функцій для ілюстрації виникаючих проблем 
використовується метод скінченних сум Фур’є і метод 
скінченних сум Фейєра, що має згладжувальний ефект. 

Далі коротко для повноти та систематичності 
викладення матеріалу буде наведено основні аспекти та 
формули досліджуваного методу.

 ОСНОВНІ ТВЕРДЖЕННЯ МЕТОДУ О. М. ЛИТВИНА 

ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ КОЕФІЦІЄНТІВ ФУР’Є ФУНКЦІЙ ДВОХ 

ЗМІННИХ ЗА ДОПОМОГОЮ ПРОЕКЦІЙ

Проблема обчислення коефіцієнтів Фур’є за 
допомогою проекцій виникає зокрема, в комп’ютерній 
томографії, при неруйнівному контролі на митниці тощо.

Теоретичні положення методу обчислення 
коефіцієнтів Фур’є за допомогою проекцій методом 
О. М. Литвина наведено в [1]. Наводимо цю інформацію і 
ілюструємо застосування методу при розв’язанні задач 
комп’ютерної томографії.

Задача реконструкції зображень полягає у відновленні 
функції ( ) за відомими проекційними даними –

значеннями інтегралів mg вздовж прямих m які 

перетинають об’єкт дослідження:

� ( )
m

m= g m =т ,� (1)�

Надалі будемо вважати, що об’єкт дослідження 

належить квадрату [ ]= Цю задачу можна 

інтерпретувати як задачу відновлення функції ( ) –

коефіцієнта поглинання рентгенівських променів. Або як 
задачу дослідження щільності ( ) всередині деякого 

тіла на площині методами рентгенівської 

комп’ютерної томографії. Проекційні дані, які є 
експериментальними даними, надходять з комп’ютерного 
томографа.

Згідно з [1], наближення для функції ( )
шукається у вигляді скінченної суми Фур’є або Фейєра 
відповідно:
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� ( ) ( )p +

=- =-

» е е � (2)�

( ) ( )p +

=- =-

ж ц ж ц
» - - Чз ч з ч+ +и ш и ш
е е � (3)�

Коефіцієнти Фур’є обчислюються за формулою

� ( ) ( )- p += тт � (4)�

Особливістю і перевагою розробленого методу є те, що 
в ньому використовуються явні формули для наближеного 
обчислення коефіцієнтів Фур’є функції двох змінних 
через значення проекцій, які отримані автором. Це звело 
розв’язання задачі до обчислення інтегралів. Вибір 
системи прямих, вздовж яких задаються проекційні дані, 
обумовлений значеннями індексів та у сумі Фур’є. 
Отже, і вигляд інтегралів, і вигляд формул для їх 
обчислення, також обумовлений значеннями індексів 
та у сумі Фур’є.

Далі для обчислення коефіцієнтів Фур’є за 

допомогою проекцій розглядаємо окремо випадки щодо 
знаків та . Зокрема, для випадку > і > робимо 
заміну змінних

+ = ,� - + = ,�

( )
-

= =
+

,� ( )
+

= =
+

.�

У результаті область інтегрування розіб’ється на три 
підобласті коли > або < , та на дві 

підобласті та , якщо = . Ці випадки відображені 

на рис

Рис. 1. Розбиття області на підобласті 

Тоді

= + + .�

Інтеграл по області для випадку, коли > >

зводиться до вигляду:

( ) ( )- p += =тт �

- p- +ж ц
= =з чи ш+ +тт �

- p

-

- +ж ц
= з чи ш+ + +т т .�

Тут враховано значення якобіана

-¶ ¶

¶ ¶ + +
= = =

¶ ¶ +

¶ ¶ + +

,�

Аналогічно визначаються інтеграли 

Зауважимо, що у внутрішньому інтегралі інтегрування 
проводиться вздовж ліній + = . Тобто, ці інтеграли 

можуть інтерпретуватися як проекції вздовж заданої лінії, 
що надходять з комп’ютерного томографа при кожному 
фіксованому . Знайдені таким чином коефіцієнти Фур’є 
підставляємо в суму Фур’є або Фейера для наближення 
функції ( )

В основі чисельної реалізації запропонованого методу 
наближеного обчислення коефіцієнтів Фур’є лежить 
заміна під знаком інтеграла періодичної 

експоненціальної функції - p кусково сталими 

періодичними сплайнами ( ) ( )p p

( ) ( )- p = p - p » p - p �

У цій формулі – кількість інтервалів розбиття 
чверть періоду функцій p та p на 
підінтервали. В цих підінтервалах відповідні періодичні 
функції p та p замінюються сталою 
величиною найкращого рівномірного наближення 
вказаних функцій.

Наводимо оцінку похибки, яка при цьому виникає

( ) ( ) -p - p Ј ,�

( ) ( ) -p - p Ј .�

Тоді інтеграл замінюється інтегралом

( ) ( )( )

( ) ( )( )

= ґ

ґ p - p Ч Ч

тт
�
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Аналогічно інтеграли замінюються інтегралами 

. Тобто » + + =

Вважаємо, що при кожному фіксованому m=

інтеграли по змінній є проекціями.

( ) ( )( )
m

m

m m m

-

g = m =т �

Аналогічні твердження справедливі і для інтегралів 

Вважаємо, що загальна кількість проекцій, які 
надходять з комп’ютерного томографа дорівнює . Це 

означає, що вони є інтегралами вздовж прямих 

( )m+ = = m -
+

= m =

Обчислюємо за формулою центральних 
прямокутників за змінною t. Позначимо отриманий 
інтеграл через

( ) ( )m m m
m=

й щй щ= p - p gл ыл ые �

При цьому виникає похибка

( )- = e = = �

Визначимо співвідношення між порядком сум 
Фур’є диференційовних функцій та кількістю проекцій, 
необхідних для забезпечення потрібної точності. 

Загальна похибка, яка виникає при заміні числом 

визначається наступною нерівністю

( ) ( ) -- = - + - Ј + e �

Використаємо наступну оцінку для похибки 
наближення функції

( ) ( ) [ ]О і = �

( ) ( ) ( )-

О
- = �

Теорема. Між величинами та справедливе 
співвідношення

- -

- Ј Ј
= + �

Тут

+
= �

( )

( ) ( )
О

= �

Звертаємо увагу на взаємозв’язок між точністю 
наближення диференційовних функцій, порядком суми 
Фур’є та кількістю проекцій для обчислення 
коефіцієнтів Фур’є 

 ТЕСТУВАННЯ МЕТОДУ ДЛЯ ФУНКЦІЙ 

НЕПЕРЕРВНИХ І ДИФЕРЕНЦІЙОВНИХ

Розглядаємо застосування методу скінченних сум 
Фур’є для відновлення функцій заданих в областях, що є 
об’єднанням областей спеціального вигляду. З цією метою 
введемо тестові функції з носіями в областях однакової 
структури. На основі цих функцій будуть побудовані інші 
тестові функції з носіями в областях різних типів. 
Присутність в наведених нижче формулах параметра р
дозволяє отримувати набори тестових функцій 
неперервних і диференційовних. При = отримуємо 

неперервні функції, при = один раз диференційовні 

функції, при = двічі диференційовні функції

 функція з носієм у j= кругах:

( )

( ) ( )

( ) ( )якщо ;

у противному разі;

=

м й щй щ- + - -п к ък ъ-
п к ък ъп л ыл ыj = н
п - + - Ј
п
по

е
�

 функція з носієм у r= квадратах:

( )

( )( ) ( )( )

якщо ;

у противному разі ;

=

м й щ- - - -п к ъ
п к ъп

к ъr = н л ы
п

- < Щ - <п
по

е
�

 функція з носієм у w= еліпсах:

( )

( ) ( )

( ) ( )
якщо 1;

у противному разі

=

м й щй щ- -п к ък ъ- + -
п s sк ък ъл ыл ып

w = н
- -п + Ј

п s s
п
по

е

�

Тут – радіус круга; s s – півосі еліпса; –

довжина половини сторони квадрата; – координати 

центра кола, еліпса і квадрата. Параметр вказує, до 

якого класу функцій відносяться тестові функції. Далі 
формуються функції з носіями, які є обєднаннями 
зазначених областей різної природи (круги, еліпси, 
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квадрати), що належать квадрату [ ] [ ]ґ для функцій 

неперервних або диференційовних.

В якості прикладу розглядаємо функцію з носієм у 
області, що є об’єднанням = областей:

( ) ( ) ( ) ( )= j +r +w � j r w= = = �

j r w= + + = �

Далі наводяться графічна ілюстрація та кількісні 
характеристики для оцінки точності зображення.

Графічні ілюстрації подані на рис

Далі в табл. 1 наводиться кількісні характеристики, 
тобто отримані похибки при відтворені функції, а саме:

 максимальна по модулю похибка:

[ ]О
d = - ;�

 середня квадратична похибка

( )
=

ж ц
d = -з чи ш

е ;�

 середня абсолютна похибка:

=

d = -е �

а

б

Рис. 2. Задане зображення функції і її лінії рівня а відтворене 
зображення функції і її лінії рівня при б

Рис. 3. Напівтонові зображення: а – заданої функції; б – неперервної 
функції при в – диференційовної функції при 
г – двічі диференційовної при 

TАБЛИЦЯ IV.  ПОРІВНЯЛЬНА ТАБЛИЦЯ КІЛЬКІСНИХ ХАРАКТЕРИСТИК

Функція (з носієм у трьох 
кругах, у одному квадраті 

і в одному еліпсі) d d d

Неперервна 
функція =

Диференційовна 
функція =

Двічі 
диференційовна 
функція =

Результати наведені у табл 1 підтверджують той факт,
що для подвійних рядів Фур’є справедливим є твердження 

про те, що коли ( )
¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
є неперервними 

функціями, то тригонометричний ряд Фур’є функції 
збігається до цієї функції в кожній точці.

Аналіз результатів показує, що при збільшенні 
числа відповідного верхній межі в сумі Фур’є, похибки 
зменшуються. Це характерно для всіх видів похибок. Час 
реалізації алгоритму зростає зі збільшенням числа та
залежить також від складності області. Чим складніше 
область, тим більше часу для реалізації алгоритму. 
Порівняння результатів для неперервних та
диференційовних функцій показали, що результати 
відновлення краще для диференційовних функцій. Цей 
факт видно з таблиць і ілюструється графічно. Особливо 
показово в цьому сенсі напівтонове зображення функцій.

а б

в г
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 ТЕСТУВАННЯ МЕТОДУ 

ДЛЯ ФАНТОМА ШЕППА ЛОГАНА

Фантом Шеппа Логана є стандартним тестовим 
зображенням, створеним Ларрі Шеппом і Бенджаміном 
Ф. Логаном у 1974 році. Його створено таким чином, що 
він представляє собою подібну структуру людського 
мозку у спрощеному вигляді. Його можна описати за 
допомогою десяти еліпсів з різними центрами і різними 
півосями і різними щільностями. Еліпси в даному випадку 
представляють собою сімейство таких функцій

( ) ( )якщо ,

в іншому випадку

м
п
п

a = О - - ін
п
по

�

де – півосі еліпсів; ( ) – координати точки у новій 

системі координат, повернутої на кут a з центром у 

точці ( ) – значення щільності у еліпсі.

Зображення відновлюваної функції та лінії рівня 
наведено на рис.

а б

Рис. 4. Ілюстрація відновлюваної функції а – зображення функції; 
б – лінії рівня

Враховуючи, що відновлювана функція є розривною, 
на результат суттєво впливає явище Гіббса, яке полягає в 
осциляціях функції в точках розриву або на лініях 
розриву.

Згідно з [1], наближення для функції ( )
шукається у вигляді скінченної суми Фур’є (2) або Фейєра 
(3), де коефіцієнти обчислюються за формулою (4)

Наведено аналіз обчислювального експерименту, в 
якому досліджувалось вплив кількості доданків у 
скінченних сумах Фур’є та Фейєра на результати 
відновлення.

Розглянемо для тестування функцію – фантом Шеппа
Логана. Візьмемо усі 10 еліпсів, у якості щільності (Gray 
Level) беремо сталі значення, що наведені у табл.
Кількість проекцій візьмемо =

У табл. 3 наведено інформацію про порядок суми 

Фур’є , кількість членів у ряді Фур’є ( )+ похибки 

та час відновлення (роботи програми). 

TАБЛИЦЯ V.  ЗНАЧЕННЯ ЩІЛЬНОСТІ ФАНТОМА ШЕППА ЛОГАНА

Еліпс

Щільність

Еліпс

Щільність

TАБЛИЦЯ VI.  ПОХИБКИ ВІДНОВЛЕННЯ ФУНКЦІЇ

Метод
Похибки у різних метриках

Час
(хв.)

d d d

Фур’є

Фейєр

Фур’є

Фейєр

На рис 6 наведено напівтонові зображення при 
= та = відповідно, задане та відновлене двома 

методами зображення. 

Рис. 5. Відновлена функція (при а – задане зображення; б – метод 
Фур’є; в – метод Фейєра

Рис. 6. Відновлена функція (при а – задане зображення; 
б – метод Фур’є; в – метод Фейєра

а б в

а б в
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Порівняння результатів отриманих двома методами 
показали, що зображення, отримані методом Фейєра, 
виглядають більш якісними та згладженими.

Це ілюструється також графіками похибок, наведених 
на рис

а б

Рис. 7. Графіки похибок: а – метод Фур’є; б – метод Фейєра

З обчислювального експерименту видно що кількість 
членів у скінченних сумах Фур’є або Фейєра впливає на 
точність, але й час обчислень значно зростає.

 ВИСНОВКИ

Для тестування використовувались набори 
неперервних, диференційовних та двічі диференційовних 
функцій, для яких суми Фур’є з точно обчисленими 
коефіцієнтами Фур’є збігаються, тестування дало 
очікуванні результати. Наступний результат в цьому 
напрямку повинен бути пов’язаний з оптимізацією 
обчислень, необхідних для наближення функцій із 
наперед заданою точністю.

Наведений для тестування приклад функції, яка є 
фантомом Шеппа Логана, підтвердив відоме твердження 
про те. що наближення розривних функцій скінченними . 
сумами Фур’є приводить до явища Гіббса, тобто не дає 
збіжності на лініях розриву. Це явище виникає незалежно 
від того чи коефіцієнти Фур’є обчислюються точно, чи 
наближено Тому в майбутньому планується провести 
тестування методу для наближення розривних функцій 
окремо [8,

Планується також отримати відповідні результати 
для функцій трьох змінних і провести відповідні 
тестування [10].
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