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Введение

Задачи упаковки, раскроя и покрытия (Packing 
Cutting and Covering), в дальнейшем — задачи раз-
мещения, возникают в различных областях науки 
и техники, например, в легкой и тяжелой промыш-
ленности при построении карт раскроя материала, в 
задачах аппаратурно-технологической компоновки. 
Кроме того, интересные приложения встречаются 
в медицине (планирование радиохирургического 
лечения), в химическом машиностроении (при 
моделировании процессов транспортировки и 
смешивания сыпучих материалов), ядерной энерге-
тике (для компьютерного моделирования упаковки 
топливных элементов, в системах проектирования 
захоронения радиоактивных отходов), робототех-
нике и т. д.

Достаточно полный обзор литературы, посвя-
щенной 2D задачам размещения, приведен в работе 
[1]. В большинстве своем публикации посвящены 
проблемам размещения кругов и ориентирован-
ных многоугольников. Предлагаемые подходы, 
как правило, используют различные эвристики 
и модификации метода оптимизации по группам 
переменных. В статье [2] рассматривается метод 
решения оптимизационной задачи размещения ба-
зовых неориентированных объектов, основанный на 
комбинации методов возможных направлений Зон-
тендейка и сужающихся окрестностей. В статье [3] 
авторы излагают эвристический подход к решению 
задачи размещения геометрических объектов с не-
линейной границей. Оригинальный метод решения 
задачи размещения конгруэнтных прямоугольных 
объектов в составной области с нелинейной грани-
цей приводится в [11]. 

Следует также отметить, что, несмотря на высо-
кий уровень организации архитектуры баз знаний 
существующих интеллектуальных систем решения 
задач размещения, их построение основывается 
на узкой классификации пространственных форм 

геометрических объектов, ограничений и функций 
цели. Это объясняется отсутствием фундамен-
тальной основы математического моделирования 
задач данного класса, в том числе конструктивных 
средств аналитического описания отношений гео-
метрических объектов, обладающих конкретными 
пространственными формами, метрическими ха-
рактеристиками и параметрами размещения.

Разработка эффективных методов решения 
оптимизационных задач размещения неориенти-
рованных составных объектов (объектов, граница 
которых образована объединением линейных и 
нелинейных сегментов, (рис.1)) требует построения 
математических моделей, которые позволяют при-
менить для решения этих задач методы локальной 
и глобальной оптимизации.

Рис.1. Примеры размещения базовых  
и составных геометрических объектов
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1. Метод Ф-функций

Основой построения математических моделей 
задач рассматриваемого класса является аналити-
ческое описание отношений включения, пересече-
ния, касания, расположения на заданном рассто-
янии пары геометрических объектов, обладающих 
произвольной пространственной формой.

Конструктивным средством математического 
моделирования задач размещения является метод 
Ф-функций [4].

В работах [5, 6] приведены Ф-функции для базо-
вых и составных ориентированных геометрических 
объектов (допускающих аффинные преобразования 
только трансляции).

Полный класс Ф-функций для ориентированных 
базовых объектов и круговых сегментов приводит-
ся в [7]. Ф-функции базовых неориентированных 
объектов (допускающих аффинные преобразования 
трансляции и поворота) построены в [8, 9]. 

Поскольку некоторые составные объекты могут 
быть представлены в виде объединения и пересече-
ния базовых объектов и круговых сегментов, целью 
данных исследований является построение Ф-фун-
кций для неориентированных круговых сегментов 
и базовых объектов.

Для удобства и краткости введем следующие 
обозначения: C  — круги, K  — выпуклые много-

угольники, S  — круговые сегменты, C cl R Ci i
* ( \ )= 2 ,  

K cl R Ki i
* ( \ )= 2 , S cl R Si i

* ( \ )= 2 , T cl R T* ( \ )= 2 , где 
cl T( )  — топологическое замыкание [10] объекта 
T C K S∈{ , , } . Полагаем, что объекты задаются сле-

дующим образом: C x y R x y r= ∈ + − ≤{( , ) | }2 2 2 2 0 , где 
r  — радиус круга C ; K conv v x y i ni i i= = ={ ( , ), , , }1… ,  
conv{ }⋅  — выпуклая оболочка множества { }⋅ , vi , 
i n=1, ,…  — вершины многоугольника, заданные 
в собственной системе координат многоугольни-
ка против часовой стрелки; круговые сегменты 

S T T T C H= = =12 22∩ ∩ , где T C12 = , T H22 = , 

C x y R g x y

g x y x x y y r

= ( )∈ ( ) ≤{ }
( ) = −( ) + −( ) −

, : , ,

, ,

2
0

0 0
2

0
2 2

0

H x y R g x y= ∈ ≤{( , ) | ( , ) }2
1 0 , 

g x y Ax By C1( , ) = − + , A B2 2 1+ = , если s x y S0 0 0= ∈( , )  

и H x y R g x y= ∈ ≥{( , ) | ( , ) }2
1 0 , если s S0 ∉ , при этом 

fr S arc s s s s= ( , ) [ , ]1 2 2 1∪ , где s x y1 1 1= ( , )^^  и s x y2 2 2= ( , )^^ ,  

arc s s( , )1 2  — дуга окружности C , [ , ]s s2 1 , — отрезок 

прямой fr H .
Полагаем, что полюс объектов совпадает с нача-

лом их собственной системы координат и является 

центром окружности C или C  для C , C *  или S , 

S * ; внутренней точкой многоугольника K  для K  

и K * .

Положение объекта в пространстве R2  задают 
параметры размещения u v x y= =( , ) ( , , )θ θ , где ( , )x y  
— вектор трансляции объекта T , а θ  — угол по-
ворота объекта относительно центра собственной 
системы координат. В дальнейшем T u T v( ) ( , )= θ  
— объект, транслированный на вектор v  и повер-
нутый на угол θ .

Если объект T S S K K∈{ , , , }* *  может вращаться, 

то координаты точек s1 , s2  объекта T S S∈{ , }*  зави-
сят от углового параметра, то есть ′ = = ′ ′s s x yi i i i( ) ( , )θ ^ ^  
и задаются следующим образом: 

cos( ) sin( )′ = ⋅ + ⋅x x yi i iθ θ^ ^ ^ , 

sin( ) cos( )′ = − ⋅ + ⋅y x yi i iθ θ^ ^ ^ , i =1 2, ;

 координаты вершин объекта T K K∈{ , }*  зависят 
от углового параметра, то есть ′ = = ′ ′v v x yi i i i( ) ( , )θ  и 
задаются так: 

′ = ′ ⋅ + ′ ⋅x x yi i icos( ) sin( )θ θ , 

′ = − ′ ⋅ + ′ ⋅y x yi i isin( ) cos( )θ θ , i n=1, ,… .

По определению [8] Ф-функция — это непре-

рывная, всюду определенная функция Ф: R R6 1→   
объектов T u1 1( )  и T u2 2( ) , такая, что Ф( , )u u1 2 0> ,  
если объекты T u1 1( )  и T u2 2( )  не пересекаются; 
Ф( , )u u1 2 0= , если объекты касаются, то есть имеют 
общие только граничные точки; Ф( , )u u1 2 0< , если 
объекты T u1 1( )  и T u2 2( )  имеют общие внутренние 
точки.

В данном исследовании строятся Ф-функции 
для неориентированных круговых сегментов и ба-
зовых объектов.

Для построения Ф-функций обозначенных 
выше объектов в работе используется подход, из-
ложенный в работах [4, 9].

Пусть уравнение χ( )u = 0  определяет поверх-
ность 

γ12 12
3= ⊂frT R ,  

где T T12 12 2
2

= ∪
θ

θ( ), 

здесь T T T12 2 1 2 20 0 0 1 0 0( ) ( , , ) ( ) ( , , )θ θ= ⊕ − ⋅  — сумма  
Минковского двух объектов T1 0( )  и T2 2( )θ . По-

верхность γ12  делит пространство R3  на два мно-

жества Г1 и Г2 таким образом, что Г Г1 12 2
3∪ ∪ =γ R , 

Г Г1 1= int , Г Г2 2= int , fr frГ Г1 2 12= = γ .
Уравнение χ( )u = 0  называется ориентиро-

ванным, если функция χ( )u  всюду определена в 

пространстве R3  и на множествах Г1 и Г2 знаки 
значений функции χ( )u  противоположны, то есть
χ χ( ) ( )w v⋅ < 0  для любых w ∈Г1  и v ∈Г2 .

Стратегия построения Ф-функций двух неори-
ентированных объектов состоит в следующем:

1. Фиксируем объект T1 и полагаем u1 0 0 0 0( , , ) = .
2. Строим уравнение χ( )u = 0  поверхности ну-

левого уровня Ф-функции для объектов T1 0 0 0( , , )  

Ф-функции для неориентированных круговых сегментов и базовых 2D объектов
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и T x y2 2 2 2( , , )θ , основываясь на уравнении поверх-
ности 0-уровня Ф-функции для ориентированных 
объектов T1 0 0 0( , , )  и T x y2 2 2 0( , , ) .

3. Задаем ориентацию уравнения χ( )u = 0  таким 

образом, чтобы χ( )*u < 0 , если u T* int∈ 12 , и χ( )*u > 0   

в случае, если u R T* \∈ 3
12 , u x y* * * *( , , )= θ .

4. Полагаем Ф( , , , , , ) ( , , )0 0 0 2 2 2 2 2 2x y x yθ χ θ= .
5. Определяем Ф-функцию

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2 1= ′ − ′ ′ − ′ −χ θ θ , 

г д е  ′ = −x x yi i icos sinθ θ1 1 ;  ′ = +y x yi i isin cosθ θ1 1 ;  
i =1 2, .

В случае, если T C C1 ⊂ { , }* , тогда 

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2= − −χ θ , 

поскольку θ1 0≡ , ′ =x xi i , ′ =y yi i , i =1 2, . 

А если T C C2 ⊂ { , }* , тогда

 Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 1= ′ − ′ ′ − ′ −χ θ  

поскольку θ2 0≡ .

2. Ф-функции неориентированных круговых 
сегментов и базовых объектов

Следуя стратегии, изложенной выше, построим 
Ф-функции для пар объектов из множества {C , K , 

S , C * , K * , S * }. Поскольку Ф-функции для базовых 
ориентированных и неориентированных объектов: 

C u( )1  и C u( )2 , C u*( )1  и C u( )2 , K u( )1  и K u( )2 , C u( )1  и 

K u( )2 , C u*( )1  и K u( )2 , K u*( )1  и C u( )2 , K u*( )1  при-
ведены в статьях [5, 8, 9], то в данном исследовании 
строятся Ф-функции для следующих пар неориен-

тированных объектов: C u( )1  и S u( )2 , S u*( )1  и C u( )2 , 

C u*( )1  и S u( )2 , S u( )1  и K u( )2 , S u1 1
*( )  и K u( )2 .

Рассмотрим каждую из перечисленных выше пар 
объектов непосредственно.

2.1. Круг C u( )1  и неориентированный сегмент 
S u( )2 . Строим уравнение χ( )u = 0  поверхности 

frT fr C S12 2 1 2 20 0 0 1 0 0( ) { ( , , ) ( ) ( , , )}θ θ= ⊕ − ⋅ , 

то есть уравнение проекции поверхности нулевого 
уровня Ф-функции для объектов C u( )1  и S u( )2 .

С этой целью введем функцию следующего 
вида: 

χ ω ϕ

ω ψ ω ψ

( ) max{min{ ( ), ( )},

min{ ( ), ( )},min{ ( ), ( )

u u u

u u u u

= 0 0

1 1 2 2 }}, ( )},ϕ u

где 

ω0 2 2 2( )u x y r= + − , r r r= +1 2 , 

ω θ θ

θ θ

k k k

k k

u x x y

y x y r

( ) ( cos( ) sin( ))

( sin( ) cos( ))

= + + +

+ − + −

2

2
11
2 1 2, , .k =

^ ^

^^

ϕ θ θ θ( ) ( ) ( ) ( )u A x B y C= ⋅ − ⋅ + , 

A y y( )θ = − 1 2 , B x x( )θ = − 1 2  

C A x B y( ) ( ) ( )θ θ θ= − ⋅ + ⋅1 1 1 2  , 
здесь 

( , ) ( , )
( ) ( )

( )

( )
 

 




x y x y

r

A B

A

B
k k k k i= − +

+ −









2 2θ θ

θ

θ
^^ , k =1 2, , 

A x x y y( ) sin( )( ) cos( )( )θ θ θ= − + − − +2 1 2 1^^ ^ ^ , 

B x x y y( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )θ θ θ= ⋅ − + ⋅ −2 1 2 1^ ^ ^ ^ ;

ϕ θ θ θ0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )u A x B y C= ⋅ − ⋅ + , A y y0 1 2( )θ = −  , 

B x x0 1 2( )θ = −  , C A x B yj
0 0 2 0 2( ) ( ) ( )θ θ θ= − ⋅ + ⋅  , 

где        ( , ) ( , )

( ( )) ( ( ))

( )

( )

 x y x y

r

A B

B

A

k k k k

i

k k

k

k

= − +

+
+








θ θ

θ

θ2 2 


^ ^ , 

A x yk k k( ) sin( ) cos( )θ θ θ= −^ ^ , 

B x yk k k( ) cos( ) sin( )θ θ θ= − −^ ^ , k =1 2, ;

ψ θ θ θk
k k k k

r r ru
r

x y y x
A x B y C( ) ( ( ) ( ) ( )),=

−
⋅ − ⋅ +1

   

 k =1 2, , r = 3 4, , соответственно.

A y yr k k( )θ = −  , B x xij
r k k( )θ = −  , 

C A x B yr r k r k( ) ( ) ( )θ θ θ= − ⋅ + ⋅  .

Тогда Ф-функция круга C u( )1  и неориентиро-
ванного сегмента S u( )2  примет вид

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2= − −χ θ .

2.2. Неориентированный многоугольник K u( )1  и 
неориентированный сегмент S u( )2 . Задаем уравне-
ние χ( )u = 0  поверхности 

frT fr K S12 2 1 2 20 0 0 1 0 0( ) { ( , , ) ( ) ( , , )}θ θ= ⊕ − ⋅ . 

В этом случае функция χ( )u  определяется так:

χ ω ψ χ

χ χ

( ) max{ max min{ ( ), ( )}, ( ),

( ),

, ,
u u u u

u

k k

k k
t

t t

=
= +1 1

1
1

1
2

2

1…

11
2

2

1 11 2

( ), ( ), max ( )},
, ,

u u ut
k k k

kχ χ
= + +…

где     ωk k ku x x y y r( ) ( ) ( )= − + − −2 2
2
2 , 

i d x ym

j L

m T j j= ⋅
=

arg min ( ) ( , ),
, ,1…

 

t u d x y um m T i im m( ) ( ) (( , ) ),= −

d x y
x y

x y
m

d
m

d
m

m m

m m
( , ):

( , )

( , )
,=

 

 ^ ^

 x x ym m m= ⋅ + ⋅cos( ) sin( )θ θ^ ^ , 

y x ym m m= − ⋅ + ⋅sin( ) cos( )θ θ^ ^ , m =1 2, .

ψk
k k k k

k k ku
r

x y x y
A x B y C( ) ( ),=

−
− +− −

2
1 1   

  
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здесь       A y yk k k= − −1 ,   B x xk k k= − −1 , 

    C A x B yk k k k k= − +− −1 1 , k I i i∈ = { , , }1 2… , 

при этом, полагаем k l= +1 , когда k =1 .
Координаты точек   v x yr r r= ( , )  определяются 

следующим образом:

  v x y
r

A B

A

B
r r r

t
r

t
r

t
r

t
r

= =
+ −









( , )

( ) ( )

2

1
2

1
2

1

1

,  r i i= 1 2, , 

  v x y
r

A B

A

B
r r r

r r

r

r
= =

+ −









( , )

( ) ( )

2

2 2
, r i i= + −1 21 1, .

Функции χt
m u1( )  задаются

χ θ θ θt
m

t
m

t
m

t
mu A x B y C1( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ − ⋅ + , 

где          A xt
m

d
m( )θ =− ^ , B yt

m
d
m( )θ = ^ , 

C x x y y rt
m

d
m m

d
m m( ) ( ) ( ) ,θ = ⋅ + ⋅ − 2

^ ^  m i i= 1 2, .

χ θ θ θt
k

t
k

t
k

t
ku A x B y C2( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ − ⋅ + , 

C x y

x y

k
t
k( ) min{ (( cos( ) sin( ),

( sin( ) cos

θ χ θ θ

θ

= ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅
1

1 1

1 1 (( ))),

(( cos( ) sin( ),

( sin( ) cos( )

θ

χ θ θ

θ θ
t
k x y

x y

1
2 2

2 2

⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅ )))}, ,k =1 2

^ ^

^ ^

^ ^

^ ^

χk k k ku A x B y C( ) = − + , A y yk k k= −+1 , 

B x xk k k= −+1 , C A x B y rk r k r k= − ⋅ + ⋅ −( ) ,2  

k I i i= = −1
1 2 1{ , , }… , k card I1 1= , 

при этом, если k l= +1 , тогда k =1 .
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χk k k ku A x B y C( ) = − + , 
A x xk k k= −+1 , B y yk k k= −+1 , 

C A x B yk k k k k= − ⋅ + ⋅ , χ θk k k ku A x B y C( ) ( )= − + , 
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если k l= +1 , тогда k =1 .

χ θ θ θk k k ku A x B y C( ) ( ) ( ) ( )= − ⋅ + ⋅ + , 

A x x y yk ( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )θ θ θ= − ⋅ − + ⋅ −1 2 1 2^^ ^ ^ , 

 B x x y yk ( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )θ θ θ= ⋅ − + ⋅ −1 2 1 2^ ^ ^ ^ , 

C A x y B

x y
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…

Тогда Ф-функция неориентированного много-
угольника K u( )1  и неориентированного сегмента 
S u( )2  определяется так:

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2 1= ′ − ′ ′ − ′ −χ θ θ .

2.3. Объект C u*( )1  и неориентированный сегмент 
S u( )2 . Строим уравнение χ( )u = 0  поверхности 

frT fr C S12 2 1 2 20 0 0 1 0 0( ) { ( , , ) ( ) ( , , )}*θ θ= ⊕ − ⋅ , 

где   χ ω ω ψ ω( ) max{min{ ( ), ( ), ( )}, ( )}u u u u u= 1 2 0 , 

здесь      ω0 2 2 2( )u x y r= − − + , r r r= −1 2 , 

ω θ θ

θ θ

k k k

k k

u x x y

y x y

( ) ( cos( ) sin( ))

( sin( ) cos( ))

=− + + −

− − + +

2

2 rr k1
2 1 2, , ,=

^ ^

^ ^

ψ θ θ θ( ) ( ) ( ) ( )u A x B y C= ⋅ − ⋅ + , 

A y y( ) * *θ = −1 2
^ ^ , B x x( ) * *θ = −1 2

^ ^ , 

C Ax By( ) * *θ = − +2 2
^ ^ , 

s x y
r

A B

B

Ak k k

k k

k

k

* * *( , )
( ) ( )

( )

( )
=

+











2 2θ θ

θ
θ

^ ^ , 

A x yk k k( ) sin( ) cos( )θ θ θ= − ⋅ + ⋅^ ^ , 

B x yk k k( ) cos( ) sin( )θ θ θ= ⋅ + ⋅^ ^ , k =1 2, .

Таким образом, Ф-функция объекта C u*( )1  и 
неориентированного сегмента S u( )2  может быть 
задана в следующем виде: 

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2= − −χ θ . 

2.4. Неориентированный объект S u*( )1  и круг 
C u( )2 . Строим уравнение χ( )u = 0  поверхности 

frT fr S C12 1 1 1 20 0 1 0 0 0( ) { ( , , ) ( ) ( , , )}*θ θ= ⊕ − ⋅ , 

определяя    

 χ ω ψ( ) min{ ( ), ( )}u u u= , 

где 

ω( )u x y r= − − +2 2 2, r r r= −1 2,

 ϕ( )u A x By C= ⋅ − + ′, 

′ = −C C r2 , A y y= −1 2^ ^ , 

B x x= −1 2^ ^ , C Ax By= − +1 1^ ^ . 

Ф-функции для неориентированных круговых сегментов и базовых 2D объектов
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Тогда Ф-функция неориентированного объекта 

S u*( )1  и круга C u( )2  примет вид: 

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 1= ′ − ′ ′ − ′ −χ θ .

2.5. Неориентированный объект S u*( )1  и 
неориентированный многоугольник K u( )2 . Задаем 
уравнение χ( )u = 0  поверхности 

frT fr S K12 1 1 1 20 0 1 0 0 0( ) { ( , , ) ( ) ( , , )}*θ θ= ⊕ − ⋅ , 

где         χ χ ϖ( ) min{ ( ), min ( )}
, ,

u u u
i n

i=
=1…

, 

здесь 
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θ θ
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i i

i i
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( ) ( cos( ) sin( ))

( sin( ) cos( ))

= − + ⋅ + ⋅ −

− − ⋅ + ⋅

2 2

22,

χ( )u Ax By C= − + , A y y= −1 2^ ^ , B x x( )θ1
1 2= −^ ^ , 

 C Ax By= − + ,1 1^ ^ k x y
i l

i i=
=

arg min ( , )
, ,1…

 χ , 

где         ( , ) ( cos( ) sin( ),

sin( ) cos( )).

 x y x y

x y

i i i i

i i

= ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ
Ф-функция неориентированного объекта S u*( )1  

и неориентированного многоугольника K u( )2  мо-
жет быть определена следующим образом: 

Ф( , ) ( , , )u u x x y y1 2 2 1 2 1 2 1= ′ − ′ ′ − ′ −χ θ θ .

Выводы

Рассмотренные в данной статье Ф-функции 
являются конструктивным средством математи-
ческого моделирования задач размещения базовых 
объектов и круговых сегментов, а также состав-
ных геометрических объектов, имеющих более 
сложную структуру, то есть несвязных объектов с 
многосвязными компонентами связности, граница 
которых образована объединениями дуг и отрезков 
прямых. 

Построенные Ф-функции можно использовать 
для решения оптимизационных задач геометричес-
кого проектирования (задачи раскроя, упаковки 
и покрытия), в которых объекты могут не только 
транслироваться, но и вращаться.
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