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А. И. КОЗАРЬ, канд. физ.-мат. наук

РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН ПЛОСКОЙ РЕШЕТКОЙ 
РЕЗОНАНСНЫХ МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СФЕР

Введение
Исследование рассеяния электромагнитных волн на плоских решетках, у которых струк­

турное электромагнитное взаимодействие между рассеивающими элементами решеток и 
сами рассеивающие элементы обладают резонансными свойствами, имеет практический 
интерес для различных областей радиоэлектроники.

Целью работы является решение задачи о рассеянии электромагнитных волн плоской 
решеткой одинаковых малых однородных изотропных резонансных магнитодиэлектриче­
ских сфер [1, 2, 3]. В данной задаче длина рассеиваемой волны может быть сравнима с 
постоянными решетки, что позволяет изучить влияние решеточных структурных резонансов 
электромагнитного взаимодействия между сферами на внутренние резонансы сфер решетки 
и их тонкую структуру. Это решение описывает области аномальной дисперсии решетки. 
Будем использовать результаты решения задачи, рассмотренной в работе [3].

Постановка и решение задачи
Рассмотрим плоскую решетку узлов, порождаемую в декартовой системе координат ко­

ординатным представлением вида [3] (хр 5 = хх , у р ( = у ( )

где величины А , к определяются условиями х = О, х = й ; у  = 0 , у  = И , а х5=0, у {~ о , гр =о- 

координаты узла, порождающего решетку и находящегося внутри области, рис.1,

О <  х5=о <  с1,

Координаты х3 , у г, г р -  определяют положения узлов вне области (2), координаты 

х5 , у ( являются функциями координат х5=0,_уг_ о . В координатное представление можно 
ввести зависимость от времени, если координаты считать некоторыми функция­
ми времени. Каждому узлу решетки сопоставляются числа с = ($$)> выделенный узел 
решетки будем обозначать с' = а узел внутри области (2) -  с = = 0, г = 0). Задавая
максимальные значения для чисел (у,£) в (1), можно рассматривать конечные и бесконечные 
решетки.

Если изменять координаты узла, находящегося в пределах области (2), то в соответствии 
с координатным представлением ( 1) положение узлов решетки вне области (2) будет также 
соответствующим образом смещаться, что позволяет перестраивать пространственную 
конфигурацию решетки.

В узлы решетки (1) помещаются центры малых однородных резонансных магнитоди­
электрических сфер с проницаемостями е, /и и радиусом а . Проницаемости заполнения

О)

z p  z p = o

0 < y t=о < h 

zp = о  =  0 ‘

(2 )
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пространства вне сфер -  £0 , ц 0 ■ Поля будем записывать в

виде Е (г ,0  = Е(г)еШ  , Н (г , 0  = Н (г)е  
между центрами сфер с и с' представим (1)

АШ

гсс ' =  ^ s ’ - X s ) 2 + І У Ґ - У t Y

Расстояние

(3)

Рис.

Считаем, что вне сфер а / Х ' « 1, но внутри сфер воз­
можен резонансный случай а /Л е ~ 1 , где X ' -  длина

волны вне сферы, а -  длина волны в сфере.
На плоскую решетку падает плоская электромагнит­

ная волна, распространяющаяся в направлении оси г, 
рис.1. Ограничимся рассмотрением случая поляризации
волны, когда вектор Е 0х параллелен оси О х, рис.1.

Рассеянное поле по известному внутреннему полю
—* 3

рассеивателей определим через электрический Я  и 

магнитный Я  потенциалы Герца плоской решетки

Е  расе = \ V V  + k ’ SQ/jQ ) Я  -  ikjUQ 

Н  расе ~  ̂W  + к ' £q/Uq j 77 + iksQ

М
У, Я

У , Г Г
(4)

Будем считать, что поле падающей волны
Е о $ Ы ) = Е о е К ы ~кг ) ,

Н  оу{г,Г = Н  0е1{Ш~к^ }
— О -■ —>0 -

внутри сфер плоской решетки и внутреннее поле сфер решетки Е  (г ,1) ,Н  (г 'д ) имеют 
соответственно одинаковые значения для всех сфер решетки.

Тогда потенциалы Герца рассеянного решеткой поля представим [3]

—►Э -* 1
Я  (г ,0  = —;Г (sin &1Ö c o s  

к\

е эф л
- 1

V

—Я) —к J L р
Е V , / ) L I e

s г

- j  -г ‘"Я,О

— -* 1
Я" (г ,7) = — — (sin к^а -  cos k\ä)

h

Мэф

мо
- 1 Н  {0 ,0 I S

(5)

~s - t  (s,t)

где

=  / ù  -  ̂  ) 2 + (V -  я  Ÿ  + Г (6)

здесь координаты (х.у.г) определяют вне сфер точку наблюдения поля, рассеянного плоской 
решеткой, а координаты (ху , у () -  точку нахождения центра рассеивающей сферы решетки, 
рис. 1; с .ф „ц ,ф -  эффективные проницаемости [3, 4]

г эф= г - Е ( к а ^ щ \  Мэф , (7)

где, рис. 2, 
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EV7~. /277л _ 2(sm ка^Гщ - к а ^ щ  cos ka xfë\i)
\  / 9 9 . I---- /---- і——

(& " a  s\j. -  I)sinka-^Je\x + ka ^ je\icoska -sje \ i

На рис. 2 представлены особенности поведения 11еР(#) (сплошная кривая) и Іти Р(9) 
(штриховая кривая) в зависимости от Не 9 при разных значениях тангенса угла диэлектриче­
ских потерь 1§ 8е (кривая 1 -  1§8е =:9; кривая 2 -  =0,05; кривая 3 -  tg 8 є =0,l) и р = 1;

здесь 9 = к а ^ г ^ і .
Для плоской решетки одинаковых сфер, расположенных в плоскости ху, рис.1, внутрен- 

—о — — о —
нее поле сфер Е  (г ', і) ,Н  (г',1) (5) найдем из алгебраической системы уравнений, которую 
представим в матричной форме

E ox(s=0,t=0) )
э0 э 

V x x  + V n У ф 0 0 0

іо

э- E x(s=0, t=0)(r  ) 

E A S = O J = 0 ) < ?0 V ) y  + V y y 0 0 0 V x

0 0 0 V i z  + V l z V y v f 0 E z(s=0,t=0) ( r  )

0 0 0 4>y V'x.x + V x x V x y 0 H x(s=0, t=0)i r  )

Hoy(s=0, t=0)  ( r  1 0 0 V ? V y x V Myy0 + V y y 0
H y(s=0, l=0)( r ï

0 V v 0 V ? 0 0 0 v ÿ + v z . Н ф = 0 , 1 = 0 ) ( г  \

(8)

Основная матрица системы уравнений (8) содержит сведения об особенностях электро­
магнитного взаимодействия сфер плоской решетки.

Элементы основной матрицы системы уравнений (8), входящие в строку, связанную с

Ех(&*о,і=о)(ҐУ? представим в виде
S t

( & $  +  ¥ х х )  =  А є  ~ А є В І £  V c xx  c o s h rc c ' +  a xx  s i n k \ rc c ')  +  l ( a x x  c o s  k \ rc c ' ~  c x x  s in  h rc c ' ) ] .
—s -t

S t  p
Vxy = - 4 5 Z Z [ ( cxy cosklrcc'+axy sin^lrcc') + i(axy costexrcc< - c Xy s ink ^ )

-5 -f
( s , t ) ^ ( s '= 0 , t ^ 0 )
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мО S 1 Г 1Wy =k/UfyAß B'£JY .{ - ^ ) [ icy cos k\rcC' - a y sin kxrcc<)-i(ay coskxrcc*+cy s in ^ r^ O J  ■
- s  - t
(s,t)*(s’=0/=Q)

р?о (г ') представим в видесвязанные с в у^=о,(=0) ( и

V  у х  =  Н7 х у  > -з

+ ^ ) =  4  -А ев Ц [ ( с „  сов кЛ с .+а„вткхгсс.) + 1(а „с о в к Л с . - с „  ) ,
- s  - t  
( s , t ) ^ ( s ’~ 0 ,t'= 0 )

S t
¥x = “ M o - ^ Z Z H )[(cx COSkxrcc> ~ ax s inkxrcc<)-i(ax cosкхгсс<+сх s in ^ rcc0]

- s  - t
( s ,fM * '= o /= o )

связанные с ■Ê’T̂ =0 /=o)(r ) > запишем как

n n s 1
w lz  +y/ zz) = A£ ~а єв И  Z  [ ( c z z  cos h rcc’ + azz sin kxrcc.) + i(azz cos kxrcc, -  czz sin kxrcc.)],

- s  - t
(,s,0 *(s'=0/ = 0)

S t r

V'J' = - M (H /i5 Z Z ( - l ) [ 0 ^  c o s V c c ' - ^ s i n ^ O - i ' C ô y  c o s V c c ’ + c y .S“1Alrçc')_
- /

(■М)*(*у'=0,г'=0)
5 /

=  М о ^ / 1 Е ( - 1 ) [ ( С х  с о э к хгс с ' - а х  $ т к хгс с < ) - 1 { а х  с о ь к хгс с < + с х  в т ^ Г с с . ’) ]  ■
- 5  - I

(5,0*0'=0/=0)
Аналогично элементы основной матрицы системы уравнений (8), входящие в строку, 

связанную с # ф =0 ?=0) (/')»  представим в виде

^  0 0 * к \ гс с ' ~ а у  ы п к хгс с ’) - Ц а у  с о е к \г с с ' +  С у  э ш ^ . ) ] ,
- s  - t

о / = о )

5 t

(IP.« °  +  Æ  £  ( - 1 )  [ ( c x t  c o s  h rc c ' +  a xx s in  V c c ’) +  * ( « »  c o s  V c c  ’ -  c x t  s in  V c c * ) ] .
- J  - f

(s,0 ^(*'=0,/'=0)
s ? P

^  = - ^ Æ Z Z ( “ l) [ (cxy C0 sk \rcc'+a.xy sin VccO + 'K y  cosV c c ’ -  Cyy sin V ccO J ,
- s  - t  

( s , t)* { s '= 0 ,t '= 0 )

rOсвязанные с H ^ l=0) (r '), представим

y , f  = *£„ І  C0S *!'■«' ~a‘  Si" -  ' К  C0S *Г«' + Сдг sin t ir « .)] .
-s  -t
{s,t)*(s'=0,t'=0)

V y x = V % ”
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(Vyyi + ¥yy \)  = Al ~  AuB 1l  I С“ 1) I (ßyy cos kxrcc< +ayy sin kxrcc/ )  + i(ayy co skxrcc. -  sin kxrcc<)
- s - i
( s , t ) * ( s ’=Q,t'=Q)

связанные с # 2°(, =0>г=0)Й  

эО 5 f Г
¥ у  = ^ о Л - ^ І І К с у  COSkxrcc< - a у s inkxrcc<)-i(aу coskxrcc> + cy sm kxrcc<)

- s  - t
( s , t ) * ( s '= 0 , t '= 0 )

i1 t
I I
-J  -/

¥ x  = ^ o 4 5 I I [ ( cx cos^i^c- s i n ^ c. ) - i ( a x coskxrcc> + cx m k xrcc>)],
- s  - t

(s,t)4t{s'=0,t'=0)

0 0 s t
( К + О  = 4 1  -  •V S  E  (->) [(=» cosk{rcc< +azz s inkxrcc<) + i(azz cos k xrcc • с zz sin %,<..,)],

-л - /
(S ^ W ï W b O)

Здесь (1),(3),(7)

2 2
к  = 2 т і І Х \  к х = к  S qjUq ; А е

г л
эф j

ч ь 0 /

V 1̂ 0
1 ' ) ' ) ' )  B = -k-(s inkxa - k xa co skxa)', 0 | =к а е 0|д.0 ;

к \

чБзф + 2 б 0 Бэф (Бэф + 2 е о )

Зєое г'0 j

.() (.ц эф  2 ^ 0  ) *г ® 1 Ц эф  + i0 J  (Ц эф  +  2 М-0 )

а хх -  '

3|яое г01 

3(*^= о  ~ гсс'

гсс'

— к? +
4 '

^уу
з ( у ґ = 0 - у { )2 - 4

гсс'

- у у - * і 2 +
?сс‘

3(>v'=o ->v)2 - r{ • /,2 (з'/'.-о ~ уtY    к ] -------
гсс' гсс'

і a zz -  к \
гсс'

¥'у
гсс '

1
г3гсс'

аху -  к \
3(хА.'_о -x ^ X ^ '-Q  —y t) .

fcc'
■> сху

3(xç'_o - x s ){yk=Q -  У t ) ,2  (.xs'=0- x s )(yt>=0 - y t )

rcc' rcc'

a x =
(x s ’= 0 - * s )  Г _ лі 

3 » cx ~  Л1
„ Ir (xs'=o~xs ) . n .А У і'=о - У і ) . r _ !r Ov=o ~ y ù  .Су  — K\ ^ , U л)  ̂ , Cjy 1 9 ’

'cc' І
y

4 - ĈiC1
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Для сферы (Л',0 плоской решетки решение системы уравнений (8) имеет вид

Д " ' ,£ °  ( г ' ,  О  =  - L .  ( j ’  £ „ ( ? )  +  р :s Н о у  ( Ґ )
А

—  О 
Н  0 г ', 0  =  —  (ßд а « \ ) \ Ш ,

(9)

где Л ш -  определитель основной матрицы системы уравнений.

Для случая, когда электромагнитным взаимодействием между сферами решетки можно 
пренебречь, выражения для внутреннего поля произвольной сферы решетки (9) приобретают 
вид (7)

Е  (г ',0 = -
Зє0егЄі

(ЄздЬ+ 2є0)+9] 83̂ + /9 ,( є зф + 2є0)

я  ( r ',0 =-
З ц 0е «•01

(Р3ф + 2Ро)+ві +г©1 (ц.эф + 2{Д,0 ) 
а потенциалы Герца рассеянного поля (5) запишем в виде

їв]

Eox(z , t ) ,

H o y ( z  , t )  ,

—* э  — 3
П  (r,t) = —  (sin& ia-Äjö co s^ a )-

k \

( £ эф £ 0 ) e

( £'э ф  +  2<s'o) +  (9l £ эф  + i @ l( £ э ф  + 2 £ q )
■ E 0x{z' ,0 X  S

■V t e ~ ik\ rc

- s  - i  'c

Ю

n M(r,t) = — (sin a  -  a  cos û )------------------------------  ^ ( г Д ) Х І
5 t е~Ік\ГЄ

(/Пф + 2//q) + öj ц эф + z0j (/«эф + 2//0 ) - 5  -Z 'с

На рис. 3 представлены зависимости Ііе г/3, 1т т?3 , модуля и аргумента ф выражения

V 3 -
( £э ф  ^ о )

( Б -)ф +  2 ^ о  )  +  £ эф  + 1®\ ( £ эф  + 2 £ о )

:э  -
которое выше входит в состав формулы для 17' ( г , / ) , от длины падающей волны Л в области 
первого внутреннего резонанса сферы электрического типа, когда а = 0,1145 см, 

є = 174, /л = Мо = £0 = 1.
Рассеянное решеткой сфер поле получим из (4), (5)

Е расе (г, t) = Z E - T ( sinÄ:l a - k xa c o s k xa)<
-5 - /  «і

_  _  -S' t і
Я расе (г,0 = Ц - г (sin кха -  кха cos fya) < 

- s  -t k\

£эф

£0
-1 LSE (r')-ik/UQ ґ  Еэф ^  

7*0V
( 10)

Мэф

Mo
(-1 )LsH°(r')+ike0 t,

где ї х и Р5 -  функциональные матрицы, которые имеют вид

1

Й 4*1 XV ч*1 XZ

і
о

іОВи

1 ух ч* УУ ч* У2 ; . А  =
ш 0  
т Z 0 T1 X

1
"б Й Ч*2У * Й 1-.
.

і Ч: 0

(П)
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Величины, входящие в функциональные матрицы (11), запишем в виде (1), (6)

+ //(]3(х xs ) гс 2 ix  xs ) к{  —
3 ( x - x s )2 - г ?

гс

^ у у = - к 1  + 3( y ~ y s f - r c2 2 ( y ~ y sŸ
5 Ч   J —

^  zz = ~ к\ 
гс

'с

3Z  ̂ ~ гс , 2 ^
5 1 3

>с гс

+ іki
3 ( y - y s f - r c2

rc

4* Ікл
ъ 2 23z - r c

=  cp =1 x y  1 y x
3(x -  x5 )(y -  y t ) ; 2 (x  -  X,. )(y -  y t )kx   --------- +  iki 3( д г - ^ Х у - у , )

¥  =1 xz L zx

rp  =  Ф  -1 yz 1 zy

• (x -x ,)z  2 (x ~ xs )z
+ Â i

3 ( x ~ x s )z

+ ik- 3 ( y ~ y t )z

rc

'F ,

T y — - ^  + ikx ^  ,4 ^  = -'F

4'z = !T  + ®l T ' 4' “ = - 'fV
r,.

Поле в произвольной точке пространства, лежащей вне сфер решетки, представим в виде

Е ( г ,( )  = Е о х (^ ,1) + Е р а с с (? '- 0  •

Для случая, когда можно пренебречь электромагнитным взаимодействием между сфера­
ми решетки, компонента рассеянного поля ЕХрасс{гМ) ( ^ )  конечной решетки для ближней

зоны имеет вид (7) (е~,к]Гс « 1)

ЕХрасс(г,0  -  —  (sinh a - куаcosкха) 
к \

^эф £о)е
Іді s t

2 „2

J + ik ' ~ T
Krc

(^ЭФ  ̂ 3^0 ) Щ ^эф  ̂Éj] ( (' )ф + 3£q )
^ o Z S |3 ( х - х 5) ~ГС

-s —t

+ ikflQ
\Мэф Mo s t

■ H o Z Z -
rc y (,а эф  2  До )  3" 9 \ Мэф Ey  ( Мэф 2  Д о ) ~t  ï с

Amt ( 12)

а для дальней зоны представим как

, (г, t) = —  (sin кха -к \а  cos kxà) і^зф *0 )еЩ (

( £’эф 2^0 ) ^1 ^зф  ^  2 % )  —s —і

ів]
хе ~z7c, hНе _ к\кФ-Q •

(Дэф ~ Д о )е 1
-1к,К

(Дэф 3" 2 До ) + Дэ<̂  + 2̂ ] \Мэф 2/А) )
- Я о Ц с :

Не

- S  - t гс

Jcot (13)
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Из определителя (9) системы уравнений (8) находятся резонансные условия для случая, 
когда а/Х ? ~1 внутри сфер. Если е , р одинаковых сфер решетки действительны, то резо­
нансные условия для индуцированных в сфере по осям х, у, г  компонент внутреннего поля 
получим из выражения

с м е ж н о ,  (14)

разрешая уравнение (14) относительно функции Г (к а уг \\)  (7), рис. 2, для выделенной
сферы, где || а у Л -  основная матрица системы уравнений (8).

Анализ решения (9) системы уравнений (8) показывает, что компоненты внутреннего 
—О —■ —0 -

поля Е (г'.у), Н  (г',{) сфер решетки по осям системы координат х , у , г ,  рис. 1, имеют 
разные резонансные условия, что приводит к возникновению тонкой резонансной структуры 
внутреннего поля сфер и расщеплению резонансных кривых.

Если электромагнитным взаимодействием между сферами решетки пренебречь, то ус­
ловия для резонансов внутреннего электрического и внутреннего магнитного полей произ­
вольной сферы решетки из (14) имеют вид

Р (к а ^ )-  -  , Г ( к а ^ )  =  1 +  > _
(1 +  0 ] )  c o s  0 [  +  0 1 s i n  01 (1 +  0 ] ) c o s 0 [  + 0 ]  s i n 0 ]

Порядок уравнения (14) можно понизить, если в нем слагаемыми, связанными с rot, (8) 
пренебречь в силу их малости при резонансе. Тогда уравнение (14) распадается на четыре 
независимых алгебраических уравнения первого и второго порядков, из которых можно 
найти искомые резонансные условия для компонент внутреннего поля сфер (9). Но при 
таком упрощении в выражениях для компонент внутреннего поля сфер (9) теряется некото­
рая информация о тонкой резонансной структуре внутреннего поля сфер.

В этом приближении условия для резонансов компонент внутренних полей Е о
z (s  = 0) ( Г )

И Я ф , _ 0 ) ( ^ )  р е ш е т к и  и м е ю т  ВИД ( 1 4 )  ( 0 ]  « 1 )

F(ka^fëjü) =
£ q j 2 (1  +  0 f  ) +  Г ,

e(l + 2 0 f - f a )
F(ka*Jëjü) =

00 2(1 +  0j ) + Ez

ju (1 + 2в{ Ф
( 1 5 )

где
ґ

Tzz ^zz (16)3  5 £ 2 А А
тгг = - у ( з т ^ 1а-А:1асо8А:1а)ХЕ Щ  + — у  С0§£]Гсс' + -Щ —— бшк\гсс-

к\ -5--Г  гсс'
(5,*)*(* '=0/=0)

Если разложить функцию Р ( к а ^ щ )  (7) в выражениях (15) в ряд Тейлора в окрестности 
резонансных условий для свободной сферы [5], то из (15) можно получить резонансные 
условия для сфер плоской решетки в более простом виде.

Для диэлектрической сферы ( р = 1) для первого низшего внутреннего резонанса компо­

ненты £ ф = (у ( / ) ,  когда 8 = 40, и п -го резонанса компоненты резонансные

условия представим так:

4 334 = 27Шл̂  | £° 2(1 + в? ) + т гг о I  
Я. £ 1 + 20? = 0,472

2 лал[є ; пл  = — — - +
Я 1 +  20,2 - г £ У

00  
2  л п

где «=1,2,3... порядок резонансов магнитного типа. Величины тД ,т:Т (16) учитывают 
структурное электромагнитное влияние сфер решетки на выделенную сферу (У = 0,Г = 0).
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На рис. 4 представлена зависимость т%. (16) от длины падающей волны X для случая, 
когда радиус сферы а = 0,15 см, постоянные решетки d  = 2,3 см, /г=40см, % _0 =1Д5см,

У(=0 = 2 0  с м -

Анализ выражений (9), (10), (15), (16), рис. 4 говорит, что когда длина рассеиваемой вол­
ны соизмерима с постоянными решетки Х ~  d , h , то возникают решеточные структурные 
резонансы электромагнитного взаимодействия сфер решетки двух типов -  электрического и 
магнитного.

Из резонансных условий следует, что при сближении 
сфер решетки резонансные значения длин волн для внутрен­
них электрических резонансов сфер увеличиваются, а для 
внутренних магнитных резонансов сфер уменьшаются 
относительно аналогичных резонансных значений длин волн 
свободной сферы.

Заключение
Впервые получено решение задачи, которое учитывает 

влияние структурных резонансов электромагнитного взаимо­
действия магнитодиэлектрических сфер решетки на внутрен­
ние резонансы сфер, входящих в соответствующие резонанс­
ные зоны сфер [5], и их совместное влияние на рассеянное 
поле.

Найденное решение может быть полезно для разработки 
композиционных материалов с сильной дисперсией, исполь­
зуя области аномальной дисперсии решеток, изучения 
влияния дефектов решетки на рассеяние полей, а также для 
разработки устройств по управлению полем излучения 
электромагнитных излучателей, в которых используются 
тонкие эффекты взаимодействия решеточных структурных 
резонансов и внутренних резонансов сфер решетки [6, 7].
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