
ДИСПЕРСИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВОЙНОГО КОЛЬЦЕВОГО ВОЛНОВОДА

С . С. Т р е т ь я к о в а

Д войной кольцевой волновод п редставляет собой периодическую  
стр у кту р у , состоящ ую  из коаксиально располож енны х м еталлических 
колец, изолированны х друг от друга (рис. 1). Н ачало цилиндрической 
системы координат (г, <р, г) находится в середине щ ели. П редполагается, 
что кольц а бесконечно тонкие, идеально проводящ ие и расположены строго 
одно под другим . Зависим ость от времени е~ ш . А кси альн ая симметрия 
системы позволяет рассматривать случай  симметричных Е- и Я -волн. 
В следствие периодичности структуры  решение будем оты скивать на одном

%

из ее периодов, поскольку решения на други х, согласно теореме Ф локе, 
отличаю тся на некоторый постоянный м нож итель е 'л°г. Э лектромагнитны е 
поля внутри и вне волноводов в этом случае представляю тся в виде 
рядов Ф урье

—  —

Е (г, г) =  е,ь>г V  Е т (г)е ' ,
т

_  . 2г.т
Н  (г, г) =  е 'Л°2 X  Н,п (г) е ‘ \  (1)

т

(М нож итель е- здесь и далее опускается).
Разобьем  рассматриваемую  систему на три области: I область — 

г < а  — внутри кольцевого волновода радиуса а , II область — а < г < Ь — 
пространство м еж ду  волноводами, I I I  область г > Ь  — вне кольцевого 
волновода радиуса Ь. Запиш ем  составляю щ ие поля в каж дой из областей, 
исходя из уравнений М аксвелла.

I область:
Е ж  ( Г )  =  3 „ , / 7 У 0 ( р т г ) \

(Г) =  ЛтШтр^ о  (Рт&>
Н %  (г) =  а.тИ г р ^ 0 (ртг).

Н (, т  ( г )  =  Л п Р У о  ( р т г ) ;

Н т  (0  =  (РтГ);
Е [г п {г) =  — $rnlkpmJ 0 (ртг).
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II область:

Яда (Г) =  а т Р У о  (Р п / )  +  ТтРт Н 'а (РтГ)'’

Е (!т (г) =  “А Р У  о' (р„/) +  ~{т1НтРтН?\)' (ртг);
Н % ( г >  =  +  а т £& Р,У о (Р т О  +  Ч т & Р т Н о” ' (Р т О -  

Яда (О =  Р тР У о (РтГ) +  °тР тЯ о ’ (РтГ)\
Я ®  {Г) =  К ^ т Р т Ч  (Ртг ) +  тРмЯ « ’' (РтГ) '

Я'»* (Г) =  — Р т ^ Р У о  ( р У  “  ат £/гР У У  ' (Р„/)-
III  область:

Я д а  ( 0  = 1 т Р т К  ’ (Рт&<

К т  И  ~  » т 'А тР т^ и  :*' (РтО;
^ ;а; м  =  + ' ^ р Х )' (р« г).
Я д а  Я )  =  Р ш Р т ^ П  ' ( Р т 4 ;

Я„!(г) =  рт гАт рт Я '|)' (ртг); 
Е%(г) =  - $ т1кртН (" ' (Ртг), 

где к =  рт =  | А 2 — (/г0 +  ^ р ) 2 =  ] /  /г2 — Л*;
J 0 {pmr), Яо1’ (рт г) — функции Бесселя и Х анкеля;
J o (p mr), Н[ (рпг ) — их производные по аргументу;

“ш. Рт, « и . Р т . Т т . « т . “ т ,  Р т  ~  КОЭффиЦИеНТЫ ФурЬб.
Д л я  определения неизвестны х коэффициентов Ф урье ПОДЧИНИМ ПОЛЯ 

точным граничным условиям  на поверхностях г =  а  и г =  6 . П ри г =  а
£<■) _  р(2) _  0

(металл), (2)

(щ ель);

при г =  Ь

Е 1"  =  4 2) =  о 
4 °  =  Я<2), / / » >  д а  Я < 2)
с -!1) _  17 (2 ) и ( I )    гт(2)
Л—“ (р | і 1 (р ---- і ■* (р

(металл), (3)

(щ ель).

£(*> =  £ «  =  о

£<2) =  £ '3> =  О 
Е {2) =  £ (3) Я (2) =  Я !3)
/7<2)   Г7<3> н (2 )   г/(3)Щ ( р  9 г  (р  ̂/ <р   I л <р

П одставляя вы раж ения полей в граничны е условия (2) и (3), получим 
следую щие уравнения.
£-волны :

Е  « т Р У о  (Р,па)е:Нтг =  0 (м еталл),
171

У™Уг>г'‘"' = 0 <щыь>’ (4)
Е  «шРЙ Я о } (рт й) е 'Лт2 =  0 (металл),
т

У  « т  7,777' ' м е,йтг =  0 (щель).
^  Щ'кРтЬ)
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Я-волны:
X! РтРт^о (рта)е",'я* =  0 (металл),

, 3тРп
I

*̂ 0 (Рта )
е*Нт* ~  0 (щель),

К Р тН о У(р,па) -  0 (металл),
т

^  ’ ^тРт  н(1к! м  ^  =  0  (ЩеЛЬ) ‘" о  \РтР)
т

Соотнош ения между коэффициентами Ф урье

, -  и!
“ .п а т +  и  J o {рта)

Яд 1 (Рта) -

(5)

- Я ‘ ‘) (Р т а )> ,/о (Р т6)
» и т  — Т т “г  и

Гт Р/и ~Т~ °/| ; Рт -  О/п +  р/,

Я '/Ч р /н * )’ 

7д (РтЩ 

Я 10 ' (Рт*)

(6)

(7)
ч‘' О {Рта)

выполняю тся на всем периоде I. П одставим эти вы раж ения в уравнения 
(4), (5) и обозначим

ат =  атр ^ о  (рт а) ;  =  а т Р ^ Н ^  (ртЬ);

1 , - рЪт *= -

т

Рт

(Рта)

Ь.„ =
Р т

ё-п =

Н ф ‘ { Р т Ь )  

1

А

А. (ртЛ) Я);'! (Рт&)

я,*,0 ' (рт 6)_

й й ^ °' ^ т£г)
г т  Р т  —  Г~

*4 (Рта )

• /̂м 4
^ 0  IР т Р )  Я д  ‘ ( Р т а )

(8)

(9)
1 —

/о  (Рта) Яд1̂  (РтЬ)

Тогда (4), (5) примут вид £-волны :

X  а,пе‘Нтг —  0 (металл).
т

X  ате1Нтг =  0 (металл),

У О (Рта) ^о1) (РтР)

У £т
7 о (Рт<0

Ч  (РтЬ)

ётV ______
Я,1,0  (рт 6)

т
Я -волны :

• 'л,Яц ( Р т а ) Р т ^ о  ( Р т а ) Я д 1, ( Р т Щ

<‘ т  а т  Н 0 1) ( Р т а )

Р т ^ о  ( Р т а )  Р ш Я (|1) (РтЬ) ^ ( Р т Р )

е Ицпг _  0  (щ е Л Ь ) , 

еЛп12 =  0 (щ ель).
(10)

У  Ьте‘Нтг — 0 (щель),
т

^  Ьте‘Нтг =  0 (щ ель), ( I I )
/К

У  1 М е  (Р«а ) Я40 ’ (р„,а) -ь ЬтМ р та) Н \Р \р тЬ)] е'к>* =  0 (металл)
т

У  (Рта) Н о У (ртЬ) +  Ь ^ о  (рть) Ни у  (ртЬ)] к • - =  0 (металл).
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Если теперь четвертое уравнение в (10) и (11) ум нож ить соответ­

ственно на У т - /  , слож ить и вычесть их (соответственно) из тр еть­
его уравнения, то уравнения на щ ели в ( 10) и на металле в ( 11) мож но 
записать так:

V  *=. I  ! ___
Рт ( а (Рта) Н'0  ̂ (РщЬ) J о (Рта) ' (РтЬ)

X

iPmb) 
J о (Рт&) а т +  а,

|  /  а  • 'о

у  Т ' т 0

J о (Рта) я < ‘ \p niQ.) 

(Pmb) Н {01) (р т Ь)
е%,г _  0 (щ ель). ( 12)

V  L  , J ,  l / f t r  (Pmfc)
^ , / 0 ( р т а ) Я 0 (p ma ) | f > m ] /  а Ь „ / (pma) „ u r  (PmQ)

—  J0 (pma ) H ^ ’ ( p J ) \ b m y r^  —  bm j}e 'A«* =  0 (м еталл). (13)

Будем считать, что pma достаточно большое, чтобы можно было 
заменить отнош ение бесселевых ф ункций их асимптотическими зн аче­
ниями:

^ о ( Р т а ) Н , ,  ( Pmß) b 4  (РтЬ) Д .  1 (P m b ) а

Л>( Pmb) Н Ц ' (pm b) a  H J Q(pma) H {0iV ( p ma) b '

Условие pma  >  1 вы полняется для  м алы х значений Д =  ^ , т. е.
полученные нами уравнения будут пригодны д ля  волноводов с малым 
по сравнению с длиной волны периодом и большим радиусом 

£-волны :
y . c me,hmZ =  0 (м еталл),

V г  imLm 2
J» (Pmß) ' (Pma ) 1  о (Pmb) H [ [) ( p ma)

V T ]  gMml* =  0 (щ ель).
(14)

Я-волны:

X  dme‘h™z -- 0 (щель),
m

S  dm [ ,r  (pma) Я <Г  (Pma) -  Y \  К  M  W  (p J> )] X
m

X  e,hmZ == 0 (металл), 

где cm=  äm+  | /  у  am; dm =  bm —  ] / y  bm.

(15)

Введем теперь новые переменные

2л 2г 2г.

и обозначим

i  (v f  m) I ffi I vT
» ..  =  I -  " (’  +  ” ) Щ  k  ( р шо )  и у > -  ( Рш о )  -  ] / |  Г ,  ( Р » 0 )  H i " '  ( Pm S )

j • (Pma ) i P , 1 (pma) j 0 (Pmb) H l, l) (Pma )
(16)

(17)

3 Р а д н о т е х н м к а ,  в ы п .  I
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М ожно показать, воспользовавш ись асимптотическими вы ражениями 
бесселевых функций, что при | т  ( со ет и 8т  стрем ятся к нулю
как —г .

Теперь (14) и (15) запиш утся следую щ им образом.
Я-волны:

V Cme № K  =  0 , ^  <  | С j <  тг;

V ,  \ = 1 і е ц>+т): —  о , , Ч < ? :
(18)

Я -волны :

V  =  0 , | С | С  у ;
т

(19)

Такие системы уравнений м огут быть решены сведением их к неод­
нородной задаче сопряж ения для  аналитической ф ункции, согласно методу, 
изложенному в работе [1]. Реш ение представляется однородной беско­
нечной системой линейных алгебраических уравнений относительно неиз­
вестных коэффициентов Ф урье ст, (1т. У словие сущ ествования нетриви­
ального решения этой системы, т. е. равенство нулю  ее определителя, 
дает дисперсионные уравнения для Я- и Я -волн .

Я-волны:

. . . . . •

. . . « л И Я - і -— Є—діУд1N I/O
Єв* я 2 R *

. . . ЕдіУ—,V 
• • • • • »

-—N ^~ -N  1 . 
• • • •

2  R - N
• • a =  0 . (20)

■ • . t s V ? _с ы] / ~ Ы--- Ч'И • ч К - 1 2 P o

• • • - £_ * г (т Г • . e0wU 2 R M
Я-волны:

2 /?(»] 

2 P 0
- W ,

So (1 —  Kg) —  I . . - * - n v v n

. . .

- * NV 0v . . .

2 R - n  

2 R n

• • •

- w ° ~ N

- 8 < П

: .  - s _ ^ i + y ^ ) + i

- * - Nv a N

- b _ Nv l N . . . 

• • •
.  .  . .  .  . .  .  . . . . . .  . . .

= 0 , ( 21)

^i» i. R n , Я м . R i а] определяю тся через ф ункции
у (см. [ 1 ] и наш у статью  в настоя-

где величины I w , V N 
Л еж ан дра Р , (и) от аргум ента и =  cos ,

ЩеМ С б о р н и к е ) ,  W То] =  У " ,  — •

Б лагодаря  тому, что и bN с возрастанием  N  стрем ятся к нулю , 
уравнения (20) и (21) реш аю тся методом редукции. В простейшем случае 
нулевого приближ ения получаем  довольно простые вы раж ения д ля  ди­
сперсионного уравнения
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£-волны:

•1 _  1 / Л£ . уо (Ро°)
<2уд ____V Ь .]„ (р0Ь) Р Л —‘“) +  Ру-1 (— и)7 /т'1 *  ц "о ^  1 4 . /ооч

в ,г Л  / (р0ар  Я и‘) (р0а) 1 _  Jв (раа) Н" > (р06) Л  ( - « )  -  (-«О  ’

J 0 (р0Ь) Н {0[ ) (р0а)

//-волны:
/ /„  „ч ‘ — «  1 / ’, ( « )  — Р ,_1 (и)
■М. 0я) 2к«ву , / у  ' р  (и)—р (ц)' ^

При Ь -*■ со эти дисперсионные уравнения переходят в уравнения 
для обычного кольцевого волновода (см., например, [2]).
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