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äíåãî, çàâèñÿùàÿ îò tgd îáðàçöà è ïîäòâåðæäàåìàÿ
îòäåëüíûìè òî÷êàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íî óíèâåðñàëüíûì äëÿ ðåçîíàòîðíûõ äàò÷èêîâ
ñ åìêîñòíûì õàðàêòåðîì èçìåðèòåëüíîé àïåðòóðû.
×èñëåííûé àëãîðèòì õîðîøî ñõîäèòñÿ ïðè çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøåì ïîðÿäêå ÑËÀÓ, ÷åì â àëãîðèòìå ïî
ìåòîäó Ãàëåðêèíà. Îäíàêî òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ
ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëåé ñîïîñòàâèìû äëÿ îáîèõ
ìåòîäîâ. Ñàì ïîäõîä ê ïîëóîáðàùåíèþ èíòåãðàëü-
íîãî îïåðàòîðà, ïî-âèäèìîìó, áóäåò ñïðàâåäëèâ è
ïðè äðóãèõ õàðàêòåðàõ àïåðòóð.
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Ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé â íåî-
äíîðîäíîé ñðåäå ñ ïîòåðÿìè. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àé ìàëûõ âîçìóùåíèé ñðåäû è ìàëûõ ïîòåðü.
Ó÷èòûâàþòñÿ ïðÿìûå è ðåëàêñàöèîííûå ïîòåðè. Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ
âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è àêóñòè-
÷åñêèõ âîëí.

Ïîñòîÿííîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ
çàñòàâëÿåò âñå áîëåå óãëóáëåííî ïîäõîäèòü ê àíà-
ëèçó èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ðàçâèòèå ñðåäñòâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ âûçâà-
ëî ïðàêòè÷åñêóþ ïîòðåáíîñòü áîëåå òùàòåëüíîãî
àíàëèçà âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðå-
äàõ ñ ïîòåðÿìè.

Äèàãíîñòèêà è íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è àêóñòè-
÷åñêèõ âîëí. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñ-
òåìàòèçàöèÿ îáùèõ ñâîéñòâ è îòëè÷èé ìåæäó âîë-
íîâûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è
àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé â ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ.

Äëÿ àíàëèçà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ ÷àùå
èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìå. Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ
îïåðàöèþ rot , äëÿ ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì:

HHdivgradHrotrot 2 .        (1)

Âåëè÷èíó Hdiv  ïîëó÷èì èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ:

HgradHdiv  .          (2)

Ìîæíî ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ðÿäà
çàäà÷, íàïðèìåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âîëí â ïëàçìå, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñðåäû ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïåðèîäà ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó äëÿ òîêà ñìåùåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü:

t
Erot

t
Egrad

t
Drot .      (3)

Ñëàãàåìûå, îïèñûâàþùèå îìè÷åñêèå ïîòåðè, â
ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä:

ErotEgradjrot .         (4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü â (3) è (4) ïîëå E  ÷åðåç

H , íåîáõîäèìî ñäåëàòü äîïóñòèìûå ïðèáëèæåíèÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîíå÷íîå âûðàæåíèå áóäåò
÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêèì. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ óðàâ-
íåíèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ ïîòåðÿõ. Ïîýòîìó,
îãðàíè÷èâàÿñü ýòèì ñëó÷àåì, ó÷òåì ðåëàêñàöèîí-

íûå ñîñòàâëÿþùèå äëÿ ïîëåé E  è H , à òàêæå
îìè÷åñêèå ïîòåðè äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðåëàê-
ñàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

t
EED ,                (5)
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t
HHB ,                (6)

ãäå  è – ñóììàðíûå êîýôôèöèåíòû, âêëþ-
÷àþùèå âñå ðåëàêñàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå îáùèõ
ïîòåðü.

Ïðè àíàëèçå íåîäíîðîäíûõ ñðåä íàèáîëåå ÷àñòî
ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àé ñëàáûõ íåîäíîðîäíîñòåé

(  è ). Äëÿ ñèëüíûõ íåîäíîðîäíî-
ñòåé èñïîëüçóþò ðàçáèåíèå îáúåìà íà ðÿä ÷àñòè÷-
íûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû ñðåäû ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ çàäà-
÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ðÿäà ëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
îäíîðîäíîé ñðåäû è ñøèâêå ïîëåé íà ãðàíèöàõ.
×òîáû ñîõðàíèòü ñòðóêòóðó âîëíîâûõ óðàâíåíèé,
ðàäèóñ êîððåëÿöèè íåîäíîðîäíîñòåé äîëæåí áûòü
íå ìåíåå äëèíû âîëíû ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáà-

íèé – edr .

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå â (2) ìîæíî îñòàâèòü
òîëüêî äåéñòâèòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòè. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå âåêòîðíîå
òîæäåñòâî, ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (2):

gradEEgradEgradgrad

gradrotEErotgrad
 .      (7)

Âñå âåëè÷èíû â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè.
Îöåíèòü ïîðÿäîê ìàëîñòè êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ed

E
r

Egrad
,         (8)

2
dr

EgradE ,          (9)

ed

E
r

Erotgrad
.       (10)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòè ñëàãàåìûå
èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. ×åòâåðòîå ñëàãà-
åìîå áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå, òàê êàê åãî âòîðîé
ñîìíîæèòåëü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ðî-
òîðîì îò ãðàäèåíòà.

Â ïðàâîé ÷àñòè (3) ìîæíî èñêëþ÷èòü ñëàãàåìîå,

ñîäåðæàùåå grad . Òîãäà ñ ó÷åòîì ïåðâîãî è
âòîðîãî óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðûõ òàêæå
îñòàâëåíû òîëüêî ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè, ïîëó÷èì:

3

3

2

2

t
H

t
HHrotgrad

t
Drot  . (11)

Â ïðàâîé ÷àñòè (4) îñòàíåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå, ïðè÷åì äëÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà:

t
Hjrot  .                  (12)

Ñîáèðàÿ (1), (7), (11), (12) ñ ó÷åòîì (8), (9), (10),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Hrotgradgrad
t
HH 2

2
2

gradEEgrad

H
tt

H 2
 .         (13)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðè-
âåäóò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

Erotgradgrad
t
EE 2

2
2

gradHHgrad

E
tt

E 2
 .      (14)

Ñðàâíèâàÿ (13) è (14), ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîòåðè,
êàê îìè÷åñêèå, òàê è ðåëàêñàöèîííûå â íèõ âõîäÿò
ñèììåòðè÷íî. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì ïðåä-

ñòàâëåíèÿì î âçàèìîñâÿçè ïîëåé E  è H . Ñëàãàå-
ìûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò èçìåíåíèÿ ïîëåé íà
íåîäíîðîäíîñòÿõ, áóäóò îòëè÷àòüñÿ äàæå äëÿ ñëó÷àÿ

de r , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àñèììåòðèè óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëåé â íåîäíîðîäíûõ ñðå-
äàõ.

Àíàëèç àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ
íåïîäâèæíîé ñðåäû è ìàëûõ âîçìóùåíèé ïëîòíî-
ñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñäåëàííûì âûøå ïðåäïîëî-
æåíèÿì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Áîëåå òîãî,
äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ àêóñòèêè ìîæíî ñ÷èòàòü

ds r . Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé
âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåàðèçèðîâàííîé ñèñòåìîé ãèä-
ðîäèíàìèêè [1]:

0vgradvdiv
t ss
s  ,     (15)

ns
s fpgrad
t

v
 .          (16)

Çäåñü èíäåêñîì s  îáîçíà÷åíû ïåðåìåííûå, îòíî-
ñÿùèåñÿ ê àêóñòè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ, áåç èíäåê-
ñà – îòíîñÿùèåñÿ ê îñíîâíîìó ïîòîêó. Ïðè àíàëèçå
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ïîòåðü áóäåì ó÷èòûâàòü âÿçêîå òðåíèå, òåïëîïåðå-
äà÷ó çà ñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè è èçëó÷åíèÿ, à òàêæå
ðåëàêñàöèîííûé ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåð-
ãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ìîëåêóë ãàçà. Âÿçêîå
òðåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûìè ïðîèçâîäíûìè

àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè sv . Ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ è îòñóòñòâèè áèôóðêàöèé ñóììàð-
íûé ýôôåêò îò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí

sv . Òîãäà äëÿ nf  â (16) ìîæíî çàïèñàòü:

sn vf  ,                 (17)

ãäå  – êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé âÿçêîñòü è

ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ sv  â ïðîñòðàíñòâå.

Ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ ñâÿçü ìåæäó
ñæàòèåì è äàâëåíèåì ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùåé
ïðîïîðöèåé:

t
p s

ss  .            (18)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (18) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ áóäåò
èìåòü âèä [2]:

2
s

2

s
s

t
vgrad

t

0vpgrad
t

p
p s

s
 ,        (19)

çäåñü  – êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé äåéñòâèå
âñåõ ðåëàêñàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ.

Ñ ó÷åòîì (17) è (19) óðàâíåíèÿ àêóñòèêè ïðèíèìà-
þò âèä:

2
s

2

2
a

s
s

2
a t

p
c

vdiv
t

p
c
1

 ,         (20)

ss
s vpgrad
t

v
  ,         (21)

ãäå 
pc

1
2
a

.

Íà îñíîâàíèè ñèñòåìû (20), (21) ïîëó÷èì âîëíîâûå

óðàâíåíèÿ äëÿ sp  è sv :

t
p

ct
p

ct
p

c
1p s

2
s

3
s

3

2
s

2
s

2

2
s

s
2

spgradgrad
,               (22)

t
v

ct
v

ct
v

c
1v s

2
s

3
s

3

2
s

2
s

2

2
s

s
2

ss vgrad1vdivgrad
 .      (23)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, òàêæå êàê è â óðàâíåíèÿõ äëÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ïîòåðè âõîäÿò ñèììåò-
ðè÷íî. Âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ïëîòíîñòè ñðåäû
– àñèììåòðè÷íî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âëèÿíèÿì íåî-

äíîðîäíîñòåé  è  â óðàâíåíèÿõ äëÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò ôëóê-
òóàöèé ñêîðîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà ïðèâåäåò ê åùå
áîëüøåé àñèììåòðèè.

Ïîòåðè ïðåäñòàâëåíû â êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ, êàê
ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè,
÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èñõîäíûõ ïîñûëîê, ïðåä-
ïîëàãàþùèõ óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé â ïîãëîùàþùåé ñðåäå. Íåîäíîðîäíîñòè
âêëþ÷àþòñÿ â ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîä-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Íåîäíî-
ðîäíîñòè îïðåäåëÿþò èçìåíåíèå ëîêàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà è âíóòðåííèå îòðàæåíèÿ îò
ïåðåïàäà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, êàê äëÿ
àêóñòè÷åñêèõ, òàê è äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé.
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ íåîäíîðîä-
íûõ ñðåä áóäóò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþ-
ùèå:
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ãäå k – âîëíîâîå ÷èñëî.

Äëÿ ñðåä ñ ïîòåðÿìè âîëíîâûå óðàâíåíèÿ áóäóò
ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ñ ïðîèçâîä-
íûìè ïî âðåìåíè:
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çäåñü  è – êîýôôèöèåíòû, ó÷èòûâàþùèå âñå
ìåõàíèçìû ïðÿìûõ è ðåëàêñàöèîííûõ ïîòåðü.

Äëÿ ñðåä ñ ìàëûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè è ìàëûìè
ïîòåðÿìè àíàëèç ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàçäåëüíî.
Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî àíàëè-
çà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé íåîäíîðîäíîñòåé.
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