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Поставка задачі. Знайти розв’язок рівняння 
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і умові періодичності розв'язку:  

( , , ) ( , 2 , ).u r t u r t= +        (5) 

Застосовуючи метод розподілення змінних [1-3] і використовуючи умову 
періодичності (5), знайдемо загальний розв'язок рівняння (1) у вигляді: 
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( )( , , ) ( ) cos sin ,n n n nu r t R r A n B n= +       (6) 

де  

( ) ( ) ( )n n n n nR r C J r D Y r =  +  , 

,n nС D  і   невідомі сталі. Для їх визначення використовуємо спочатку 

граничні умови (3) і (4). Задовольняючи цим умовам, одержимо: 
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або у розгорнутому вигляді  
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Однорідна система рівнянь (7 ) відносно nС  і nD  має відмінні від нуля 

розв'язки тоді і тільки тоді, якщо детермінант   дорівнює нулю: 

( )2
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( )1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n nJ r Y r Y r J r+    −   =     (8) 

Можна показати, що рівняння (8), яке називається характеристичним, має 
для кожного n  незчисленну множину додатних дійсних коренів. Позначимо їх 

через nm , де 1,2,3,...m =  

Легко перевірити, що функції 

( ) ( ) ( )nm nm nm n nm nm n nmR r C J r D Y r =  +   

ортогональні на інтервалі 1 2( , )r r  з вагою r  для різних додатних m  при будь-

якому фіксованому n : 
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Система рівнянь (7 ) буде лінійно-залежною, якщо   є коренем рівняння 

(8), тому одна з постійних nmC  або nmD  залишається невизначеною. Виберемо 

її так, щоб функції ( )nm nmR r  були нормовані у інтервалі 1 2( , )r r , тобто щоб у 

формулі (9) було 1h = . 
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Знаходячи суму частинних розв’язків за n  і за m , одержимо ряд Фур'є-
Діні-Бесселя [4-5]: 
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2 2
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= =

= +
                   (10) 

Постійні nmA  та nmB  визначаємо з початкової умови (2), в силу якої 
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Помноживши обидві частини (11) на ( )nmrR r , інтегруючи за областю 

1 2( , )r r  і приймаючи до уваги властивість ортогональності (9), будемо мати 

рівність 
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яку можна розглядати як розклад у тригонометричний ряд Фур'є функції, яка 

стоїть у лівій частині цієї рівності. Коефіцієнти Фур'є nmA  і nmB  визначаються 

за формулами: 
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Таким чином, розв'язок поставленої загальної однорідної задачі 
теплопровідності задається виразом (10), коефіцієнти якого визначаються 
формулами (12). 

Висновки. В роботі був відновлений ланцюг умовиводів, який схований 
за записом умови і отриманим результатом; показаний повний хід та 
розроблений чіткий алгоритм розв'язування загальної однорідної граничної 
задачі теплопровідності для кільця. Це дасть змогу узагальнити та 
систематизувати знання студентів із даної теми, ознайомить їх з методами 
математичного моделювання різних фізичних процесів та дозволить зробити 
висновок, що побудовані моделі у вигляді диференціальних рівнянь з 
частинними похідними можуть описувати зовсім різні природні явища. 
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