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ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ НАПРАВЛЯЮЩИХ В ЗАДАЧЕ  

МОДЕЛИРОВАНИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ  
МЕТОДОМ СФЕРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

 
Предлагается метод построения векторного поля направляющих. для решения задачи интерполяции 

произвольной триангулированной поверхности Метод позволяет устранить нарушение условий связности на 
границе смежных треугольников сеточной модели. 

We propose a method of constructing a vector field guide for solving the problem of interpolation of an arbitrary 
triangulated surfaces. The method allows to eliminate the violation of the connections on the boundary of adjacent 
triangles of the mesh model. 

Ключевые слова: интерполяция, моделирование поверхностей, сеточная модель 
 

Введение 
В современной компьютерной графике для синтеза изображений 3D объектов применяются методы 

прямого и обратного трассирования [1,2]. Основное направление исследований в компьютерной графике это 
повышение реалистичности синтезируемых сцен. При синтезе методом прямого трассирования любая 
поверхность должна быть обязательно триангулирована (аппроксимирована треугольниками) [1]. Подобный 
подход приводит к искажению формы поверхности. Для уменьшения отрицательного эффекта восприятия 
триангулированной поверхности в процессе ее синтеза применяют различные методы интерполяции 
освещенности в пределах треугольника. Основными являются методы Гуро и Фонга [1,2]. До настоящего 
времени ведутся работы по улучшению данных методов [3]. Однако все эти методы не устраняют 
нарушение геометрии поверхности возникшее в процессе ее триангуляции. В последние годы активно 
развивается метод обратного трассирования [4-8]. Этот метод позволяет синтезировать изображение 
аналитически описываемых поверхностей без их предварительной триангуляции, что существенно 
повышает реалистичность синтезируемых объектов. Основной недостаток только аналитического описания 
поверхностей – это в некоторых случаях трудоемкость и невысокая степень интерактивности процедуры 
создания сложных объектов (например, объектов природного мира). В то же время наличие такой 
особенности у метода обратного трассирования дает возможность использовать иной подход улучшения 
качества визуализации полигональных объектов. В этом случае, в отличие от интерполяции освещенности 
участков полигональной поверхности, применяемой в прямом методе трассирования, возможно 
моделирование (аппроксимация или интерполяция) треугольников некоторой криволинейной поверхностью, 
что позволяет повысить реалистичность синтеза изображений объектов [8-16]. Такой подход также решает 
важную задачу совместимости метода обратного трассирования с накопленной базой моделей и 
программного обеспечения, которая ориентирована на метод прямого трассирования. Таким образом, поиск 
новых методов моделирования гладких геометрических форм полигональных поверхностей с целью их 
дальнейшей визуализации методом обратного трассирования по-прежнему является актуальной задачей на 
данном этапе развития компьютерной графики. 
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Анализ литературы 
Моделирование криволинейных поверхностей, интерполирующих в пространстве точки, которые 

заданы топологией триангулированной поверхности, является одной из важнейших задач компьютерной 
графики. Различными авторами разработан ряд методов решения этой задачи [8-16]. Рассмотрим некоторые 
основные методы моделирования гладких геометрических форм полигональных поверхностей. 

Одним из самых удобных математических методов описания криволинейных форм объектов 
является их представление при помощи кусков параметрических поверхностей, или сплайнов [8-12]. 
Недостатком такого представления является сложность соединения кусков поверхностей между собой с 
выполнением условия непрерывности, как самой поверхности, так и ее производной. Использование 
сплайнов более высоких порядков обеспечивает непрерывное соединение участков поверхностей [11]. 
Такой подход дает хорошие по качеству результаты, однако для каждого треугольника необходимо 
формирование четырех параметрических сплайна четвертой и пятой степени, что существенно повышает 
требования к производительности аппаратных средств [8,9]. Параметрическое описание предусматривает, 
что исходной позицией проекционного луча, строящего изображение, является точка на поверхности, что 
затрудняет применение алгоритмов синтеза изображений с использованием метода обратного 
трассирования. Эта особенность параметрических поверхностей заставила исследователей обратится к 
алгебраическим поверхностям [13-16]. Алгебраические поверхности высоких порядков представляют собой 
более универсальный механизм для моделирования сложных форм объектов [13]. Однако использование 
метода обратного трассирования для визуализации этих поверхностей в реальном времени затруднено. Так, 
например, вычисление алгебраической функции пятого порядка, требует работы более чем с 50 
коэффициентами поверхности. Пути понижения степени полиномов алгебраических поверхностей 
рассмотрены в работах [14-16]. В [14] предлагается на базе исходной сетки высокой детализации 
формировать для модели некоторую базовую (сегментированную) сетку низкой детализации. Далее, 
используя алгебраические квадрики и функции возмущения, для каждого треугольника базовой сетки 
вычисляют объемные патчи свободных форм. К числу особенностей такого метода следует отнести: наличие 
сетки высокой детализации и необходимость ее преобразования в базовую сетку; генерации общих функций 
возмущения для дальнейшего сопряжения смежных патчей. Прежде чем преобразовывать полигональные 
сегментированные модели в функциональные, необходимо первые вокселизировать. В целом данный метод 
имеет достаточно высокую ресурсоемкость. По мнению автора этого метода, он может быть использован в 
системах интерактивного объемно-ориентированного геометрического моделирования. В работах [15,16] 
для моделирования криволинейных поверхностей, интерполирующих в пространстве точки, которые заданы 
вершинами триангулированной поверхности, рассматривается метод сферической интерполяции. В [16] 
изложены основные этапы построения и визуализации полученной криволинейной поверхности методом 
обратного трассирования. К числу недостатков подхода, изложенного в [15,16], следует отнести: нарушение 
условия связности (непрерывности) на границе областей интерполяции; сложное формирование 
поверхности по шести кривым, для которых необходимо нахождение нормалей на реберных кривых. К 
числу основных достоинств следует отнести то, что используемый метод моделирования поверхности 
позволяет упростить поиск точки пересечения проекционного луча (ПЛ) с интерполирующей поверхностью 
при синтезе изображений объектов методом обратного трассирования. 

Цель статьи. Излагается один из этапов конструирования моделирующей поверхности методом 
сферической интерполяции – построение векторного поля направляющих в области интерполяции. 
Предлагаемое решение позволяет устранить нарушение условий связности на границе смежных 
треугольников сеточной модели. 

 
Метод построения векторного поля направляющих 

1. Область интерполяции.. В процессе моделирования криволинейных поверхностей, 
интерполирующих в пространстве точки, которые заданы вершинами произвольной триангулированной 
поверхности, задание области интерполяции является не тривиальной задачей. Правильная постановка и 
решение этой задачи определяют целый ряд параметров моделируемой поверхности: локальность, 
желательно, для каждого треугольника триангулированной поверхности; однозначность точек на 
поверхности; выполнение условий связности и гладкости и др. 

На рисунке 1 представлены геометрические 
элементы задачи. В пространстве системы координат 
(с/к) XYZ показаны два смежных треугольника, 
которые обычно заданы исходными данными: 

- вершины треугольников: 

4321111 ,,),,,( PPPzyxP ; 

- нормали в вершинах: 4321 ,,, nnnn . 
Определим область интерполяции для 

отдельного треугольника следующим образом. 
На треугольнике 321 ,, PPP  показан центр 

тяжести – точка С, координаты которой равны:  

Y

Z

X

c

1

23

4

n2

n3

n1

 
Рис. 1. Геометрические элементы задачи 
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3
321 xxxxc

++
= ;  

3
321 yyyyc

++
= ;  

3
321 zzzzc

++
=   (1)

Точка С, соединенная с вершинами, сегментирует площадь треугольника на три равные области 
интерполирования. Разобьем в соответствие этими областями пространство над треугольником, в котором 
формируется векторное поле направляющих. Для этого определим вектор N

r
 перпендикулярный плоскости 

треугольника: 1213 RRN
rrr

×=  или 

kCjBiAN ++=
r

, где ( )( ) ( )12131213 )( yyzzzzyyA −−−−−=  

( )( ) ( )( )12131213 zzxxxxzzB −−−−−=   (2)

( )( ) ( )( )12131213 xxyyyyxxC −−−−−=  
Запишем уравнение плоскостей, проходящих через вершины треугольника и его центр тяжести 

параллельно вектору N  треугольника 
0,1,1,1,1,1 =+++= ccccc DzCyBxAF , где 

( ) ( )[ ]BzzCyyA ccc 11,1 −−−= ;  ( ) ( )[ ]CxxAzzB ccc 11,1 −−−= ;  

( ) ( )[ ]AyyBxxC ccc 11,1 −−−= ; cccc CzByAxD ,11,11,11,1 −−−=   (3)

По аналогии имеем 0,2 =cF ; 0,3 =cF  
Определим для каждого ребра треугольника векторы, равные сумме нормалей на концах этих ребер. 

212,1 nnn += ;   323,2 nnn += ;   311,3 nnn += ;   (4)
Запишем уравнения плоскостей, проходящих через ребра треугольника параллельно векторам (4) 

соответствующего ребра. Например, для ребра 1,2 имеем: 
02,12,12,12,12,1 =+++= DzCyBxAF , где по аналогии с (3) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ynzzznyyA 2,1122,1122,1 −−−= ; ( ) ( ) ( ) ( )[ ]znxxxnzzB 2,1122,1122,1 −−−= ;  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xnyyynxxC 2,1122,1122,1 −−−= ; 2,112,112,112,1 CzByAxD −−−=   (5)

По аналогии имеем 03,2 =F ; 01,3 =F  
Запишем системы уравнений, выделяющие каждую из трех областей интерполирования 

треугольника, построенных относительно центра тяжести C . Для этого используем соотношения (3), (5). 
Тогда имеем:  
Область 1,2   Область 2,3   Область 3,1 

01 =F     02 =F     01 =F  

02 =F     03 =F     03 =F   (6)

02,1 =F    03,2 =F    01,3 =F  

Подставляем в плоскости системы уравнений (6) координаты cX  (плоскости 1,33,22,1 ;; FFF ) и 

координаты точек середины ребер (подстановка в уравнения плоскостей 321 ;; FFF  соответственно). По 
результатам этих подстановок формируем набор «знаков-эталонов» для каждой из областей. В дальнейшем, 
используя соотношения (6) и набор «знаков-эталонов», можно для любой точки пространства 

( )ppp zyxP ,, идентифицировать (указать) ее положение по отношению к указанным областям путем 
сравнения ее знаков со «знаками-эталонами». 

2. Основные соотношения для вычисления компонентов векторов поля направляющих Суть 
построения векторного поля направляющих состоит в следующем. Для каждой точки пространства 

( )zyxP ,, , которая идентифицирована, как попавшая в область интерполяции, векторное поле 
направляющих позволяет найти однозначно соответствующую ей точку на поверхности треугольника. 
Причем, всем точкам пространства, лежащим на какой либо направляющей, должна соответствовать 
однозначно одна и та же точка на поверхности треугольника. Для того, чтобы найти компоненты векторов 
поля направляющих выполним следующие геометрические построения.. 

Через точку ( )ppp zyxP ,,  в области интерполяции проводим плоскость ( )pF  перпендикулярно 

соответствующему ребру (например: ребро 1,2) с направляющим вектором },,{ 2,12,12,12,1 kmlR
r

. 
Компоненты вектора равны 
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)( 122,1 xxl −= ; )( 122,1 yym −= ; )( 122,1 zzk −= . 

Тогда соотношение для плоскости ( )pF  имеет вид:  

( ) ( ) ( ) 0)( 2,12,12,1 =−+−+−= ppp zzkyymxxlpF   (7)
Найдем координаты точек пересечения прямых, например, 

ребра 1,2: 2,1
2,1

1

2,1

1

2,1

1 t
k

zz
m

yy
l

xx
=

−
=

−
=

−
 и медианы 1,с: c

ccc

t
k

zz
m

yy
l

xx
,1

,1

1

,1

1

,1

1 =
−

=
−

=
−

, 

где 1,1 xxl cc −= ; 1,1 yym cc −= ; 1,1 zzk cc −= , с плоскостью ( )pF , которую запишем в общем виде:  

0)( 2,12,12,12,1 =+++= dzkymxlpF , где 02,12,12,12,1 =−−−= ppp zkymxld .  (8)
Тогда для ребра 1,2 имеем координаты точки пересечения:  

2,12,112,11 tlxxx +==′ ; 2,12,112,11 tmyyy +==′ ; 2,12,112,11 tnzzz +==′ ,  (9а)

где  
2,12,12,12,12,12,1

2,112,112,112,1
2,1 kkmmll

dzkymxl
t

++
+++

= . 

По аналогии для медианы:  

ccc tlxxx ,1,11,12 +==′ ; ccc tmyyy ,1,11,11 +==′ ; ccc tnzzz ,1,11,11 +==′ ,  (9б)

где   
ccc

c kkmmll
dzkymxl

t
,12,1,12,1,12,1

2,112,112,112,1
,1 ++

+++
= . 

Запишем уравнения прямой, проходящей через две точки с координатами (9). 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

′−′
′−

=
′−′
′−

=
′−′
′−

  (10)

Прямая (10) лежит в плоскости треугольника (1,2,3) 
Запишем уравнения прямой, проходящей через точку P  параллельно прямой (10). 

 

2,1
2,12,12,1

t
k

zz
m

yy
l

xx ppp ′=
′

−
=

′
−

=
′

−
, 122,1 xxl ′−′=′ ; 122,1 yym ′−′=′ ; 122,1 zzk ′−′=′   (11)

где в знаменателе компоненты вектора параллельного прямой (10). 
Найдем точки пересечения прямой (11), например, с плоскостями 2,1F и 1F  по аналогии с (8) и (9). 

Запишем уравнение (11) в параметрической форме 

2,12,1 tlxx p ′′+= ;  2,12,1 tmyy p ′′+= ;  2,12,1 tkzz p ′′+=   (12)

Тогда координаты точки пересечение прямой (12) с плоскостью (5) - 2,1F  равны:  

( ) 2,12,12,1 TlxFx pp ′+= ; ( ) 2,12,12,1 TmyFy pp ′+= ; ( ) 2,12,12,1 TkzFz pp ′+= ,  (13)

где  
2,12,12,12,12,12,1

2,12,12,12,1
2,1 kCmBlA

DzCyBxA
T ppp

′+′+′
+++

=  

Аналогично координаты точки пересечения прямой (12) с плоскостью 1F  равны:  

( ) cpp TlxFx ,12,11 ′+= ;  ( ) cpp TmyFy ,12,11 ′+= ; ( ) cpp TkzFz ,12,11 ′+=   (14)

2,1,12,1,12,1,1

,1,1,1,1
,1 kCmBlA

DzCyBxA
T

ccc

cpcpcpc
c ′+′+′

+++
=  

Найдем отношения положения точки ( )ppp zyxP ,,  на отрезке прямой (11), ограниченной 
координатами (13) и (14):  

( )
( ) ( )









−

=
−

−
=

2,1

,112,1

2,1

1

1

T
TFxFx

xFx
t

cpp

pp
p  

 (15)

В соотношение (10) подставим pt  (15) и найдем координаты точки ( )ppp zyxP ′′′′ ,,  на плоскости 

треугольника, соответствующей точке ( )ppp zyxP ,,  в пространстве области интерполяции. 



Інформаційно-вимірювальні та обчислювальні системи і комплекси в технологічних процесах 

92 ISSN 2219-9365   Вимірювальна та обчислювальна техніка в технологічних процесах № 1’ 2012
 

( ) pp txxxx 121 ′−′+′=′ ;   ( ) pp tyyyy 121 ′−′+′=′ ; ( ) pp tzzzz 121 ′−′+′=′ .  (16)

В заключении запишем компоненты вектора поля направляющих для точки ( )ppp zyxP ,, . 
Обозначим этот вектор:  

( ) ( ) ( ){ }pppppp zzyyxxP ′−′−′− ,,
r

  (17)
 
Выводы 
Предложен метод, построения векторного поля направляющих для решения задачи интерполяции 

произвольной триангулированной поверхности. Метод позволяет построить векторное поле направляющих 
как локально для одного треугольника, так и смежных треугольников, так как имеются общие 
направляющие, расположенные на общем ребре и принадлежащие полям обоих треугольников. 

Таким образом, для любой произвольной триангулированной поверхности может быть построено 
общее для всей поверхности векторное поле направляющих. 
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