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Введение

Множество перестановок является одним из 
наиболее распространенных в научных и при-
кладных исследованиях в области комбинаторики 
и комбинаторной оптимизации [1–6]. Для пере-
становок широко исследованы многие свойства, 
в частности, касающиеся циклической структуры 
перестановок. Известны методы и алгоритмы, по-
зволяющие производить разложение перестановок 
в произведение циклов и генерировать переста-
новки с заданной циклической структурой [1, 2, 5].

Одним из известных способов исследования 
комбинаторных множеств является их погруже-
ние в евклидово пространство, что позволяет ис-
пользовать средства непрерывной математики 
при анализе комбинаторных задач [3].  В резуль-
тате погружения комбинаторные множества при-
обретают новые свойства. В частности, элементы 
комбинаторных множеств являются вершинами 
комбинаторных многогранников [4], принадлежат 
семействам параллельных гиперплоскостей [3, 6]. 
Указанные свойства погруженных  комбинаторных 
множеств составляют основу методов комбинатор-
ной оптимизации [3, 6]. Выпуклая оболочка мно-
жества перестановок, погруженного в евклидово 
пространство, представляет собой перестановоч-
ный многогранник [4]. Одним из базовых свойств 
перестановочного многогранника является крите-
рий смежности его вершин [3, 4]. Перестановки, 
соответствующие смежным вершинам перестано-
вочного многогранника, далее в работе называют-
ся смежными перестановками.

Данная работа посвящена исследованию тех 
свойств смежных перестановок, которые являют-
ся существенными при анализе их циклической 
структуры.

В статье вводится классификация транспози-
ций элементов в перестановке. Она основана на 
том, каким образом соответствующая транспози-
ция влияет на циклическую структуру перестанов-
ки и к каким изменениям она приводит.

В работе рассматриваются только те транспози-
ции, которые соответствуют критерию смежности 

вершин перестановочного многогранника. Таким 
образом, свойства, формулируемые на основе вве-
денной классификации, справедливы для переста-
новок, смежных в многограннике перестановок. 
На основе этих свойств формулируются теоремы о 
циклических свойствах смежных перестановок.

Целью данной работы является исследование 
циклической структуры и свойств смежности пе-
рестановок на основе свойств транспозиций со-
седних элементов перестановок и свойств переста-
новочного многогранника.

1. Базовые определения

Рассмотрим Pn  — множество перестано-
вок без повторений из n  действительных чисел 
a a an1 2< < <... . Далее будем использовать следую-
щее определение перестановки [5].

определение. Линейное упорядочение эле-
ментов некоторого порождающего множества 
A a a an= { , ,..., }1 2  называется перестановкой 

π π π π π= = =( , ,..., ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( , ,...,a a a a a a a a an n i i in1 2 1 2 1 2
))

или, если необходимо подчеркнуть тот факт, что она 
содержит n  элементов, n -перестановкой.

Рассмотрим некоторую перестановку 

π π π π= ∈( ( ), ( ),..., ( ))a a a Pn n1 2 , 

и её элемент π( )a ai j= , ∀ ∈i j J n, . Тогда можно за-
писать: π π π π( ) ( ( )) ( )a a aj i i= = 2 . Обобщенно можно 
эту формулу представить в таком виде: 

π π π πk
j

k
i

k
ia a a− −= =1 1( ) ( ( )) ( ) , ∀ ∈i j J n, , k n″ .

Таким образом [1, 5], если для некоторо-
го l ≥1  имеем πl

i ia a( ) = , i J n∈ , и элементы 
a a a ai i i

l
i, ( ), ( ),..., ( )π π π2 1−  все различны, то последо-

вательность ( , ( ), ( ),..., ( ))a a a ai i i
l

iπ π π2 1−  называется 
циклом длины l .

определение [3]. Циклической перестановкой 
называется такая перестановка ≠  из n  элементов, 
которая содержит единственный цикл длины n , то 
есть πn

i ia a( ) = , ∀ ∈i J n . Такие перестановки будем 
обозначать ≠C .

Множество циклических перестановок из n  дей- 
ствительных чисел a a an1 2< < <...  обозначим Pn

C .
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Отметим, что Card P nn
C = −( )!1  [1].

Циклы 
( , ( ),..., ( ))a a ai i

l
iπ π −1  

и ( ( ), ( ),..., ( ), ,..., ( ))π π π πj
i

j
i

l
i i

j
ia a a a a+ − −1 1 1

 считаются эквивалентными. Каждый элемент мно-
жества A a a an= { , ,..., }1 2  встречается в единственном 
цикле перестановки ≠ , и возможно рассматривать 
≠  как объединение непересекающихся циклов, или 
по-другому, как произведение различных циклов 
C Ck1,..., , записывая в виде π =C C Ck1 2... . Напри-
мер, если перестановка ≠ : 7 7[ ] → [ ]  определена 
равенствами π( )1 4= , π( )2 2= , π( )3 7= , π( )4 1= , 
π( )5 3= , π( )6 6= , π( )7 5= , то π = ( )( )( )( )14 2 375 6 . 
Возможны различные обозначения такого пред-
ставления ≠ ; например, имеем: π = ( )( )( )( )753 14 6 2 .  
Можно определить стандартное представление; 
при этом в каждом цикле пишется первым его наи-
больший элемент, и циклы записываются в порядке 
возрастания их максимальных элементов. Таким 
образом, стандартная форма рассмотренной выше 
перестановки ≠  есть ( )( )( )( )2 41 6 753 .

Исходя из обозначений, используемых в опре-
делении циклической перестановки, рассмотрим 
некоторое подмножество { , ,..., }a a ai i ik1 2

 множества 
порождающих элементов A a a an= { , ,..., }1 2 , такое 
что, a ai

l
ik k+

=
1

π ( ) , где l n″ , k l J n, ∈ , ∀ ∈k i Jk n, , и 
назовем его цепочкой. Выделение одной цепоч-
ки возможно только из одного цикла. То есть, 
если рассматривается циклическая перестановка 
p Pn

C∈ , в цепочке могут быть зафиксированы лю-
бые элементы и связи между ними. Если же исход-
ная перестановка состоит из нескольких циклов, 
p P Pn n

C∈ \ , то одна цепочка может быть записана 
с использованием только тех элементов, которые 
принадлежат одному циклу.

Опишем способ наглядного представления це-
почек. Рассмотрим циклическую перестановку 
p Pn

C∈ :
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и выделим в ней цепочку 

( , ( ), ( ), ( ))a a a a1 1
2

1
3

1π π π =

= =( , ( ), ( ), ( )) ( , , , )1 1 1 1 1 4 6 22 3π π π :

1

4

4

6

6

2

↓ ↓ ↓












↗ ↗ .

Так же часть цепочки может быть скрыта на 
представлении. Полная запись:

( , ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))1 1 1 1 1 1 12 3 4 5 6π π π π π π = ( , , , , , , )1 4 6 2 5 8 3 .

Часть цепочки: ( , ( ), ( ), ( )) ( , , , )a a a a1 1
3

1
6

1 1 4 2 3π π π = .
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⇔ ↓ ↓ ↓
















1

4

4

2

2

3

2

↗ ↗

π π( ) ( )

.

2. Погружение в евклидово пространство и базовые 
свойства многогранника перестановок Пn

Одним из широко используемых способов ис-
следования комбинаторных множеств является их 
погружение в евклидово пространство [3, 6]. 

Осуществим отображение множества переста-
новок Pn  в арифметическое евклидово простран-
ство Rn . Согласно [3, 6] указанное отображение 
(называемое погружением) зададим в виде:

f P Rn
n: → , ∀ = ∈p p p p Pn n( , ,..., )1 2 ,

x f p x x x E Rn
n= = ∈ ⊂( ) ( , ,..., )1 2 ,

 x pi i= , i J n∈ , J nn = { , ,..., }1 2 .

В результате погружения f  множеству Pn  по-
ставим во взаимнооднозначное соответствие мно-
жество E Rn⊂ : E f Pn n= ( ) . 

Пусть Pn  – множество перестановок из n  эле-
ментов. Каждой перестановке 

π π π π= ∈( ( ), ( ),..., ( ))a a a Pn n1 2  

сопоставим точку 
a f x x x E Rn

n
π π= = ∈ ⊂( ) ( , ,..., )1 2 .

Выпуклая оболочка точек 
{ ( , ,..., ) : }a a a a P

n nπ π π π π= ∀ ∈
1 2

 в Rn , 

является перестановочным многогранником Пn , 
vert En nП =  – его множество вершин [4].

Отметим некоторые комбинаторные свойства 
перестановочного многогранника [4].

1. Элементы множества E vertn n= П  и только 
они являются вершинами многогранника Пn a( ) . 
Другими словами, существует взаимооднозначное 
соответствие между перестановками – элементами 
множества Pn  и вершинами многогранника Пn a( )  
– элементами множества vert nП .

Далее будем говорить, что перестановка π ∈Pn  
соответствует вершине a fπ π= ( )  перестановочно-
го многогранника Пn .

2. Критерий смежности вершин перестано-
вочного многогранника Пn a( ) . В соответствии с 
ним, вершиной перестановочного многогранника, 
смежной с вершиной v a a a a av v v v nn

= ∈( , , ,..., ) ( )
1 2 3

П ,  
соответствующей перестановке p Pn∈ , является 
вершина, отвечающая перестановке pk , получен-
ной из p  транспозицией компонентов, равных k  
и k +1 , ∀ ∈ −k J n 1 .

Используя понятие смежности вершин пере-
становочного многогранника, введем определение 
смежных перестановок.
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определение. Две перестановки p p Pn1 2, ∈ , со-
ответствующие вершинам v v n1 2, ∈П , называются 
смежными перестановками, если вершины v v1 2,  
являются смежными вершинами многогранника 
Пn .

3. Циклическая структура перестановок  
различных элементов

Рассмотрим произвольную перестановку p Pn∈ ,  
содержащую, в общем случае, несколько циклов. 
Не снижая общности, будем считать, что мно-
жество порождающих элементов A a a an= { , ,..., }1 2  
имеет вид A n= { , ,..., }1 2 .

определение. Для любой вершины v vert n∈ П  
транспозицию компонентов, равных 

 i  и i +1 , i J n∈ ,  (1)

принадлежащих одному циклу длины k , k n″ , со-
ответствующей перестановки p Pn∈ , будем называть 
транспозицией «разрыва». Будем обозначать такую 
транспозицию TP.

определение. Для любой вершины v vert n∈ П  
транспозицию компонентов, равных i  и i +1 , 
i J n∈ −1 , принадлежащих двум разным циклам дли-
ны k1  и k2  соответствующей перестановки p Pn∈ ,  
будем называть транспозицией «соединения». 
Будем обозначать такую транспозицию TC.

Названия для этих двух типов транспозиций 
связаны с их воздействии на циклическую структу-
ру исходной перестановки. В соответствии с этим 
транспозиция «разрыва» делает из одного цикла  
два, разрывая его, а транспозиция «соединения» из 
двух циклов составляет один, соединяя их.

Докажем соответствующие леммы о воздей-
ствии транспозиций на циклическую структуру 
перестановки.

Лемма. Пусть вершина v vert n∈ П , соответству-
ющая перестановке p Pn∈ , содержит цикл длины 
k , k n″ . Транспозиция «разрыва» для элементов 
цикла вида (1) приведет к образованию смежной с 
v  вершины v vert n1 ∈ П , для которой соответству-
ющая перестановка p Pn1 ∈  содержит, по крайней 
мере, два цикла длины k1  и k2 , k k k1 2+ = .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказатель-
ство от противного. Предположим, что существу-
ет такой цикл длины k , πk i x( ) = , k n″ , которому 
принадлежат компоненты i  и i +1 . Рассмотрим 
цепочку, образованную компонентами i  и i +1 .  
Компоненты i  и i +1  связаны следующим образом:

x

i

i

i

i

x

k k

↓ ↓
+

+
↓

















↗ ↗

π π1 2

1

1( ) ( )

.

Здесь компонент x A∈  – элемент порождаю-
щего множества, ссылающийся на компонент i ,  
значение которого может быть произвольным. 

Произведем транспозицию компонентов i  и i +1 :

получится 

x

i

i

x

i

i

k k

↓
+

+
↓















1

12 1

↗ �

π π( ) ( )

.

Получаем: πk i i1 ( ) = , πk i i2 1 1( )+ = + , k k k1 2+ = , 
два цикла длины k1  и k2 . 

Лемма доказана.
Лемма. Пусть вершина v vert n∈ П , соответ-

ствующая перестановке p Pn∈ , содержит два 
цикла, имеющих длины k1 , k2 , k k k n1 2+ = ≤ . 
Транспозиция «соединения» для элементов цикла 
вида (1) приведет к образованию смежной с v  вер-
шины v vert n1 ∈ П , для которой соответствующая 
перестановка p Pn1 ∈  содержит, по крайней мере, 
один цикл длины k k k1 2+ = .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходная перестановка 
p P Pn n

C∈ \  состоит, по крайней мере, из двух циклов 
длин k k1 2, , k k n1 2+ ≤ . И существует компонент i , 
такой что i x= π1( ) , следовательно, можно записать 
последовательность ( , , ( ),..., ( ), )x i x x xkπ π2 11 − , i J n∈ ,  
и компонент i y y y yk+ ∈ −1 2 12( , ( ), ( ),..., ( ))π π π , при-
чем ∃ ∈b J n , b k< −2 2 , и i yb+ = +1 1π ( ) .

Исходные цепочки:

x

i

i

x

y

y

y

i

y

y

k b k b

↓ ↓ ↓ ↓
+

↓
















− − −

↗ ↗ ↗

π

π

π π1 22 2

1

( )

( )

( ) ( )

.

Имеются два цикла, длины которых могут быть 
вычислены:

x i

i x
x x x x

k
k k k=

=






⇒ = = =

−
− − +π

π
π π π π

1
1 1 1

1

1

1 1 1 1( )

( )
( ( )) ( ) ( ) ,

y i

i y

k b

b

= +

+ =






⇒

− −

+

π

π

2 1

1

1

1

( )

( )

⇒ = = =− − + − − + +y y y yk b b k b b kπ π π π2 2 21 1 1 1( ( )) ( ) ( ) .

Произведем транспозицию компонентов i  и 
i +1 , i J n∈ −1 :

x

i

i

x

y

y

y

i

i

y

k b k b

i i

↓ ↓ ↓ ↓
+

+
↓

















− − −

↔
↗ ↗ ↗

π

π

π π1 22 2

1

1( )

( )

( ) ( )

++
⇒

1

i i

k b b kx

i

i

y

y

y

y

i

i

x↔ +

− − −

⇒ ↓
+

+
↓ ↓ ↓ ↓











1

2 2

1

12 1

↗ ↗ ↗ ↗

π

π

π π( )

( )

( ) ( )






.

В результате после транспозиции i i↔ +1  полу-
чили единый цикл длины:

x i

i x

y i

i y

x

k

k b

b

k

=

+ =

= +

=













⇒ =

−

− −

+

− +

π

π

π

π

π

1

2

1

1

1

1

1

11

1

( )

( )

( )

( )

bb k b k kx x+ + − − + +=1 1 12 1 2( ) ( )π .

Лемма доказана.
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Свойство. Пусть p Pn∈  – произвольная переста-
новка, i j,  – элементы перестановки, не принадле-
жащие одному циклу. Не более чем за n −1  ТС из 
p Pn∈  можно получить перестановку p Pn1 ∈ , содер-

жащую цикл, в который входят оба элемента i j, .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вначале слу-

чай, когда для построения цикла нужно выполнить 
максимальное число ТС. Для этого необходимо, 
чтобы перестановка p Pn∈  не имела ни одного 
цикла и состояла из n  неподвижных точек:

1 2 1

1 2 1

...

...

...

n n

n n

−

−













� � � � .

Наибольшее число транспозиций вида 
i i i J n↔ + ∈1,  в таком случае необходимо будет 
произвести, для того чтобы объединить в один 
цикл элементы 1 и n .

Для этого необходимо произвести следующие 
ТС:

1 2

1 2

3

3

2

2

1

1

� �

� ��

�

� �����

� � �

� ����
�TC

TC
TC

TC

n

n

n n

n n

...

...

...

−

−

−

−
����������



















.

Если n  – четное, то необходимо произвести 

минимум 
n
2

1−  ТС с одной стороны и 
n
2

1−    ТС с 

другой, получив таким образом два цикла длины 
n
2

.

Всего будет произведено ( ) ( )
n n

n
2

1
2

1 2− + − = −  

ТС. И последней перестановкой соединения не-
обходимо объединить два цикла длины 

n
2

. Итого 
будет произведено ( )n n− + = −2 1 1  ТС.

Рассмотрим случай, когда n  – нечетное:

1 2

1 2

3

3

1 2

1 2

2

2

1

1
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TC
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n

n

n

n n

n n
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( )/
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+

−

−

−
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С помощью 
n −

−
1

2
1  ТС будет получено два цик-

ла длиной 
n −1

2
 и неподвижная точка. Они с помо-

щью двух транспозиций объединяются в один цикл. 

Итого получается: ( ) ( )
n n

n
−

− +
−

− + = −
1

2
1

1
2

1 2 1 .

Свойство доказано.
Оценим количество ТС и ТР, которые возможно 

произвести для некоторого цикла, если исходная 
перестановка p Pn∈  содержит несколько циклов 
различной длины. Так как любой порождающий 
элемент, кроме первого и последнего, имеет два 
элемента соседних по значению, следовательно, с 
каждым компонентом цикла i  можно произвести 
2 транспозиции – одну с компонентом i −1  и одну 
с компонентом i +1 . При этом, если компоненты, 

участвующие в транспозиции, принадлежат раз-
ным циклам, это будет ТС, если одному – то ТР.

Теорема. Рассмотрим некоторую перестановку 
p Pn∈ , состоящую из нескольких циклов произ-

вольной длины. Предположим, что один из этих 
циклов C j , j J n∈  длины m , тогда количество 
транспозиций вида (1), которые можно совершить 
с использованием элементов данного цикла, равно 

T m l g= − −2 , 

где: m  – количество элементов в рассматриваемом 
цикле; l  – количество пар компонентов равных 
i i, +1 , принадлежащих C j ; g  – величина, прини-
мающая следующие значения: 

g

C n C

C n C

C n C

j j

j j

j j

=

∈ ∈

∈ ∈

∉ ∉









2 1

1 1

0 1

,

,

,

если и

если или

если и

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим исходный 
цикл C j , j J n∈  длины m .

Так как любой порождающий элемент имеет два 
элемента, соседних по значению, следовательно, с 
каждым компонентом цикла i  можно произвести 
2 транспозиции – одну с компонентом i −1  и одну 
с компонентом i +1  – итого 2m  транспозиций.

Необходимо учесть, что если пара компонентов 
i  и i +1 , i J n∈ −1 , принадлежит одному циклу, то их 
транспозиция будет учтена два раза. Таким обра-
зом, необходимо от величины 2m  отнять l  – ко-
личество пар компонентов i i, +1 , i J n∈ −1 , принад-
лежащих C j , j J n∈ .

Также необходимо отметить, что существуют 
два порождающих элемента, обладающих одним 
соседом вместо двух – это компоненты «1 » и « n ». 
Соответственно, если они оба принадлежат циклу 
C j  для получения конечного результата необхо-
димо отнять 2. Если один из компонентов или «1 » 
или « n » принадлежат циклу, необходимо отнять 1.

Таким образом, получаем величину g , прини-
мающую следующие значения:

g

C n C

C n C

C n C

j j

j j

j j

=

∈ ∈

∈ ∈

∉ ∉









2 1

1 1

0 1

,

,

,

если и

если или

если и

.

Итого количество уникальных транспозиций 
компонентов i  и i +1 , i J n∈ −1 , которые можно 
совершить с использованием элементов данного 
цикла, равно T m l g= − −2 .

Теорема доказана.
Следствие. Рассмотрим некоторую переста-

новку p Pn∈ , состоящую из нескольких циклов 
произвольной длины. Предположим, что один из 
этих циклов C j , j J n∈ , длины m , тогда количе-
ство транспозиций «соединения», которые можно 
совершить с использованием элементов данного 
цикла,  равно 

T T lC = − , 
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где T  – общее количество транспозиций, согласно 
теореме 1, l  – количество пар компонент равных 
i i, +1 , принадлежащих C j , j J n∈ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если из общего количе-
ства уникальных транспозиций вычесть те, в ко-
торых оба компонента принадлежат циклу C j , 
останутся только транспозиции, в которых один из 
компонентов принадлежит рассматриваемому ци-
клу C j , а второй произвольному, отличному от C j  
циклу в перестановке p Pn∈ . Согласно определе-
нию все эти транспозиции будут транспозициями 
«соединения».

Следствие доказано.
Следствие. Рассмотрим некоторую переста-

новку p Pn∈ , состоящую из нескольких циклов 
произвольной длины. Предположим, что один из 
этих циклов C j , j J n∈  длины m , тогда количество 
транспозиций «разрыва», которые можно совер-
шить с использованием элементов данного цикла,  
равно 

T T T lP C= − = , 

где T  – общее количество транспозиций, согласно 
теореме 1; TC  – количество транспозиций «соедине-
ния», согласно следствию 1; l  – количество пар ком-
понентов равных i i, +1 , принадлежащих C j , j J n∈ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как l  – количество 
пар компонентов равных i i, +1 , i J n∈ , принадле-
жащих C j , а согласно определению транспозиция 
компонентов, принадлежащих одному циклу, яв-
ляется транспозицией «разрыва», следовательно, 
количество соответствующих пар и TP  совпадает.

Так как любая транспозиция вида (1) может 
быть либо транспозицией «разрыва» либо транс-
позицией «соединения», следовательно, так же 
можно вычислить TP  путем вычитания из общего 
количества транспозиций TC .

Следствие доказано.

Выводы

Данная работа посвящена исследованию смеж-
ных перестановок и их циклических свойств.

На базе известного критерия смежности вер-
шин перестановочного многогранника Пn  вве-
дены определения двух типов транспозиций 

компонентов перестановки. Исследованы измене-
ния в циклической структуре перестановок при со-
вершении транспозиций каждого из типов.

На основании введенных определений сфор-
мулированы леммы о воздействии разных типов 
транспозиций на циклическую структуру переста-
новок, смежных с данной перестановкой.

Используя доказанные леммы о циклической 
структуре смежных перестановок, доказывается 
теорема об оценке количества транспозиций каж-
дого типа для произвольной перестановки p Pn∈ .
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