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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ

РЕКУРРЕНТНОГО ОЦЕНИВАНИЯ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА

Э Л Л И П С О И Д О В

АРЧАКОВА А. В., БОДЯНСКИЙ Е. В.,
СУХАРЕВ С. А.

Рассматривается алгоритм решения задачи текущего
оценивания параметров статического объекта управле-
ния, описываемого уравнением линейной регрессии.
При синтезе алгоритма используются идеи рекуррент-
ной идентификации с ограниченным шумом, а также
метод эллипсоидов, что позволяет решать задачу в
условиях полного отсутствия априорной информации о
характере возмущений (которые могут носить даже
регулярный детерминированный характер), кроме их
принадлежности к некоторому ограниченному множе-
ству (интервалу). Решение задачи состоит в последова-
тельном уточнении множества оценок путем нахожде-
ния его пересечения, полученного на предыдущем шаге,
с двумя гиперплоскостями, задающими последнее на-
блюдение, и последующей аппроксимации результата
эллипсоидом. Алгоритм позволяет получить интерваль-
ные, а не традиционные точечные оценки, что очень
удобно в ряде практических задач, а также дает возмож-
ность обнаруживать разладки в объекте в реальном
времени. В окончательную реализацию алгоритма вве-
ден ряд преобразований, что уменьшает его вычисли-
тельную сложность и обеспечивает возможность при-
менения для цифровых микроконтроллеров.

Предлагается задача текущего оценивания па-
раметров статического объекта управления, опи-
сываемого уравнением линейной регрессии:
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где  ty  — выходной сигнал объекта;  tx  —  1p  -
вектор независимых входов;   —  1p  -вектор
параметров, подлежащих определению;  tw — воз-
мущение, действующее на выходе объекта. Боль-
шинство известных алгоритмов текущей иденти-
фикации — от одношагового алгоритма Качмажа
[1] и его модификаций с конечной памятью [2] до
рекуррентного метода наименьших квадратов
(РМНК) в самых различных его формах [3] –
основывается на предположении, что возмущение

tw  имеет статистический (чаще нормальный) ха-
рактер, и получаемые оценки неизвестного векто-
ра   могут быть найдены лишь в форме моментов
некоторого многомерного распределения.

В настоящей работе предлагается адаптивный
алгоритм оценивания параметров статического
объекта вида (1), в основу которого положены
идеи рекуррентной идентификации при ограни-
ченном шуме [4], а также метод эллипсоидов [5].
В предлагаемом алгоритме не используется прак-
тически никаких предположений о характере воз-
мущений (более того, возмущения могут иметь
регулярный детерминированный характер), кроме
их принадлежности некоторому ограниченному
интервалу. Итак, пусть
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где ограничения  tr  известны для каждого текущего

момента времени t . В принципе, на начальном

этапе идентификации  tr  может быть взято доста-

точно большим и “стягиваться” по мере уточнения
оценок. Так или иначе, задать границы возмуще-
ний в большинстве практических ситуаций не так
уж сложно. Переписав (1) в виде
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можно заметить, что эти неравенства задают пару
гиперплоскостей в пространстве  , между кото-
рыми находится искомый вектор параметров. Пос-

ледовательность наблюдений  N21 y,,y,y   порож-

дает N  пар гиперплоскостей, “высекающих” в

пространстве  некоторую область  ND . Это и есть

область оценок 
N̂ , причем все точки, принадле-

жащие этой области, равноправны в том смысле,
что среди них нельзя выделить “наилучшую” оцен-
ку, хотя для удобства можно использовать некий

“центр” области  ND . Очевидно, что результатом

решения задачи будет не традиционная точечная
оценка, а интервальная, что весьма удобно в боль-
шинстве практических задач.

Первый очевидный путь решения задачи состо-
ит в нахождении решения системы N  линейных
неравенств типа (3). Однако поскольку количество

вершин политопа  ND  растет гораздо быстрее, чем

 ,N,,2,1t  , с вычислительной точки зрения
этот подход представляется малоэффективным,
хотя и развивается рядом исследователей.

Альтернативный подход состоит в аппроксима-

ции политопа  ND , полученного к t -му текущему

моменту времени, эллипсоидом:
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где центр 
t̂  и симметрическая положительно

определенная матрица  tP  уточняются так, чтобы

tE  был как можно “ближе” к  ND . Поскольку 
t̂

и  tP  содержит всего    2p1pp   настраиваемых

параметров, данный подход выглядит предпочти-
тельней. Идея подхода, сформулированная Швеп-

пе, состоит в том, что эллипсоид  tE  должен

содержать все оценки, принадлежащие пересече-
нию  tE  (эллипсоид, построенный по  1t  -му

наблюдению) с областью  tF , лежащей между двумя

гиперплоскостями последнего наблюдения (3).
Поскольку пересечение  1tE

  и  tF  не есть эллипсо-

ид, необходимо так построить 
t̂  и  tP , чтобы  tE

максимально точно его описывал.
Объединив (2) и (4), несложно видеть, что

искомые параметры  tE  определяются системой:
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или для любого неотрицательного  t :
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Выполним преобразования квадратичной фор-
мы в левой части (5). Вводя в рассмотрение ошибку
оценивания 
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 , записываем:
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(здесь 
t

T
1ttt xˆyv   — ошибка идентификации)
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(обозначим  T
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Дополним (6) до полного квадрата:
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После этого, введя обозначение
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окончательно получим
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что вписывается в общую схему рекуррентной
идентификации [3], хотя матричный коэффици-

ент усиления алгоритма  1t
2

ttt P
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r 
  пока не опре-

делен, поскольку конкретное значение  t  нам не
известно. Возвращаясь к введенному выражению
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которое с использованием леммы об обращении
матриц может быть записано в форме
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преобразуем неравенство (7):
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Введя обозначение
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и используя соотношения (8) и (9), запишем выра-
жения, задающие алгоритм рекуррентной иденти-
фикации при ограниченных помехах:
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Несложно видеть, что алгоритм (10) представ-
ляет собой разновидность взвешенного рекуррен-
тного метода наименьших квадратов [3] и струк-
турно близок к алгоритму Фогеля-Хуанга [4].

Процедура (10) содержит неопределенный па-
раметр  t , который выбираем так, чтобы объем
эллипсоида  tE , описывающего пересечение  1tE   и

tF , был минимальным. Поскольку объем эллипсо-

ида (4)  tV  пропорционален значению  tPdet :
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где   p,,2,1ii   — собственные числа матрицы

tP , задачу отыскания  t  удобно рассматривать как

минимизацию  tPdet  по  t , т.е. одномерного поис-
ка. Заметим, что такой подход принят в теории
планирования экспериментов, а критерий, связан-

ный с  tPdet , называется D-критерием. В принципе

возможно использование других типов критериев,
например А-, Е-, связанных с собственными чис-
лами  tPdet .

Выразим  tPdet  как функцию  tr , для чего запи-
шем очевидные матричные преобразования:
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

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         (11)
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
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
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
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Обозначив для краткости


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
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t
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T
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2
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tt1tt

с учетом тождества    t
T
t

T
tt bc1cbIdet  , оконча-

тельно получим:
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2
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g
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v
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
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
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
 .  (12)

Поскольку уравнение

0
Pdet

t

t 



                    (13)

явно не имеет аналитического решения, необходи-
мо воспользоваться процедурой либо одномерного
поиска минимума (12), либо отыскания действи-
тельных положительных корней (13). Поскольку
имеются программные реализации достаточно
эффективных процедур решения подобных задач
для любой современной ЭВМ, проблем здесь не
возникает, но появляются затруднения, связанные
с анализом свойств алгоритма.

Работа процедуры (10) реализуется с помощью
последовательности шагов:

1. Задать  1,IP,0ˆ
00  .

2. Вычислить  t1t
T
tt xPxg   и 

t
T

1ttt xˆyv  .

3. Решить задачу минимизации (12). Если поло-
жительное значение  t  не найдено, это может

означать, что  1tE   и  tF  не пересекаются. В этом
случае можно либо откорректировать модель, на-
пример, проверить правильность выбора  tr , либо
положить  0t  , чтобы игнорировать  ty  как ано-
мальное наблюдение. В этом случае момент време-
ни t  регистрируется как момент разладки объекта
(1), что весьма важно с позиций контроля за
изменениями свойств объекта. Если найдено не-
сколько положительных корней уравнения (13), из
них выбирается тот, который обеспечивает наи-
меньшее значение функции:
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4. Вычислить  1tP
~
  из (11).

5. Вычислить 
tt1t

2
tt1tt xvP

~
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7. Вернуться к шагу 2.
В целях упрощения численной реализации ал-

горитма (10) проведем без дополнительных ком-
ментариев цепочку очевидных преобразований:
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Окончательно алгоритм идентификации может
быть записан в виде
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который структурно полностью совпадает с изве-
стным экспоненциально взвешенным рекуррент-
ным методом наименьших квадратов [2,3], однако
существенно отличается от него своими свойства-
ми и требует на каждом шаге решения задачи

минимизации функции   tt fPdet  :

1t
tt

t

p

tt

2
t

t

2
t
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Предлагаемый алгоритм (14), (15) позволяет решать
задачу рекуррентной идентификации объекта (1) в
условиях отсутствия априорной информации о харак-
тере возмущений, кроме их ограниченности, обнару-
живать разладки в объекте в текущем времени, доста-
точно прост в численной реализации и по мере накоп-
ления информации о характере возмущений автомати-
чески принимает форму известных процедур.
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