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В работе [I] введено понятие теории интеллекта и разрабо- 
&н ее формальный аппарат: конечные предикаты, конечные а л ­
фавитные операторы, алгебра конечных предикатов. Установле- 
1а универсальность алгебры конечных предикатов для целей м а­
гматического описания детерминированных, дискретных и конеч­
ных информационных объектов. Были введены такие двуместные 
»Церации над конечными предикатами, как  дизъюнкция, конъ- 
Рйкция и импликация, которая определялась как  А \ /
1 В  <*>’ где А, В  — произвольные формулы алгебры конечных 
Шеликатов. Заменой в базисе алгебры операции дизъюнкции на
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операцию  импликации была получена новая алгебра конечных ! 
предикатов с базисом, состоящим из операций конъюнкции, им- ] 
пликации и всевозможных узнаваний символов. Т акая  алгебра 
названа импликативной алгеброй конечных предикатов [1, с. 39]. 
Ранее [1] введено понятие импликанты конечного предиката сле­
дующим образом: предикат g  является импликантой  предиката 
/ ,  если для любого набора значений аргументов, при котором 
£ = 1 ,  выполняется / =  1. Говорят, что импликанта g  накрывает 
своими единицами единицы предиката Д

Д ан н ая  работа продолжает указанные выше и развивает по­
нятие импликанты, описывает некоторые свойства импликант. 
Ц ель  работы — теоретическое обоснование применения алгорит­
мов минимизации алгебры логики, обобщенных на случай алгеб­
р ы  конечных предикатов, при введенной операции импликации.

X У Л е а X У Л е а X У й е а

а 1 0 1 а 0 0 1 а 1 1 0

Ь 0 1 0 Ь 0 1 0 Ь 1 1 0

с 1 1 1 с 1 0 0 с 0 0 1

/  g к

Рассмотрим пример. Пусть А) =  {а, Ь, с}; А 2={(1, с, а} — два ■ 
непустых алфавита букв и В  = {х, у} — алф авит переменных. 
П редикаты  Д g, к  заданы  таблицей. Требуется определить явля­
ются ли предикаты ё  и к  импликантами предиката. По определе­
нию импликанты, чисто визуально, определяет, что предикат g  
является импликантой предиката Д а предикат к  — нет.

Теорема 1. Д л я  того чтобы конечный предикат g  был им пли­
кантой конечного предиката Д необходимо и достаточно вы полне­
н и е  условия  g z э f  = 1  (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть предикат g  яв ­
ляется  импликантой предиката Д Тогда для любого набора (щ, 
0 2 , ~.,0п),  если g ( o u  0 2 , Оп ) =  1, то [ (о  1, 02, ..., вп )  =  1. Это 03- 

начает, что g^a1, о2, ал) г э /  (о^ о2, ..., вп) =  \ .  С ледовательно ,
=  1-

Достаточность. Предположим, что справедливо тождество (2), 
т. е. на любом наборе  о1; <з2, ..., о„ справедливо  £ (аь  о2, ..., ол)=о

П редполож им , что £(<>!, 0 2, .... о„) =  1, 
то гд а  1 /  (о1( а2, ..., ол) =  1, о тку д а  согласно т о ж д ес тву  (1)
О V / К ,  о2, ол) =  1. С ледовательно , /  (аь  а2, а„) =  1. Это
означает, что п р ед и к ат  g  яв ляется  импликантой п р ед иката  / .  
Т еорем а доказана .

Рассмотрим пример прим енения теоремы. П усть  А 1 =  {а, Ъ, с], 
А 2 =  {й, е, / } ,  А г =  {а, й, £}, у, г] .  Заданы  п ред икаты
/ и  к: /  =з х а V  У*?8. к ~ х ьу е-г«.
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Требуется выяснить, является ли предикат к  импликантой 
предиката Проверяем выполнение условия (2):

к гэ /  =  хьуег? ха V Уе*8 — хьуег8 у  ха У Уег8 =
=  лГ* V  у‘г* У  ха у  уег8 =  х ь У ха у  1 =  1.

Гаким образом, предикат к  является импликантой предиката /.
Теорема 2. I, ц, к  — произвольные конечные предикаты,

:вязанные тождеством ! = ё У к  (3 ) ,  то предикат g  является им- 
чликантой [.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  f  ~ g y  к. Если g (а1, а2, .... а„) =  
=  1, ТО /  (аь  о„ ..., ал) =  £ ( а 1, а,, ..., ал) V  к (а,, а2) ..., а/г) =  1 \ /Д X  
>< (аг, а2, ал) =  1.

Теорема доказана.
Рассмотрим пример применения теорем 1 и 2. Выберем сле­

дующие области определения: А х = {а, Ь, с}, А 2 = {сі, е, а), Л 3=  
=  {а, с}, В  =  {х, у, г); предикат /  имеет вид ? =  х а\ / у ег е. Элемен­
тарная конъюнкция і  = у є&  согласно теореме 2 'есть  импликанта 
предиката /. Требуется выяснить, является ли предикат £• прос­
той импликантой предиката /. В работе [1] дано определение 
простой импликанты как  элементарной конъюнкции, обладаю ­
щей такими свойствами: она импликанта предиката [ и никакая 
ее собственная часть не может быть импликантой предиката /. 
Собственными частями элементарной конъюнкции g  служ ат пре­
дикаты g \ = y e И ё’2 =  2 с. Проверяем, являются ли эти предикаты 
импликантами предиката /. Имеем

£Т => f  = у ’ гэ Xа у  уегс =  уе у  ха у  уехс =  ха У  уе У  гс ф  1;
g 2 => /  =  г с =э л:“ V  Уе£с =  гс у  х а у  уегс =  х а У  уе V  гс ф 1.
И так, £і и g 2 не являются импликантами предиката /. О т­

сюда следует, что предикат g  = yezc есть простая импликанта пре­
диката /.

Теорема 3, Д и зъ ю нк ц и я  любого числа импликант конечного  
предиката является импликантой этого предиката.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть g 1, ц 2, —,§ р  — импликанты ко­
нечного предиката /. Это означает, что ^]Щ )/=1, g 2^ > f ^ \ , . . . ,  
£ р^  =  1. Тогда

?і V 2̂ V ... У Вр => ї  =  У ёг У  V ёр У  /  =  £,- ё г - Д р У  /  -  

— (й V /)(&  V / ) ... ( І р У Ї ) -  (£і => /)(£* /)... —> / )  =  І-

Теорема доказана.
При решении уравнений алгебры конечных предикатов особое 

значение имеет проблема минимизации формул алгебры конеч­
ных предикатов. Бы ла поставлена каноническая задача миними­
зации — выбрать из множества такую форму, в которую входит 
наименьшее число узнаваний букв [1]. Так как проблема кано­
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нической минимизации в алгебре конечных предикатов имеет 
много общего с одноименной проблемой в алгебре логики, то ме­
тоды минимизации алгебры конечных предикатов можно рас­
сматривать как  обобщение известных в алгебре логики методов 
канонической минимизации. Такими методами явились обобщен­
ные алгоритмы канонической минимизации К вайна—М ак-Класки, 
Порецкого-Блейка, Нельсона [1 ,2 ] .

Утверждение 1. Д л я  любого конечного предиката [  резуль« 
татом применения алгоритма К вайна—М ак-Класки, распростра­
ненного на случай алгебры конечных предикатов к его совер­
шенной Д Н Ф  является сокращенная Д Н Ф  этого предиката.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим окончательную форму 
записи предиката I в виде д\/С1, где <7 — одно из элементарных 
произведений, составляющих а <Э — дизъюнкция всех осталь­
ных членов Д Н Ф . Отождествляя полученную форму с зад ан ­
ным предикатом /, заметим, что д является импликантой Это 
следует из определния дизъюнкции непосредственно. Запись 
!1 =  д\/С} указывает такж е на полноту системы импликант д и (}.

Предположим, что д не простая импликанта предиката 
тогда найдется элементарное произведение g, составленное и& 
части элементарного произведения д и являющееся импликантой 
предиката /. По свойствам произведения импликанта g  так ж е  
обращ ается в единицу на тех наборах, на которых <7 = 1 , система 
импликант ^  и С — полная система, и справедливо, что f = g \ / Q -  
Поскольку к исходной форме f  =  g \ / Q  может быть применена од­
на из операций алгоритма К вайна—М ак-Класки, то приходим 
к противоречию, так  как предполагалось, что £  — не простая 
импликанта. Ввиду произвольности выбора элементарного произ­
ведения g, можно сделать вывод, что применение алгоритма 
К вайна—М ак-Класки к исходной совершенной дизъюнктивной 
нормальной форме конечного предиката /  представляет собой 
дизъюнкцию некоторого множества ее простых импликант, т. е. 
сокращенную Д Н Ф  предиката /.

Утверждение 2. Если в произвольном Д Н Ф  предиката /  про­
извести операции, предусмотренные алгоритмом минимизации 
Порецкого-Блейка (все возможные обобщенные склеивания и уст­
ранить затем все элементарные поглощения), то в результате 
получится сокращенная Д Н Ф  предиката /.

Сформулированное утверждение докажем многократным при­
менением операции обобщенного склеивания из произвольной Д Н Ф  
предиката, в результате чего может быть получена лю бая простая 
импликанта этой функции. В самом деле, в случае применения 
к Д Н Ф  операции обобщенного склеивания мы сно'ва имеем не­
которую Д Н Ф . К аж ды й ж е  член Д Н Ф  является элементарным 
произведением и импликантой предиката поэтому он поглощ а­
ется какой-либо простой импликантой предиката Таким обра­
зом,- после получения всех простых импликант устранение всех 
элементарных поглощений обязательно приведет нас к сокра­
щенной Д Н Ф .
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Д л я  доказательства того, что в результате обобщенных склеи­
ваний из произвольной Д Н Ф  предиката /  могут быть получены 
в с е  ее простые импликанты, проведем индукцию по числу пере­
менных п, от которых зависит предикат Д Д л я  п =  1 это утверж ­
дение очевидно. Предположим, что оно справедливо для  всех 
# < т ,  и докажем его для п = т .  Заметим прежде всего, что про­
стая  импликанта р — конституэнта единицы, входит во всякую 
Д Н Ф  Т7 и, следовательно, получается из нее в результате воздей­
ствия на Д Н Ф  /7 пустого множества обобщенных склеиваний. 
Действительно, в Д Н Ф  Т7 обязательно найдется элементарное 
произведение г, которое обращ ается в единицу на наборе, соот­
ветствующем конституэнте р. Но тогда, очевидно, р=г1,  где I — 
некоторое элементарное произведение, и поскольку г — импли­
к а н т а  предиката Д а  р  — ее простая импликанта, то 1=1 и, сле­
довательно, р = г.

Итак, когда простая импликанта р является констинуэнтой 
единицы, она обязательно войдет в любую Д Н Ф  предиката Д 
в том числе и в ту Д Н Ф , которая получается в результате при­
менения операции обобщенного склеивания к любой данной ис­
ходной Д Н Ф  Р предиката Д Предположим, что р  не является 
конституантой единицы, тогда в р не входит хотя бы одна из 
переменных, от которых зависит предикат Д этой переменной мо­
ж ет  быть, например, переменная х. В этом случае представим 
Д Н Ф  в виде Т7 = А х \ / В х \ /  С, группируя члены, содержащие х и х, 
и  вынося х  и х  за скобки. Являясь импликантой функции Р и не 
завися от х, элементарное произведение р будет, очевидно, и им­
пликантой функций, которые получаются из функции ^  в ре­
зультате приравнивания х  к нулю и единице, иными словами, р  
является импликантой функций А \ / С  и В \ / С .  Но тогда р  будет, 
очевидно, импликантой и произведения этих функций ( А \ / С ) Х  
Х ( В \ / С ) = А В \ У С .  Обозначим это произведение через /Д — им- 
лликанту функции Д  поскольку, применяя к Р операцию обоб- 

'  щенного склеивания, получим

. А х У  В~ху А = ^ А х \ /  В х у  А В у  С =  А к у  В х у  Р , (4)

Теперь ясно, что никакая собственная, часть элементарного про­
изведения р не может быть импликантой функции /' 1, так  как 
в  противном случае она была бы импликантой функции Р, что 
исключено ввиду простоты импликанты р. Следовательно, р  пред­
ставляет  собой простую импликанту функции /Д. Поскольку функ­
ция У7, зависит от меньшего числа переменных, чем функция /Д 
к  ней можно применить индуктивное предположение. Поэтому 
можно считать, что простая импликанта р получается из любой 
Д Н Ф  функции /Д в результате некоторого числа обобщенных 
склеиваний. Но согласно (4) некоторая Д Н Ф  функции /Д полу­
чается при обобщенных склеиваниях (по х)  из исходной Д Н Ф  Р. 
Следовательно, простая импликанта р возникаем из Д Н Ф  Р 
предиката в результате применения операции обобщенного склеи­
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вания, повторенной некоторое число раз. Ввиду произвольности 
выбора р  и Е утверждение доказано.

Исходной информацией при минимизации формул алгебры  
конечных предикатов по обобщенному алгоритму Нельсона слу­
ж ит произвольно выбранная КНФ предиката. Если в произволь­
ной КНФ предиката 1) раскрыть все скобки в соответствии с пер- 
рым законом дистрибутивности, 2) устранить и объединить соот­
ветственно (где это возможно) нулевые и равные дизъюнктивные 
члены, 3) применить операцию элементарного поглощения, т. е. 
выполнить шаги алгоритма Нельсона, то в результате получится 
сокращенная Д Н Ф  данного предиката.

Д л я  доказательства данного утверждения достаточно пока­
зать, что при раскрытии скобок и выполнении пунктов 2) и 3) 
в произвольной КНФ Н = Н и Я 2, ..., Я в предиката /  может быть 
получена лю бая простая импликанта д этого предиката (где Я ,— 
элементарная дизъюнкция, При этом исходим из того,
что рассматриваемая форма предиката не является тривиальной, 
т. е. исходный предикат отличен от константы. Тогда, не нару­
ш ая общности рассуждений, представим простую импликанту д 
данного предиката в виде произведения некоторого (непустого) 
множества узнаваний. В силу закона ложности оно будет све­
дено к нулю (при наличии в произведении двух различных узна­
ваний по одной буквенной переменной) либо к элементарному 
произведению узнаваний

д =  х ^ В х ”»  ■■■х<1 1 г ( ? > ! *  1 <*?' г <  Р) (5 )
Нетрудно убедиться в том, что предположение о простоте 

импликанты д не позволяет обратить исходный предикат /  в тож-
й • • Л Й ■, 4 й I 1д ественную  единицу, ко гд а  х^> =  1, х  м =  1, ..., х ^ г =  1, по­

ск о льку  произведение узнаваний

такж е было бы импликантой предиката /. Это означает, что в фор­
ме Я  предиката f найдется такая  элементарная дизъюнкция (хоть 
одна),  которая не содержит узнаваний х р]ь, х х “{ г.

Сохраняя при этом общность рассуждений, считаем, что т а ­
кой элементарной дизъюнкцией является Н\. Д алее ,  полагая, 
что л;у/‘= 1 ,  .* £ /* =  1,... х “1г= 1 ,  получим тождественное равенство 
единице и самого предиката /. С другой стороны, это возможно, 
когда в каждую элементарную дизъюнкцию входит хотя бы одно 
из рассматриваемых узнаваний (так как вся форма равна еди­
нице, при / = 1 ) .  И з предположения, что элементарная дизъюнк­
ция не содержит узнаваний

х ц к  х ° ш . # > ,
сл ед у ет ,  что она со д ер ж и т  узнавание х а,(1, т. е. представима
в виде Н 1 = х ‘}{1 V  Н[.
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Аналогичным образом, не наруш ая общности доказательства, 
имеем

и г = * а/ к у  и ;  н 1 =  х]у V я ;.
*

В каждую из остальных (в— I) элементарных дизъюнкций 
входит, по крайней мере, одно из узнаваний вида

Л'■ 1 • 01 й!х/у, х / / ,  ..., х/у.

Нетрудно убедиться, что раскрытие скобок В КНФ и выпол­
нение всех, где это возможно, операций устранения нулевых 
и объединения одинаковых дизъюнктивных членов и элементар­
ного поглощения частот в полученной таким образом дизъюнктив­
ной форме член

О-:, О. .и а »
Я =  Х А 1* А *  -

Ввиду произвольности выбора исходной конъюнктивной нор­
мальной формы и получения любой наперед заданной простой 
ймпликанты предиката /  приходим к выводу о том, что полу­
ченная дизъюнктивная нормальная форма содержит все простые 
импЛиканты рассматриваемого предиката, т. е. является его со­
кращенной Д Н Ф . ___

Д оказанны е утверждения показывают, что обобщенные на 
случай алгебры конечных предикатов алгоритмы алгебры логики 
эффективны при решении проблемы канонической минимизации 
формул, что является актуальным вопросом при построении про­
цессоров обработки информации в человеко-машинных интер­
фейсах.
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