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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
íà åâêëèäîâîì êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå ïåðåñòà-
íîâîê, îòîáðàæåííîì â ïðîñòðàíñòâî nR . Îïèñûâà-
åòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ïîêðûòèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìèçàöèè ìíîæåñòâàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðè-
âîäÿòñÿ ïðèìåðû, îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ââåäåíèå

Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðåøàþòñÿ ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ è íàó÷íûõ
ïðîáëåì. Àêòóàëüíîñòü çàäà÷ ýòîãî êëàññà ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ
ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
ñ äèñêðåòíûìè ïàðàìåòðàìè [1-7]. Âûñîêàÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè è îòñóòñòâèå åäèíîãî ïîäõîäà ê ðåøå-
íèþ çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èõ êëàññèôè-
êàöèè è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êàæäîãî
êëàññà ñ ó÷åòîì èõ ñâîéñòâ.

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ íà ïðàêòèêå
êîìáèíàòîðíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçà-
öèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíî-
âîê ñ äîïîëíèòåëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè. Ìîäåëè ýòîãî êëàññà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
[3,5,7]. Ïîäõîäû ê îïòèìèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâå
ïåðåñòàíîâîê ïðèâåäåíû â [1-3]. Âñå îíè îòëè÷àþò-
ñÿ âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðà-
òàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñðåäíåé è áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è
èññëåäîâàíèå ìåòîäà îïòèìèçàöèè ëèíåéíûõ ôóí-
êöèé íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ñ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè.

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê ëåæèò èäåÿ
ïîêðûòèÿ åå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìíîæå-
ñòâàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Êàæäîå èç óêàçàííûõ
ìíîæåñòâ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è íå ìîæåò áûòü åãî âíóòðåííåé òî÷êîé. Â
ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ïîêðûòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
ñóæàåòñÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäî-
âàíèé, èçëîæåííûõ â [4] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìà
îãðàíè÷åíèé (2) ñîäåðæèò òîëüêî îäíî íåðàâåí-
ñòâî. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ïîêðûòèÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ñ m ëèíåéíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè-íåðàâåíñòâàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíê-
öèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê, îòîáðàæåííîì â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:

n

1i
ii minx)x(L ;              (1)

dCx ;                       (2)

0xi , n,...,1i ;                 (3)

n
nk REx ,                  (4)

ãäå nmij ]C[C , RCij , nRd , nkE  —ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ â nR , êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ

n21 a...aa , k èç êîòîðûõ ïðåäïîëàãàþòñÿ
ðàçëè÷íûìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà nkE  è òîëüêî
îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-
ãðàííèêà nknk EconvП , ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà
êîòîðîãî èññëåäîâàíû â [5-7].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (2)–(4)
ñîâìåñòíà, ò.å. ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæå-
ñòâà nkE , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì (2), (3).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1)-(4).

1. Ìèíèìàëüíàÿ èç äëèí ð¸áåð ïåðåñòàíîâî÷íîãî
ìíîãîãðàííèêà nkП , ïîðîæäåííîãî ÷èñëàìè

n21 a...aa , ðàâíà [5]:

2arm ,                    (5)

ãäå ,aa|,aa|mina trtr iiii

nrttr Jr,ti,i,1|ii| .

2. Òî÷êè ìíîæåñòâà nkE  óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
n

1i
i

n

1i
i ax [5].

3. Ïóñòü nRx  – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Îïðåäåëèì

òî÷êó nk
0 Ey , áëèæàéøóþ ê òî÷êå x. Òî÷êà 0y

ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è [6]
2

Ey
0 yxminargy

nk
,

çäåñü njk
0 Jj,ay j , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

}k,...,k,k{ n21  òàêîâà, ÷òî n21 kkk x...xx .

Ðàññìîòðèì øàð 0y
B  ñ öåíòðîì â òî÷êå x è

ðàäèóñîì ||yx||r 0
y0 :

}r||xh||,Rh|h{B 00 y
n

y .          (6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0y
S  ñôåðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðà-

íèöåé øàðà 0y
B . Ïîñêîëüêó 0y  – áëèæàéøàÿ ê x

òî÷êà ìíîæåñòâà nkE , òî íè îäíà èç òî÷åê ìíîæåñòâà

nkE  íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé øàðà 0y
B .
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4. Ïóñòü nk
i Ey – ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà.

Ïîñòðîèì øàð iy
B  ñ öåíòðîì â òî÷êå iy  è ðàäèóñîì

mr , ðàâíûì ìèíèìàëüíîé äëèíå ðåáðà ìíîãîãðàí-

íèêà nkП :

}r||yx||,Rx|x{B m
in

yi .      (7)

Ñôåðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé øàðà iy
B , îáî-

çíà÷èì iy
S . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà nkП  (òàêæå êàê è ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè nkE ) ðàâíî ìèíèìàëüíîé äëèíå ðåáðà

nkП mr , îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü )a,...,a,a( n21 iii  –
ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà nkП . Êàê ñëåäóåò èç êðè-
òåðèÿ ñìåæíîñòè âåðøèí ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-
ãðàííèêà [5,7], âåðøèíû, ñìåæíûå ñ , èìåþò âèä:

)a,...,a,a( n21 jjj . Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé )j,...,j,j( n21  ïîëó÷åíà èç )i,...,i,i( n21
â ðåçóëüòàòå òðàíñïîçèöèè ïàðû èíäåêñîâ ri  è ti ,
òàêèõ ÷òî

niitr Jt,r,aa,1ii tr .      (8)

Íàéä¸ì òàêèå 0ri  è 0t
i , ÷òî

|aa|min|aa| ji
1ji,aa,Jj,i

ii
jin

0t0r .

Âåðøèíó , ñìåæíóþ ñ , êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç íå¸
ïóò¸ì òðàíñïîçèöèè çíà÷åíèé êîîðäèíàò 0r

ia  è

0t
ia , îáîçíà÷èì 1 .

Òîãäà 2
ii1m )aa(2r 0t0r

. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà nkП
)a,...,a,a( n21 kkk , êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ áëèæå ê

âåðøèíå , ÷åì 1 . Òîãäà

2
ki

2
ki

2
ki )aa(...)aa()aa( nn2211

)aa(2r 0t0r
iim .

Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè:

a) Âåðøèíà  ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ . Òîãäà îíà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç  òðàíñïîçèöèåé ïàðû

çíà÷åíèé êîîðäèíàò 1r
ia  è 1t

ia , òàêèõ ÷òî

1t1r
11 iitr aa,1|ii| .

Â ýòîì ñëó÷àå m
2

ii r)aa(2 1t1r
.

á) Âåðøèíà  íå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ . Òîãäà îíà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç  ëèáî ïóò¸ì òðàíñïîçè-

öèè îäíîé ïàðû çíà÷åíèé êîîðäèíàò 2t2r
ii a,a , íå

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (8), ëèáî ïóò¸ì áîëü-
øåãî êîëè÷åñòâà òðàíñïîçèöèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå

m
2

ii r)aa(2 2t2r
.

Âî âòîðîì – âåðøèíû  è  îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíè-
ÿìè s êîîðäèíàò. Òîãäà

2
i

2
i

2
i

)aa(...)aa()aa( nkn2k21k1

m
2

r
r)aa(s 0t0 .

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò ïðåäïîëî-
æåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè âåðøèíû , áîëåå áëèç-
êîé ê , ÷åì ïîñòðîåííàÿ âåðøèíà 1 . Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåðøèíû  ïðèõîäèì ê
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Íà îñíîâàíèè äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî íè îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà

nkE , çà èñêëþ÷åíèåì iy , íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé

òî÷êîé øàðà iy
B .

5. Ðàññìîòðèì ñôåðû 0y
S  è iy

S  – ãðàíèöû øàðîâ

0y
B  è iy

B . Ïîñòðîèì ãèïåðêóáû 0y
П  è iy

П ,

âïèñàííûå â ñôåðû 0y
S  è iy

S . Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
êóáîâ äëÿ îáåèõ ñôåð îäèíàêîâ. Öåíòð âïèñàííîãî
êóáà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îïèñàííîé ñôåðû. Äëèíà
ðåáðà âïèñàííîãî ãèïåðêóáà îïðåäåëÿåòñÿ êàê [8]:

n
r2p , ãäå r – ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû. ßñíî, ÷òî

ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ãèïåðêóáû îáëàäàþò

ñâîéñòâîì øàðîâ 0y
B , iy

B : ãèïåðêóá 0y
П  íå

ñîäåðæèò âíóòðè íè îäíîé òî÷êè nkE , à ãèïåðêóá
iy

_
П  ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷êó nkE  – öåíòð

êóáà iy .

Íà îñíîâàíèè óêàçàííûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçóåì èñ-
õîäíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (1)-(4) ê ýêâèâàëåíò-
íîìó âèäó, äîïîëíèâ å¸ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé:

minx)x(L
n

1i
ii ,              (9)

dCx ;                      (10)

ni Ji,0x ;                 (11)

nni1 Ji,axa ;             (12)

n

1i
i

n

1i
i ax ;                 (13)

*n

1i
ii bx ;                 (14)

*
n

1i
ii bx ;                 (15)

n
nk REx ;                 (16)

ãäå *b  è *b  – âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ìèíèìóìà
ôóíêöèè öåëè (9), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:
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}b,bmin{b *
2

*
1

* ,
n

1i
ii

*
1 xb ,ãäå )x(Lmaxargx

nkEx
;

n

1i
ii

*
2 x̂b , ãäå )x(Lmaxargx̂

Yx
,

,Ji,axa,Ji,0x,dCx|Rx{Y nni1ni
n

}ax
n

1i
i

n

1i
i , }b,bmax{b 2

*
1
** , 

n

1i
ii

1
* yb ,

çäåñü )x(Lminargy
nkEx

, 
n

1i
ii

2
* ŷb ,

ãäå )x(Lminargŷ
Yx

.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè (9)-(16) ýêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷å (1)-(4). Ýòî ñëåäóåò èç ïåðå÷èñëåííûõ
ñâîéñòâ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-
(4). Ïåðåõîä ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè (9)-(16) ñäåëàí
äëÿ òîãî, ÷òîáû ëîêàëèçîâàòü îáëàñòü ïîèñêà ðåøå-
íèé èñõîäíîé çàäà÷è è ñäåëàòü ýòó îáëàñòü îãðàíè-
÷åííîé íåçàâèñèìî îò îãðàíè÷åííîñòè è íåîãðàíè-
÷åííîñòè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2).

Îáîçíà÷èì  ìíîæåñòâî, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ
ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (10)-(15). Îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìèçàöèè (9)-(15) áåç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâó nkE .

Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
)x(Lminargh;xmin,)x(L

x .

Åñëè nkEh , òî h – ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è
îïòèìèçàöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå h – íà÷àëüíàÿ
òî÷êà ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îñóùåñòâèì ïîêðûòèå îáëàñòè  ìíîæåñòâàìè ñî
ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ýòè ñâîéñòâà çàêëþ÷à-
þòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííûå ìíîæåñòâà ëèáî íå
ñîäåðæàò âíóòðè òî÷åê nkE , ëèáî ñîäåðæàò òîëüêî
èçâåñòíûå çàðàíåå òî÷êè nkE . Â ðåçóëüòàòå òàêîãî
ïîêðûòèÿ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå òå
òî÷êè îáëàñòè , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò nkE  è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è (9)-
(16). Ïîèñê ðåøåíèÿ ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó
êîíå÷íîãî è â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê nkE , íàéäåííûõ ïðè ïîñòðîåíèè
ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü  ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå

òàêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øàðû 0y
B  è

iy
B  âèäà (6)-(7), îáëàäàþùèå óêàçàííûì âûøå
ñâîéñòâîì. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âïèñàííûå â ãðàíèöû øàðîâ

0y
S  è iy

S  ãèïåðêóáû 0y
П  è iy

_
П . Ïðèìåíåíèå

ãèïåðêóáîâ ïðè ïîêðûòèè äà¸ò âîçìîæíîñòü èçáå-
æàòü ïðîïóñêîâ ÷àñòåé îáëàñòè  çà ñ÷¸ò èõ
ïëîòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ îðèåíòàöèè ãðàíåé ãèïåðêóáîâ â
ïðîöåññå ïîêðûòèÿ îáëàñòè  ïîñòðîèì îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ

n
nin21 Ji,Rb,b,...,b,b .

Âåêòîð 1b  ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ãèïåð-
ïëîñêîñòåé ïîâåðõíîñòåé ðàâíîãî óðîâíÿ ôóíêöèè
öåëè (1):

n
n

1i

2
i

i1
i

1
n

1
2

1
1

1 Ji,b),b,...,b,b(b .

Âåêòîðû n2 b,...,b  ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü n21 e,...,e,e  – îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà nR . Ñðåäè n áàçèñíûõ âåêòîðîâ
âûáåðåì n-1 âåêòîð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âìåñòå ñ

1b  îíè îáðàçîâàëè ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó
âåêòîðîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñêëþ÷èâ èç ìíîæå-
ñòâà }e,...,e,e{ n21  âåêòîð ie , òàêîé ÷òî 0b1

i .

Îðòîãîíàëèçóåì âåêòîðû n1i1i1
1 e,...,e,e,...,e,b ,

îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ âåêòîð 1b . Ïîëó÷åííóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îáîçíà÷èì

n21 b,...,b,b .

Îïèøåì ïðîöåññ ïîêðûòèÿ îáëàñòè . Ïðåäñòà-
âèì åãî â âèäå äâóõ ÷åðåäóþùèõñÿ ýòàïîâ. Ïåðâûé
ýòàï ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè «ñëîÿ», ïðè êîòîðîì
ïîñòðîåíèå ãèïåðêóáîâ ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèÿõ

n2 b,...,b . Òîëùèíà «ñëîÿ» â íàïðàâëåíèè 1b  îïðå-
äåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äëèíîé ðåáðà ãèïåðêóáîâ,
ïîñòðîåííûõ ïðè ôîðìèðîâàíèè ñëîÿ. Âòîðîé ýòàï
– øàã â íàïðàâëåíèè 1b , êîòîðîå äàëåå áóäåì
íàçûâàòü ãëàâíûì. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîèçâî-
äèòñÿ óìåíüøåíèå îáëàñòè  ïóòåì  èñêëþ÷åíèÿ
èç íå¸ ïîñòðîåííîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü *b  îãðàíè÷åíèÿ (15).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñòðîåíèå ãèïåðêóáîâ

0y
П  è iy

_
П  ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì òî÷êè iy  èç

ìíîæåñòâà nkE , áëèæàéøåé ê çàäàííîé òî÷êå è

ëåæàùåé íà ñôåðå 0y
S  èëè iy

S . Â ñëó÷àå, åñëè

òî÷êà iy  ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, îíà áóäåò òî÷êîé
âåðõíåé îöåíêè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå (14) ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ñèëü-
íûì, óìåíüøàþùèì îáëàñòü :

*n

1j

i
jj

n

1j
jj byx .

Â ïðîöåññå ïîêðûòèÿ ïîèñê äîïóñòèìûõ òî÷åê

nkEy  è ïîñòðîåíèå ãèïåðêóáîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðè äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè nb . Öåíòðû ãèïåð-
êóáîâ ïðè ýòîì ëåæàò íà ïðÿìîé:

Rt,tbhl n ,              (17)

 ïðè÷¸ì öåíòð ñëåäóþùåãî ãèïåðêóáà ëåæèò íà
ãðàíè ïðåäûäóùåãî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî ãè-
ïåðêóáà âûáèðàåòñÿ îäíà èç äâóõ ñõåì 1 èëè 2, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðêóá

0y
П  èëè iy

_
П . Óñëîâèåì âûáîðà ñõåìû ÿâëÿåòñÿ

«ïîëåçíûé» îáú¸ì ïîêðûâàåìîé ÷àñòè îáëàñòè .
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû 1 ñòðîèòñÿ ãèïåð-
êóá 0y

П , âïèñàííûé â ñôåðó 0y
S  – ãðàíèöó øàðà
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0y
B  âèäà (6). Äëèíà ðåáðà 0y

П  îïðåäåëÿåòñÿ

ðàäèóñîì 0y
r  îïèñàííîé ñôåðû 0y

S , êîòîðûé
ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè h äî áëèæàéøåé ê h

òî÷êè ìíîæåñòâà nkE . Â ñëó÷àå, åñëè ðàäèóñ 0y
r

ìàë, ïîñòðîåííûé ãèïåðêóá 0y
П  áóäåò èìåòü

íåáîëüøîé îáú¸ì. Ýòî ïðèâåä¸ò ê òîìó, ÷òî äëèíà

ðåáðà ìàëîãî 0y
П  áóäåò îïðåäåëÿòü âåëè÷èíó øàãà

âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ïðè ïîñòðîåíèè ãèïåðêóáîâ
â ïðîöåññå ïîêðûòèÿ. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå

0y  ïîêðûâàåìàÿ òàêèìè ãèïåðêóáàìè ÷àñòü îáëà-
ñòè  áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Â ñèòóàöèè, êîãäà 0y
ëåæèò íà ïðÿìîé (17), ïðîèçîéä¸ò ïîñòðîåíèå
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàðîâ ñî ñòðåìÿ-
ùèìèñÿ ê íóëþ ðàäèóñàìè. Ïðîöåññ ïîêðûòèÿ
îáëàñòè  ïðè ýòîì íå çàâåðøèòñÿ.

Îïèñàííûé íåäîñòàòîê ñõåìû 1 óñòðàíÿåò ñõåìà 2.

Ïîñòðîåííûé ïî ýòîé ñõåìå ãèïåðêóá iy
 âïèñàí

â ñôåðó, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí äëèíå ìèíèìàëüíîãî
ðåáðà ìíîãîãðàííèêà nkП . Îäíàêî öåíòð ãèïåðêó-

áà iy
 – òî÷êà iy  – ìîæåò íå ëåæàòü íà ïðÿìîé

tbhl 1 , ÷òî ïðèâåä¸ò ê ìàëîé òîëùèíå ñëîÿ â
îäíîì èç íàïðàâëåíèé, à çíà÷èò è â ãëàâíîì. Â
ðåçóëüòàòå ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ ãèïåðêóáà

iy , ïîñòðîåííîãî ïî ñõåìå 2, ìîæåò îêàçàòüñÿ
ìåíüøå, ÷åì îò ïîñòðîåííîãî ïî ñõåìå 1 ãèïåðêóáà

0y
П . Ïîýòîìó äëÿ âûáîðà ñõåìû ïîñòðîåíèÿ
ãèïåðêóáà íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå.
Îíî ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà îñíîâå ðàññòî-

ÿíèÿ l  îò òî÷êè iy  äî ïðÿìîé (17). Åñëè 
4

r
l m

,

âûáèðàåì ñõåìó 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðîèì
ãèïåðêóá 0y

П  ïî ñõåìå 1.

Àíàëèç ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ïîêàçûâàåò ñëåäó-
þùåå: åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî êàæäîìó èç
íàïðàâëåíèé êîëè÷åñòâî øàãîâ ìåòîäà îãðàíè÷åíî
êîíñòàíòîé q, òî îáùåå ÷èñëî øàãîâ áóäåò ðàâíî nq .
Òàêèì îáðàçîì, ðåøèâ íåðàâåíñòâî

!nqC n                    (18)

äëÿ öåëîãî n, ïîëó÷èì ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, íà÷èíàÿ
ñ êîòîðîé ïðè äàííûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ
ìåòîä ðàáîòàåò ëó÷øå ïîëíîãî ïåðåáîðà. Ïðè ýòîì
êîíñòàíòà Ñ îòðàæàåò óñëîâíîå îòíîøåíèå ñëîæíî-
ñòè îäíîãî øàãà ìåòîäà ïîêðûòèÿ ê îäíîìó øàãó
ïåðåáîðà. Êîíñòàíòà q îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç
âåëè÷èíû îáëàñòè, çàäàâàåìîé ëèíåéíûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè (10-16). Òàê, äëÿ q=4 è Ñ=10 íåðàâåíñòâî
(18) èìååò ðåøåíèå n=12.

Îïèñàííûé ìåòîä ïîêðûòèÿ áûë ðåàëèçîâàí â
ñðåäå MatLab. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-
ïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü.
Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå

çàòðàòû, ÷òî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà ïîêðûòèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Çàäà÷à ðàçìåðíîñòè 10. Ëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ âèäà (1) èìååò êîýôôèöèåíòû (100.0,
1.0, 12.0, 12.56, 1.0, 2.0, 23.0, 233.0, 123.0, 244.0) ïðè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ dCx , ãäå Ñ – ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè nn2 , ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ áëîêîâ,
C=|E/(-E)|, E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à d ðàâíî ( 11,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 2, -10, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -4,
-9, -1). Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî â âèäå n-ìåðíîãî êóáà ñ äëèíîé ðåáðà 1.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàðòîâîé ñòàëà òî÷êà (10.0, 3.0,
4.0, 4.5, 5.0, 6.0, 7.0, 4.5, 9.0, 2.0). Ðåøåíèå áûëî
ïîëó÷åíî çà 10,27 ñåêóíäû, ïðè ýòîì áûëî ñäåëàíî
1024 øàãà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 102  øàãîâ – ïðÿìîé è
îáðàòíûé øàã â êàæäîì íàïðàâëåíèè. Ðåøåíèå
çàäà÷è – òî÷êà (10, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 5, 9, 1).

Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð: öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è ëåâàÿ
÷àñòü îãðàíè÷åíèé èìåþò òîò æå âèä, à âåêòîð d,
ðàâíûé (11, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 2, 10, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 4, 9, 1), çàäà¸ò êóá ñ ðàçìåðàìè â êàæäîì íàïðàâ-
ëåíèè ñîîòâåòñòâåííî: (5.6, 10.2, 3.2, 4.2, 5.0, 6.0, 7.4,
9.0, 8.5, 2.0). Ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî çà 3,71
ìèíóòû, ïðè ýòîì áûëî ñäåëàíî 41852 øàãîâ. Ðåøå-
íèå äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå (10, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 2, 9, 1).

Âûâîäû. Èçëîæåííûé ìåòîä ïîêðûòèÿ îïòèìèçà-
öèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè íà ïåðåñòàíîâî÷íîì ìíîãîãðàííèêå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñ-
êîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è äð. Ïðè ýòîì,
êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ìåòîäà è âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, íàèáîëüøàÿ ýôôåêòèâíîñòü åãî
ïðèìåíåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â çàäà÷àõ íåáîëüøîé è
ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè.
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