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ЯКОБИАНЫ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Д.И. ЛЕХОВИЦКИЙ

Получены якобианы линейных преобразований B P A Q= ⋅ ⋅ ∗  с преобразующими матрицами раз-
личной структуры.
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А. Для отыскании законов распределения 
совокупности случайных величин, полученных 
в результате тех или иных преобразований сово-
купности других случайных величин с заданной 
совместной плотностью распределения, необхо-
димо знать якобианы соответствующих преобра-
зований [1] .

Якобианом преобразования

B A= = ( ){ }bij ϕ                            (1)

матрицы A = { }aij  называется детерминант 

J = =det U U                               (2)

матрицы частных производных (матрицы Якоби) 

U B A= = ∂ ∂ = ∂ ∂{ } / { / }u b ars ij νµ .           (3)

Индексы i j,  и ν µ,  указывают функциональ-
но независимые элементы матрицы B  и матрицы 
A , их число определяет размерность матрицы U .

В данной заметке определяются якобианы 
линейных преобразований 

B P A Q= = ⋅ ⋅ ∗{ }bij                            (4)

в общем случае комплексной M N×  матрицы 
A = = ={ } ,aij i j

M N
1 1  невырожденными квадратными 

M M×  матрицами P = ={ } ,pij i j
M

1  и N N×  матрица-
ми Q = ={ } ,qij i j

N
1  с элементами, не зависящими от 

элементов aij  матрицы A .
Б. Начнем с преобразования действительной 

M N×  матрицы A = = ={ } ,aij i j
M N

1 1  общего вида (все 
элементы функционально взаимно независимы) 
действительными квадратными M M×  матрицей 
P = ={ } ,pij i j

M
1  и N N×  матрицей Q = ={ } ,qij i j

N
1 . 

В этом случае матрица B  (4) – действитель-
ная M N×  матрица общего вида с элементами

b e e i M j Nij i
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T T      P A Q 1 1     (5)

где ei
K( )  – i й столбец единичной K K×  матри-

цы I .
Размерность матрицы Якоби (3) в этом слу-

чае равна ( ) ( )M N M N⋅ × ⋅ , а ее элементы 
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Поскольку ∂ ∂ = ⋅A / ( ) ( )a e eM N
νµ ν µ

T , то

u p qi N j N i j( ) ,( )− ⋅ + − ⋅ + = ⋅1 1ν µ ν µ .

и, следовательно, матрица Якоби 

U P Q= ⊗                                    (6)

представляет собой кронекеровское произведе-
ние [2] матриц преобразования P  и Q . 

Собственные числа (с. ч.) λij U( )  матрицы U  
равны λ λ λij i jU P Q( ) = ( ) ⋅ ( ) , где λi P( )  ( , )i M∈1  
и λ j Q( )  ( , )j N∈1  – с. ч. матриц P  и Q  соответ-
ственно.

Поэтому якобиан (2) в этом случае равен 
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В частности, для квадратных матриц A  и B   
( M N= ) этот якобиан [2]

J
N

P Q P Q,( ) = ⋅( ) .                        (8)

В. Если A = ={ } ,aij i j
M

1 = AT  – действительная 
симметричная M M×  матрица, Q P= = pij  – дей-
ствительные M M×  матрицы, то B = ={ }bij BT  –  
также действительная симметричная M M×  ма-
трица. В этом случае размерность матрицы Яко-
би (3) равна L M M= ⋅ +( )1 2/ , а ее элементы

u
p p p p

e e

i M

i M j M
i j i j

M M( ) ,( ) ( ) ( )
,

, ,

− ⋅ + − ⋅ + =
⋅ + ⋅

+ ⋅

∈

1 1
1

1

ν µ
ν µ µ ν

ν µ

ν

T

;; , ; , .    j i M M∈ ∈µ ν

Матрица Якоби в целом U P= [ ]2  является при 
этом “кронекеровским квадратом” [2] матрицы 
P , ее собственные числа λ λ λij i jU P Q( ) = ( ) ⋅ ( ) , 
i M∈1, , j i∈1, . Поэтому якобиан (2) равен 
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Г. Аналогичным образом можно получить 
якобианы и некоторых других линейных преоб-
разований, сведенные в табл. 1.

Использованы следующие условные обозна-
чения:  

• Д – действительная матрица;
• К – комплексная матрица;
• Пр – произвольная матрица;
• ОВ – матрица общего вида;
• С – симметричная матрица;
• Э – эрмитова матрица; 
• П – персимметричная матрица.
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Таблица 1
Якобианы преобразования B P A Q= ⋅ ⋅ *

Размеры и свойства матриц
J P Q,( )P A Q B

M M×
ДПр

M N×
ДОВ

N N×
ДПр

M N×
ДОВ P QN M⋅

M M×
ДПр

M M×
ДС

M M×
Q=P

M M×
ДС P M +1

2 2L L×
ДСП

2 2L L×
ДСП

2 2L L×
Q=P

2 2L L×
ДСП P L+1

M M×
КПр

M N×
КОВ

N N×
КПр

M N×
КОВ P Q2 2N M⋅

M M×
КПр

M M×
КЭ

M M×
Q=P

M M×
КЭ P 2M

M M×
КЭП

M M×
КЭП

M M×
Q=P

M M×
КЭП P M +1
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