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О С ИС Т Е М Е  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Е С К И Х  СВ ОЙ С ТВ  Л И Н Е Й Н О  
С Д В И Н У Т Ы Х  П Р Е Д И К А Т О В

Применение метода сравнения при решении задач  идентифи­
кации динамических систем приводит к необходимости изучения 
бинарных отношений (предикатов). В частности, предикатам  эк­
вивалентности посвящен ряд работ [1— 3]. О днако подобные пре­
дикаты  можно использовать в качестве математической модели не 
во всех реальных ситуациях, например, когда пара входных сиг­
налов подается на различные преобразователи. В этом случае мы 
Приходим к необходимости исследования так  называемых преди­
катов дифункциональности. Такой класс предикатов имеет инте­
ресные приложения при систематическом моделировании работы 
органов чувств человека, а такж е играет важную  роль в теории 
идентификации динамических систем методом сравнения.

Среди предикатов дифункциональности особый интерес для 
исследования представляю т так  назы ваемы е линейно сдвинутые 
предикаты с ограничениями на множестве входных сигналов — 
в данном случае на декартовом  квадрате положительного конуса 
Д  гильбертова пространства Я. Они являю тся хорошей матем ати­
ческой моделью, описывающей работу органов зрения человека, 
поскольку с физической точки зрения входные сигналы в -данном 
случае можно интерпретировать как  строго положительные.

О п р е д е л е н и е .  Предикат Е (х , у ) , заданны й на  множестве 
К х К ,  где К  — положительный конус гильбертова пространства 
Н, назовем п-мерным линейно сдвинутым, если он может быть 
представлен в виде

Е { х ,  у)  =  Од (Я  ( а -) +  а,  Я {(/)). (1)

где Е  ( х )  =  { / /  (•^))1г= 1 ~  набор  л и н е й н ы х  ли н ей н о  н еза ви си м ы х  
ф ун к ц и о н а ло в  в Н , а € Н ,+ — п о ло ж и т ельн ы й  к о н у с  в Пп.

Цель настоящей работы — нахождение экспериментально про­
веряемых условий, которые обеспечили бы сущ ествование линей­
но сдвинутых предикатов. И сходя из этого, докаж ем  следующую 
теорему.

Теорема. Д л я  того чтобы предикат Е (х , у ) , определенны й на 
декартовом квадрате положительного конуса К гильбертова про­
странства Н, был п-мерным линейно сдвинутым предикатом, не­
обходимо и достаточно, чтобы он имел следую щ ие свойства:

1) квазитранзитивность: если Е(х ,  у ) = Е ( г ,  у ) = Е ( г ,  Ц =  1, то
£ ( х ,  0  =  1;

2) полуаддитивность: если Е ( х + г ,  у + г )  =  1, то Е( х ,  у)  =  1; 
. 3) п-мерность: существует так ая  система векторов {е;!'.'=], при­

н ад леж ащ ая  положительному конусу К,  что для любого элемента
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х ^ К  найдутся векторы т Д х )  и т 2(х),  принадлеж ащ ие множе­
ству линейных комбинаций с неотрицательными коэффици­
ентами ~ Е +({е{}'}==1 ), для  которых Е ( х + т г( х ) , т 2(х ) )  — 1 и т( х )  =  
= т 2( х ) —т{(х)  определяется единственным образом  по элемен­
ту х;

4) непрерывность: предикат Е( х ,  у)  вида (1) обладает свой­
ством непрерывности, если отображ ение <р:х->~т(х), где х<=/С н е­
прерывно й метрике Я ; -

для предиката Е( х ,  у)  вида (1) существуют такие векторы 
Ь, и /г2, принадлеж ащ ие множеству линейных комбинаций 
с неотрицательными коэффициентами — Я |-((£/ )/',=1), что

5) псевдорефлексивность: для любого элемента х ^ К  выполня­
ется Е ( х  + Нь х +  Л2) = |1;

6) псевдосимметричность: если Е(х ,  у)  =  1, то Е  (у+2Н\ ,  х +  2/г2) =  
=  1 ;

7) псевдоаддитивность: если Я (х ь  у\) = 1 и Е ( х 2, г/2) =  I, то 
£(*1 Ч-Хг+Лг, */1 +  у2-ЬЛ1) =  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть предикат Е(х ,  у)  
представим в виде (1). Необходимо доказать  выполнение у казан ­
ных выше свойств.

С помощью несложной проверки легко убедиться в том, что 
предикат Е(х ,  у)  обладает свойством квазитранзитивности, а так ­
ж е свойством полуаддитивности.

Проверим выполнение свойства п-мерности. Д л я  начала опи­
шем процедуру выбора системы элементов {е,)”= г  Из данного н а ­
бора линейных линейно независимых функционалов зафиксируем 
какой-либо функционал, для определенности — /и К оразмерность 
его ядра (К ег /Д  равн а 1. С другой стороны, аф ф инная оболочка 
положительного конуса К: а К ( / ( ) = Я ,  поэтому а И ( / ( \К е г  / 1) = Н .  
Это означает, что в /С \К е г  можно выбрать п  линейно независи­
мых векторов {е,}"_х, для которых Е +({е1\’}=х)с1  Я \ К е г / , .

Теперь для произвольного х ^ К  рассмотрим систему
п

/* (■ * )« * = = £  М * )  +  /* (* /)«  А** 1 ,2 , . . . ,  л./=1 .

М атрица ее имеет вич Л =  (/,■ (еД ). П оскольку  с :
сг Н \К е г  / ь  то о п р ед ел и тел ь  \А\ Ф 0. Д ей ств и тел ьн о , п у с т ь
б е М  =  0. Это озн ачает , что столбцы  матрицы  линейно зав и си ­
мы, т. е.

£ ^ / < ( 0 )  =  ° ’ 1=  Ь 2  п -

При 1— 1, с учетом  линейности  ф ункционала , получаем  

/ 1 ( 2  ^ еП ~  О или же ^ l ' k j e j i KeT- f 1. Но это  противоречит пос-
'/--I /  / —1
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строению  {^ЛЛ-1. т а к как £+  ( { е Д Ц )  с= /У Х К е г^ , т. е.
П Кег / 1*=»0-

Таким образом, мы можем найти систему линейно независимы х 
векторов из положительного конуса К,  для которых йе1(/г(е/) )=^0. 
В этом случае для любого х ^ К  система линейных уравнений вида

П
/ к {х )  +  ак =  '%'11( х ) } к (е1), где £=» 1 , 2 , . . . ,  п, (2 )

1=1
им еет ед и н ствен н о е  реш ение. С ледовательн о , вектор т  (я )  =

П
=  2 а1 (х ) е 1 определяется единственны м  образом  по элем ен ту  X. 

1 = 1

П оскольку положительный конус К  гильбертова пространства 
Н  является воспроизводящ им, то найдутся векторы Ш\{х) и т 2( х ) у 
принадлеж ащ ие множеству линейных комбинаций с неот­
рицательными коэффициентами — Е+ и не обязательно* 
единственным образом, для которых т( х )  = т 2( х ) — т\ ( х ) .  Н а ­
пример, возьмем

т ^ х )  =  — 2  М * )  е 1 (3>
I . 1еЦх)

и т 2 { х ) =  ^ ^ 1{ х ) е 1, (4)
1еЦ.X)

где I  (х )  =  {1: /= = { 1 ,2 , ... , п }; сц(х)  <  0}.

Тогда для  любого к из равенств (2) — (4) с учетом линейности 
функционала вытекает

/ » ( х  +  т 1 (я ))  +  а к =® У к {т2 (я )). (5>

Но так  как предикат Е( х ,  у)  представим в виде (1 ), то равен­
ство (5) означает, что Е ( х  + т х(х) ,  т 2(х) )  =  1. Таким образом,,
п-мерность доказана.

Построение вектора т ( х )  по данному я е / (  свидетельствует 
о том, что отображение ф, при котором х~+ т {х), непрерывно' 
й метрике Н. Это означает выполнение свойства непрерывности 
для предиката Е( х ,  у)  вида (1).

Теперь остановимся н а доказательстве свойств псевдорефлек­
сивности, псевдосимметричности и псевдоаддитивности. Построим 
векторы к\ и й2, принадлеж ащ ие и рассмотрим систему
линейных уравнений (6) относительно

2 ( ^)  =  ак> где И = 1 , 2 , , . . , « .  (6}>
1-1

Эта система имеет единственное решение, так  как  с1е1(М е;))Ф 0.. 
Обозначим через



Л, =  S  Alf k (ei),  (8)
UI

г д е  I = { t : i = z {  1 ,2 ........га); а , ( л )  ^  0}.
Т о г д а  Aj, Aa€ t +({e/}?= l), и д л я  лю бого  x i K  справедливо

/ *(* )  +  <** =  /*(*) + S  А1/* (е,). (9)
UI

С учетом (6) — (9) запиш ем

/ *  (* ) +  — .SA '/* (ef) =  / *  (*) +  S A ' /*(<?,)•
, e l  i e l

И спользуя линейность функционала /* имеем
f k  (х  — SA*ei) +  a k= f k ( x  +  S A '<?<)

(e/
И

/ « (JC 4- Ai) +  öft =  / а (•*: +  A2).
Н о последнее равенство означает, что E (x -\-h u j c + iA 2 ) =  1. П сев­
дорефлексивность доказана.

Псевдосимметричность. Пусть Е( х ,  у )  =  1. Тогда f k { x ) + a k =  
— fit(У), А=1,  2, ..., га. У читывая (6 )— (8), имеем

Л  (у) +  а* =  /=А (jc) +  2а*;

f k  (У) +  а„ =  fk (х)  +  2 /*  (ä 2 -  Ai);

/ а (р +  2А,) +  а* =  / а (л: +  2А,).

И, наконец, выполнение свойства псевдоаддитивности заверш ает 
доказательство необходимости условий, сформулированных в тео­
реме.

Пусть £ ( * 1, y i ) = E ( x i ,  yz) = \. Тогда из вида предиката (1) вы-
ТРРТЯРТ

/  (Д:1) + а^ / аЫ  (10)

и /* ( -* ■ )+ « *  w M V t ) -  ( п )
П росуммировав (10) и (11), получим

/ а  (-^i +  х ? )  +  2 а*  =  f t  (U i  +  Уз)-

Воспользовавшись (6), запишем
п

и  (*! +  x t ) ч- s  f* (.ei)hl +  а* =  / *  (г/i 4- */2)- 
/—1

И, принимая во внимание (7) — (9):
fk (*1 4- х 2 4- А2) 4  а* =  fk {У\ +  У г +  А^.

Последнее равенство означает, что Е(Х\-\-Х2 + Ь.з, у\ +  Уз + Н\) — 1. 
Н а этом доказательство необходимости заверш ается.
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Достаточность. Н ам  необходимо доказать, что предикат Е ( х , у ) ,  
определенный на декартовом квадрате положительного конуса К  
гильбертова пространства Я  и удовлетворяю щ ий условиям 1)— 7), 
м ож ет быть представлен в виде (1).

Если предикат Е( х ,  у) =  1, то он по условию удовлетворяет 
свойствам  п-мерности и псевдосимметричности, т. е.

Е ( х х +  пг 1 { х ) ,  тп2 { х ) )  =  1; Е { у  +  2А,, х  +  2Аа) =  1.

Теперь воспользуемся свойствами псевдоаддитивности и полуад- 
„дитивности. В результате получим

Е  {х 4- у  +  гп1 ( х )  +  2ЛХ +  Аи т г ( х )  +  х  +  2А2 +  А,) =  1;

Я  (у  +  т Д х )  +  А„ т 2(х)  +  к 2) —  1.

П усть ггц(х) + к 1 = т 1!(у) (1 2 ), и т 2( х ) + к 2 = т 2{у) (13) соответ­
ственно. Тогда для любого элемента у ^ К  выполняется 
Е ( у  + гпі (у) ,  т 2(у) )  = 1 , где т ( у ) = т і { у ) Г- т 1{у),  и определяется 
единственным образом по элементу у.  И спользуя (12) и (13), з а ­
пишем т ( у )  = т 2\(х)— т х, ( х ) +Н2— Ях. В свою очередь, т 2( х )— 
— т 1( х ) = т ( х ) ,  а Л2—Яі =  Я. Отсюда т( у )  = т(х)+1г.

С ледовательно, можно сделать вывод, что Е  (х, у)  =  1 <  =  >  
^ Ф - т ( х ) + 1 г = т ( у ) ,

Т ак как  мы доказали, что любые элементы х  и у,  принадлеж а­
щие положительному конусу К,  удовлетворяю т свойству п-мер­
ности, то выполняется

.. Е  (х  +  т х (л:), т 2 (*)) =  1; Е { у  +  т х (у),  т 2 {у)) =  1.

В оспользуемся еще р аз  свойством псевдоаддитивности. В резуль­
тате  получим

Е  ( х  +  у  +  т 1 ( х )  +  Ші (у) +  А2, т 2 (-'0 +  Щ  (у)  +  Ах) =  1. (14)

С  другой стороны, д ля  элемента х + у  условие п-мерности
Е ( х  +  у  +  т 1 {х  -(- у ), т г (х  Т  у )) =  1, (15)

где т г ( х + у )  —  гп\ (х + у) = т ( х  + у)  и т ( х  + у)  определяется един­
ственным образом по элементу х + у .

Сравнив (14) и (15), находим, что

{х +  у) — /и, ( х  +  У) =  Щ  ( х )  +  т 2(у) +  Аа — т 1 (х)  — т 1{у)— И1=

т г (л ) +  т 2 (у) — яг, (у) +  А2 — А,.

В результате т{ х  + у) *=т(х) + т ( у ) +  А (16). По условию под век­
тором т( х )  мы подразумевали систему Я+({ег)"=1 ) линейных ком­
бинаций векторов {£,}"_, с нео1рицательными коэффициентами сц(х):

П
т  (*) =  Е  «г (*) еь

^^Рддевательно, учитывая (16), имеем т ( х + у ) —ш ( х ) + т ( у ) +  А.
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Рассмотрим 1(х) =  а ( х )  +Н.  Тогда д ля  любого элемента х + у  
выполняется

/  (х +  у) =  я ( х  +  у)  +  А =  а (х )  +  а (у)  +  2Л =  /  ( х )  +  /  (у).

О тсю да Ц х + у )  = } ( х ) + } { у ) ,  т. е. /*(лг) — линейный функционал 
в Я , и для любого I справедливо равенство а*(х) =1с{х)  4А,- (17). 
Т ак  как

П
Е  (а , У) =  1; т  ( х )  +  А =  т  (у); т { х : ) =  2 «і (х) ер,

і=і

получим
п п п ,

2  “ і (*)<?<+ 2  Аів/== 2 »і ( і/ ) єі.
/-»1 /-«1 f=i

п

С ократим  обе части равенства на 2  еь и воспользуемся (17):

я і ( х )  +  Ііі =  я/(г/); / , ( * )  4 - 2Аг =  /,• (у) +  А.

В результате получим /»(*) 4(Аг=/";(у).
Обозначим

\ f n  (■*)/

после чего имеем F( x )  + a  — F{y) ,  а это, в свою очередь, означает, 
что данный предикат Е  (х , у)  представим в виде Е  (х , у)  =  
=  D B(F(x)  4 а ,  F ( y ) ) ,  здесь D B— стандартный предикат равенства 
на # х Я ;  F( x )  =  {/,• (*)}£-:— набор линейных функционалов в Я ; 
a ^ R n+, где а — положительный конус в R n. Теорема доказана.
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ЗАВИСИМ ОСТЕЙ

Основным математическим средством моделирования интеллек­
туальны х процессов являю тся формальные системы (исчисления), 
к  числу которых относятся различны е логические языки, исчисле­
н ия зависимостей в б азах  данны х [1, 2], формальные грамм атики. 
Ф ормальные системы служ ат для  выявления синтаксического ас-
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