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ÄÈÝËÅÊÒÐÈÊÎÌ

×ÓÌÀ×ÅÍÊÎ Ñ.Â.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå âíóòðåííåé ãðàíè÷íîé çàäà-
÷è ýëåêòðîäèíàìèêè îá ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå â öè-
ëèíäðè÷åñêîì ðåçîíàòîðå, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì íå-
ëèíåéíûì äèýëåêòðèêîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ
âèõðåâîãî ìîäà ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà. Èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä ýâîëþöèîííûõ  óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå
Ìåòîä ìîäîâîãî áàçèñà (èëè ìåòîä ýâîëþöèîí-

íûõ óðàâíåíèé), êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ
[1,2], ïîçâîëÿåò ðåøàòü ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ ó÷åòîì ìàòåðèàëüíûõ
óðàâíåíèé îáùåãî âèäà, ò. å. íåëèíåéíûõ. Ïðåèìó-
ùåñòâî äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû, çàâèñÿùèå
îò âðåìåíè, ó÷àñòâóþò íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå
ðåøåíèÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü íå îãðàíè÷èâàòüñÿ
ñëó÷àåì, êîãäà âñå íåëèíåéíûå ýôôåêòû â ìåõàíèç-
ìàõ ïîëÿðèçàöèè, íàìàãíè÷èâàíèÿ è ïðîâîäèìîñòè
ñðåäû ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Â ôèçè÷åñêîì ïëàíå îí
ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, êîòî-
ðûé â ýëåêòðîäèíàìèêå ïðèìåíÿåòñÿ ê ñòàöèîíàðíî-
ìó ïîëþ.

Â ðàáîòàõ [3-6] ðàçâèâàåòñÿ ýâîëþöèîííûé ïîäõîä
ê òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Òàê, â [4,6, 7] îáñóæäà-
þòñÿ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå
âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè â
ðåçîíàòîðå ñ íåñòàöèîíàðíûì äèýëåêòðèêîì.

Óêàçàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè
ðàñ÷åòå èçìåðèòåëåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïàðàìåòðîâ
âåùåñòâà, â êîòîðûõ ñîçäàåòñÿ ìîäóëèðóþùåå ïîëå
àêóñòè÷åñêèõ âîëí.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáà-
íèÿõ â ðåçîíàòîðå ñ ÷àñòè÷íûì çàïîëíåíèåì íåëè-
íåéíûì äèýëåêòðèêîì (ðèñóíîê).

Ñîñòîÿíèå ïîëÿ â ñðåäå (îáëàñòü II) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèìè ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âçàèìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ìîäîâ íà äèýëåêòðèêå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî êàæäûé ìîä (êàê âèõðåâîé, òàê è íåâèõðå-
âîé) ñîâåðøàåò èíäèâèäóàëüíî êîëåáàíèÿ ïîä âîç-
äåéñòâèåì ñðåäû. Â òàêîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü âèõðåâîãî ìîäà ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) ( ) ( )rEtetrE 
=, ,   ( ) ( ) ( )rHthtrH 

=, .  (3)

Çäåñü èíäåêñû, èäåíòèôèöèðóþùèå âèõðåâîé
ìîä, îïóùåíû äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè. Âåêòîðíûå
ôóíêöèè êîîðäèíàò îïðåäåëÿþò ýëåìåíò áàçèñà â
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû,
çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýâî-
ëþöèîííûì óðàâíåíèÿì [3], êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà äàí-
íûé ýëåìåíò áàçèñà. Ðåøåíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
3. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ áàçèñíîãî
ýëåìåíòà (îïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà)

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûå ìîäû ýëåêòðè÷åñêîãî
òèïà. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü âûðàæåíî
÷åðåç îäíîêîìïîíåíòíûé âåêòîð Ãåðöà. Ïîòåíöè-
àëüíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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k – ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà çàäà÷è.
Êîìïîíåíòû ïîëÿ äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ ñëåäóþ-

ùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 1) òàíãåíöèàëüíûå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äîëæíû áûòü
ðàâíû íóëþ íà âíóòðåííåé ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè ðåçîíàòîðà, êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿ èäåàëüíî ïðîâî-
äÿùåé; 2) ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ äîëæíû
áûòü íåïðåðûâíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ îáëàñòåé
âíóòðè ðåçîíàòîðà.

Ïîä÷èíÿÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ ãðàíè÷íûì óñëîâè-
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Èç ïîñëåäíåé ÑËÀÓ âûòåêàåò äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé k :
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ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
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Âåêòîð-ôóíêöèè êîîðäèíàò â îáåèõ îáëàñòÿõ
ðåçîíàòîðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ÷àñòåé áàçèñíûõ ýëå-
ìåíòîâ:
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4. Ðåøåíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé
Ïðîåêòèðóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà

áàçèñíûé ýëåìåíò, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (1), (2) ñèñòåìó
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ
êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè:
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ãäå c – ñêîðîñòü ñâåòà; k – ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
îïðåäåëÿåìûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4); ζ
è ρ  – èçâåñòíûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäå-
ëÿåìûå ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè ðåçîíàòîðà.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7) âûðàçèì ïðî-
èçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà

( )th è ïîäñòàâèì åå â ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîå ïî
òîé æå ïåðåìåííîé ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷åííîå â
ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ðàçäåëèì íà ( )2ck . Òîãäà
èìååì
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ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä [8,9], ïîëó÷èì äëÿ
èñêîìûõ âðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ( )te  ïðÿìóþ
ôîðìóëó:
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3, σσ – çàäàííûå óäåëüíûûå ïðîâîäèìîñòè ñðåäû.

Êîýôôèöèåíòû ( )th  òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ èç ñè-
ñòåìû (7) è èìåþò âèä
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, âûðàæåí-
íûå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

5. Âûâîäû
Èòàê, ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à îá ýëåêòðîìàãíèòíûõ

êîëåáàíèÿõ â îáúåìå, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì íåëè-
íåéíûì äèýëåêòðèêîì, ðåøåíà ìåòîäîì ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ
ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè,
è âåêòîðíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ôèçè÷åñ-
êè ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì ìîäàì ðåçîíàòîðà (3).
Âåêòîðíûå áàçèñíûå ýëåìåíòû îïðåäåëåíû ïóòåì
ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ ëàïëàñèàíà òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì, êàê è â
êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Ýâîëþöèîííûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò
âðåìåíè, ïîëó÷åíû ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà íà áàçèñíûå ýëåìåíòû. Ïîëó÷åííàÿ
ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó íåëè-
íåéíûå ïðîöåññû â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Äëÿ
àíàëèçà äâèæåíèé â èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìå èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùèõñÿ àìïëèòóä [8,9]. Âðåìåííûå êîýôôèöèåíòû
äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè
è âûðàæåíû â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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