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СТАТИСТИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ АНТЕННЫХ РЕШЕТОК С НИЗКОЙ  
ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬЮ  ОПТИМАЛЬНЫХ ДИАГРАММ К ФЛУКТУАЦИЯМ

В РАСПРЕДЕЛЕНИИ ИСТОЧНИКОВ

Попытка синтезировать нереализумые диаграммы направленности (ДН) приводит, как правило, 
к диаграммам очень чувствительным к малым возмущениям полученного оптимального распределе­
ния источников. На практике это означает, что при реализации найденных амплитудно-фазовых рас­
пределений (АФР), из-за всегда присутствующих в антенне флуктуаций источников, получаемые ре­
ально ДН (т.е. отдельные реализации ДН) могут значительно отличать-ея от синтезированной, а, сле­
довательно, и от заданной ДН. В качестве меры чувствительности удобно взять дисперсию диаграм­
мы по полю, ибо её значение как раз и оценивает степень разброса отдельных реализаций относи­
тельно средней ДН. Существующие методы синтеза антенных решеток (АР) по заданной ДН не по­
зволяют в процессе решения гарантировать малую или заданную степень чувствительности получае­
мого решения. В данной работе рассмотрена в статистической постановке задача синтеза АР по кри­
терию минимума квадратичного отклонения средней ДН по полю от заданной при условии, что дис­
персия её не должна превышать заданного уровня.

Диаграмма направленности антенной решетки, состоящей из N  одинаково ориентированных 
излучателей, с точностью до постоянного множителя имеет вид

вектор комплексных токов возбуждения в пространстве Е м  ; гт -  вектор положения т  -го излуча­
теля, направленный в точку наблюдения; к  = 2п  /  X -  волновое число.

Будем полагать, что флуктуациям подвержен вектор комплексных токов

* -  знак сопряжения матрицы.

Усредненная по всем направлениям в пространстве дисперсия диаграммы направленности опре­
деляется следующим выражением [1]:

є о . Таким образом, задача синтеза АР может быть сформулирована как задача на условный экстре­
мум:

где А  = ||аот[| -  матрица-столбец с элементами а т -  ц т {и)ехр(]кгтй ) ,  т  =  1,N  ; і =

1 -  (/1(1+  £,!),•• причем случайные величины £,п центрированы с корреляционной

матрицей В (£,)= * )=  сг|||оз,ш ||^  . Здесь £ -  матрица-строка случайных величин

2 | |2а< = т а х  М. ;.п ~ максимальная суммарная дисперсия; М -  знак математического ожидания;
п

где сіО. -  элемент телесного угла.

Рассмотрим следующую задачу. Синтезировать такую диаграмму антенной решетки Р ( й ) , что­

бы дисперсия ДН <т> была минимальной, а точность аппроксимации заданной диаграммы (и)
~ V* 2синтезируемой, определяемая метрикой пространства , не превышала бы определенного уровня

° 4л <П!
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2Поставленная задача эквивалентна задаче минимизации невязки в  =  ||МЕ -  ^ о ||о при условии,

что дисперсия ДН не превыпхает фиксированного уровня б о . Чтобы исключить возможность выхода
синтезированной диаграммы из класса оптимальных за счет последующей её нормировки, рацио­
нально включить в невязку нормирующий множитель при синтезируемой диаграмме. Если опти­
мальный нормирующий множитель найти из критерия минимума невязки [2], то £ примет вид

Н Ы 1? Н ( А - М ,Р 0 ) / / | А - М С 2 . ( 1)

Из правой части этого равенства видно, что величина невязки определяется токами решетки с 
точностью до постоянного множителя. Поэтому и уровень дисперсии ДН с^десообразно определить в 
относительных единицах, например, в единицах мощности средней раммм по полю. При таком

9
подходе ограничение на дисперсию диаграммы а “р  запишется в

с у ^ / |А - М |“ < 5 0 . (2)

Если решать задачу минимизации (1) при условии (2), то в (2) знак строгого неравенства нужно 
исключить, так как в противном случае решается задача на безусловный экстремум, что противоре­
чит первоначальной постановке. Предварительно задачу на условный экстремум перепишем в мат­
ричном виде:

Н М ? - ! ( м > о ) 2 ' ( н и ) ^ ш > ъ  / 0 ( | : ( о 1 н и ) / ( н у )  =  8 0 ,
Ш10

где Н  = ||ЛИМ|^  =  1 / 4тс |А А * с /0  -  нормированная матрица взаимных сопротивлений; А* Р\) — век-

тор в К у  с компонентами (1 / 4л ) ]д (ы )ехр (- ]кгтй)Е§  (г7)с?Г2, т  = 1, N . который получается как
П

результат отображения заданной диаграммы направленности в сопряженное пространство; (о,о) -

скалярное произведение в ; Н  = р ) птЬпт -  положительно определенная матрица.

Рассматривая введенную относительную дисперсию как отношение двух эрмитово положитель­
ных форм, заключаем, что 5 о должно находиться в интервале, образованном минимальным и мак­

симальным значениями пучка ( н и  ) -  / .(№ ,1). Меняя корреляционные связи в токах АР, можно ме­
нять интервал изменения допустимых значений дисперсии. Так, когда отсутствуют корреляционные 
связи (со тп = О, п ^  т ) и случайные величины имеют одинаковую дисперсию, относительная

2 2дисперсия находится в интервале Оу; /  Ят )п , сгу / к тах , где ЛП1;П, А^ах -  соответственно мини­
мальное и максимальное собственные значения матрицы Н . При усилении корреляционных связей 
происходит сужение этого интервала вплоть до его исчезновения при со пт —» 1 .

Будем считать, что при заданной корреляционной матрице величина 5 о находится в указанном 

интервале. В противном случае требование относительно 5 о либо занижено, либо завышено.
Задачу на условный экстремум (3) решаем вариационным методом с помощью множителя Ла­

гранжа и находим, что оптимальные токи удовлетворяют линейному уравнению

(н  + а а | н ) 1а . ^ д Г ^ 0 ,

где множитель а  находится из условия принадлежности оптимальных токов множеству , т.е. на­
ходятся из уравнения

Ст ( ш а , 1а ) /(Ш а , |’г/)  ~  5 о . (4)
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Решение этого уравнения сильно упрощается, если рассматривать дисперсию на оптимальных 
токах как функцию переменной величины а  > 0 :

У(а ) = (Ні а , іа ) /(Н іа  , Іа ).

Эта функция, как было сказано ранее, ограничена сверху и снизу, а также монотонно убывает с 
ростом а , что легко доказывается, с использованием идеи, изложенной в [3]. Поэтому, определив 
пробным путем интервал изоляции корня, можно, например, методом хорд найти корень уравнения
(4) с любой степенью точности.

Для оценки чувствительности полученного решения к влиянию флуктуаций в распределении ис­
точников введем коэффициент чувствительности (КЧ) синтезирование 1 диаграммы направленности 
(СДН) как нормированную дисперсию в энергетической метрике

а  - 0||о М

Он характеризует степень разброса реализаций оптимальной диаграммы вследствие наличия 
флуктуаций в токовом режиме антенны. Наиболее просто анализ КЧ можно провести, когда корреля- 

I! #  тционная матрица | р и/и ^  = I единичная матрица. Для этого случая имеем

Р = Г1Ф гоЦ2 И ( » а > )

где оптимальные токи уже удовлетворяют уравнению

(н  + а а | 1 ) % = л Ч .

Такая запись уравнения относительно оптимальных токов позволяет для получения явного вы­
ражения этих токов использовать в качестве ортонормированного базиса собственные векторы

{9« А матрицы Н  (Н Фп *  , 0 < А,1 < • • • Х щ ) .  Простые преобразования приводят к следую­
щем}' выражению:

п  к ч , < р „ )
‘а (5)

Полученное спектральное разложение оптимального вектора токов показывает, что для решеток 
с увеличенным количеством элементов, магрица взаимных сопротивлений которых имеет ХП);П « 1  
(например, сверхнаправленные АР), с вычислительной стороны статистический подход значительно 
предпочтительнее детерминированного, так как улучшает обусловленность линейной системы алгеб­
раических уравнений для искомого решения.

Используя соотношение (5), перепишем КЧ в виде

? N  

п - 1

A t  F, .Фи Vï-Fol

J  '
г «  + астІ ,

Отсюда видно, что КЧ всегда будет мал при малой суммарной дисперсии -  СДН обладает малой
чувствительностью к флуктуациям в АФР, если только минимальное собственное значение матрицы

2 * сопротивлений не очень мало. Если /Ц ~ ст у , то основной вклад в КЧ дает проекция вектора А 0

на минимальный главный вектор и

к ^ фіИМ Ґ
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В этом случае КЧ будет расти обратно пропорционально суммарной дисперсии. Такая ситуация 
характерна для решеток, взаимные сопротивления которых близки к собственным (решетки с малыми 
межэлементными расстояниями). Очевидно, что наименее чувствительными диаграммами, получен­
ными при синтезе, будут те, которые соответствуют заданным диаграммам из класса диаграмм,
проектируемых в сопряженном пространстве только на максимальный главный вектор.

Представляет интерес исследование на чувствительность класса реализуемых диаграмм. Не-

трудно показать, что (для заданной реализуемой диаграммы) А 0 -Рд = Н е , где с -  вектор, компо­

нентами которого являются коэффициенты разложения диаграммы . Поэтому КЧ для 
реализуемых диаграмм принимает вид

»2 =  1

Анализ полученного выражения показывает, что даже при самом неудачном выборе коэффици­

ентов реализуемой диаграммы ((с, (ри ) = 0, п = 2 , N ,  « 1  ] коэффициент чувствительности будет
2

ограничен, а в остальных случаях мал при малой суммарной дисперсии а  V . Таким образом, реали­
зуемые диаграммы относятся к классу диаграмм, мало чувствительных к флуктуациям в распределе­
нии источников.
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