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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èñ-
ñëåäóåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé, ïðîâîäèòñÿ åãî äåêîìïîçèöèÿ, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò ïîíÿòèå ñìåæíîñòè. Ñòðîèòñÿ ñåìåé-
ñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìèçàöèè. Íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ ôîðìóëèðóþòñÿ
ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé öåëè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñëå-

äóþùåãî âèäà:
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kJJixxBRBx kkik
k

k ,,2,1,,1,0; .

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî kB  , åãî ñâîéñòâà è
íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå kB
èññëåäîâàíû â [1,2].

Îñóùåñòâèì âûïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðà-
ìåòðîì 0 ) äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå 
ôóíêöèè )(x  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

,2 k
k BconvQX  êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî,

íàïðèìåð, ñïîñîáîì, îïèñàííûì â [2]. Ó÷òåì, ÷òî
òî÷êè ìíîæåñòâà Âk è òîëüêî îíè óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå
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Òîãäà çàäà÷å (1) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:

,minx ,,10,
4

, 2
ki

k JixkcxRx

kRc )
2
1,...,

2
1( .                       (2)

Äëÿ ðàçðàáîòêè ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ (1), (2)
èññëåäóåì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü ,
00

2
0
1

0 ),...,,( kk Bxxxx  à k
k Bxxx ,, 21

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà kQ2 , ñìåæíû-
ìè ñ 0x .

Ìíîãîãðàííèê kQ2 - âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà

kB - ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá â kR , îïèñûâàåìûé
ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ [3]:

ki Jix ,10 .               (3)

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà – êðèòåðèé âåðøèíû ìíîãî-
ãðàííèêà kQ2 .

Òåîðåìà 1. Âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà kQ2  ÿâëÿþòñÿ
òî÷êè kxxxx ,, 21 , 1,0ix , kJi , è òîëüêî
îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì
îïèñàíèå ìíîãîãðàííèêà kQ2  â ñëåäóþùåì âèäå [4].
Ïóñòü

a
a taxx 0                     (4)

– âåêòîðíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì a
a ta  çàäàåò

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ åäèíè÷íûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ keee ,, 21  ïðîñòðàíñòâà kR  ñ ÷èñëîâûìè
ïàðàìåòðàìè kttt ,, 2 . Åñëè â âåêòîðíîì óðàâíå-
íèè (4) ïðèäàâàòü âñåì ïàðàìåòðàì at  òîëüêî
çíà÷åíèÿ 10 at , à kRx0 çàäàòü â âèäå

0,,0,00x , òî ïîëó÷èì k - ïàðàëëåëåïèïåä ñ
âåðøèíàìè

keexeexexx 10210100 ,,, .

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëó÷èì ìíîãîãðàííèê kQ2 , îïèñû-
âàåìûé ñèñòåìîé (3). Êàê ñëåäóåò èç [4], ïðèäàâàÿ
âñåì ÷èñëîâûì ïàðàìåòðàì at  òîëüêî çíà÷åíèÿ 0
èëè 1, ïîëó÷èì âåðøèíû (0-ãðàíè) ïàðàëëåëåïèïå-
äà kQ2 . Ïîñêîëüêó 0,,0,00x , à êîîðäèíàòû
áàçèñíûõ âåêòîðîâ 1,0j

ie  è 1,0at , òî êîîðäè-
íàòû ëþáîé âåðøèíû x , ïîëó÷åííîé òàêèì îáðà-

çîì, òàêæå ïðèìóò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà 1,0 .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ki
k JixRx ,1,0, . Òà-

êàÿ òî÷êà x  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4), â êîòî-
ðîì 0,,0,00x , à ïàðàìåòðû it  çàäàþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ,1it åñëè 1ix , è 0it , åñëè

0ix . Íî òîãäà x  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðøèíó
ïàðàëëåëåïèïåäà kQ2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Âåðøèíû 1x  è 2x  ìíîãîãðàííèêà kQ2
ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿìè òîëüêî
îäíîé êîîðäèíàòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå (4). Êàê ñëåäóåò èç [4], ðåáðî (1-ãðàíü)
ïàðàëëåëåïèïåäà ïîëó÷àþò, ïðèäàâàÿ îäíîìó èç
ïàðàìåòðîâ it  âñå çíà÷åíèÿ 10 it  è ôèêñèðóÿ
çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ jt ij  êàê

1jt  èëè 0jt . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó
1x  ìíîãîãðàííèêà kQ2 . Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ (4) ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ  kttt ,, 21 . Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî kJi
è, îñòàâèâ íåèçìåííûìè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

,, ijt j  áóäåì èçìåíÿòü  it . Ïðè ýòîì, åñëè 0it ,
èçìåíèì åãî çíà÷åíèå îò 0 äî 1; åñëè 1it , òî
èçìåíèì åãî îò 1 äî 0. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî èçìåíåíèÿ
ñîãëàñíî òåîðåìå 1 áóäåò ïîëó÷åíà íîâàÿ âåðøèíà

.

,

,
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2x . Ïî ïîñòðîåíèþ 2x  îòëè÷àåòñÿ îò 1x  çíà÷åíèåì
òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû ix . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 1x
è 2x  ëåæàò íà êîíöàõ îäíîãî ðåáðà ïàðàëëåëåïè-
ïåäà. Ñëåäîâàòåëüíî, 1x è 2x - ñìåæíûå âåðøèíû.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 1x è 2x - ñìåæíûå âåðøèíû
ïàðàëëåëåïèïåäà kQ2 . Çíà÷èò, îíè ëåæàò íà êîíöàõ
îäíîãî ðåáðà kQ2 . Êàæäîå ðåáðî kQ2  ïîëó÷àåòñÿ ïðè
ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ kttt ,, 21  ïó-
òåì èçìåíåíèÿ îäíîãî èç íèõ îò 0 äî 1. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî 1x è 2x  îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿìè òîëüêî
îäíîé êîîðäèíàòû.

Ñëåäñòâèå 2. Êàæäàÿ âåðøèíà kQx 2  èìååò k  ñìåæ-
íûõ ñ íåé âåðøèí.

Ïîñòðîèì ãèïåðïëîñêîñòü â kR , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êè kxx ,,1  è îòäåëÿþùóþ 0x îò òî÷åê ìíîæå-
ñòâà kB . Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 2. ��Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè a , ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà kQ2 , ñìåæíûå ñ
âåðøèíîé kk Bxxxx ),...,,( 00

2
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1

0 , èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

,0...2211 kkk dxcxcxc            (5)

ãäå k
i

i
i Ji

хесли
хесли

с ,
0,1

1,1
0

0

,        (6)

dk ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè â (5) ïðîèç-
âîëüíîé âåðøèíû kQ2  , ñìåæíîé ñ 0x .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðîâå-
ðèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 2k . Ïðè
ýòîì âåðøèíàìè kQ2  áóäóò òî÷êè (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1). Ïðèíèìàÿ çà 0x  êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê
ïîî÷åðåäíî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ãèïåðïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñìåæíûå âåðøèíû ìíî-
ãîãðàííèêà, óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Íàïðèìåð, ïðè 0,00x  ñìåæíûìè âåðøèíàìè
áóäóò 0,11x , 1,02x . Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â

2R , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèõ, áóäåò 0121 xx .

Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû èñòèííî ïðè

nk . Ïîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ 1nk .
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Çäåñü ñ ïîìîùüþ âåðõíåé ÷åðòû îáîçíà÷åíî
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1ny .
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2
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Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà Y  óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ ãèïåðïëîñêîñòè a âèäà

01112211 nnn dycycyc ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ncc ,1  ñîâïàäàþò ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â (5):

.
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Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî

,1... 00
22

0
11 nnn dxcxcxc          (7)

ãäå ñi óäîâëåòâîðÿþò (6).

Äåéñòâèòåëüíî, 0x  îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé ñìåæíîé
âåðøèíû lx  çíà÷åíèåì òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû

lx . Ïîñêîëüêó òî÷êà lx  ëåæèò â ïëîñêîñòè , òî

.0...2211 n
l
nn

ll dxcxcxc  Åñëè â âåêòîðå lx
êîîðäèíàòà 0lx , òî 10

lx . Ïî ïîñòðîåíèþ ïëîñ-
êîñòè  â ýòîì ñëó÷àå 1lc . Çíà÷èò ñóììà (7)
îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû (6) òîëüêî ñëàãàåìûì ll xc : â
âûðàæåíèè (6) 0ll xc , à â (7) 10

ll xc . Åñëè æå
â âåêòîðå lx  êîîðäèíàòà 1lx , òî 00

lx . Íî
òîãäà 1lc , 1ll xc , à 00

ll xc . À òàê êàê
ñóììû (6) è (7) ðàçëè÷àþòñÿ â îäíîì ñëàãàåìîì

ll xc , à 
n

i
nii dxc

1
0 , òî 

n

i
nii dxc

1

0 1 . Â ñèëó

òîãî, ÷òî òî÷êà 0x  è ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà
lx  âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òîæäå-

ñòâî (7) äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó 0y . Ïîäñòàâëÿÿ âåð-
øèíû 1

2
nQ , ñìåæíûå ñ íåé, â óðàâíåíèå

ïëîñêîñòè  â ïðîñòðàíñòâå 1nR , ïîëó÷àåì:

1) Äëÿ âåðøèí nyyy ,,, 21
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Â ñëó÷àå, åñëè 10
1ny , òî ïî óòâåðæäåíèþ

òåîðåìû 11nc .

Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

01
0

11 nnnn ddyc

ïîëîæèì 11 nn dd .

Åñëè 00
1ny , òî ïî ïîñòðîåíèþ 11nc .

Òîãäà nn dd 1 .

2) Äëÿ âåðøèíû 1ny

1
0

11
00

22
0
11 )...( nnnnnnn dycddxcxcxc

0
1111 nnnn ycdd .

Â ñëó÷àå 10
1ny , ó÷èòûâàÿ, ÷òî 11 nn dd ,

èìååì 0111 0
111 nnnnnn ddycdd ,

ò.å. 1ny  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè
ïðè 10

1ny .  Åñëè æå  00
1ny ,  òî  òàê êàê

nn dd 1  è  11nc ,   èìååì

0
1111 nnnn ycdd

011 nn dd ,

ò.å. 1ny  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè

 è ïðè 00
1ny . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå

ïëîñêîñòè , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû 1
2
nQ ,

ñìåæíûå ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíîé 1nBy ,

èìååò âèä (5).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Äâå òî÷êè 1x  è 2x kB  íàçîâåì n
– ñìåæíûìè, åñëè îíè ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíè-
ÿìè òî÷íî n  ñâîèõ êîîðäèíàò.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè òî÷êè 1x è
2x kB  ÿâëÿþòñÿ n -ñìåæíûìè, òîk

i
ii nxx

1

21
. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ òî÷êè kBx0  èìååòñÿ ðîâíî )( kn n -

ñìåæíûõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà kQ2 kn .
Äåéñòâèòåëüíî, òî÷åê ix , n -ñìåæíûõ ñ òî÷êîé

0x , ìîæíî íàéòè ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî
ñïîñîáîâ âûáðàòü íàáîðîâ ïî n  èç k . À òàêèõ

ñïîñîáîâ âñåãî N )( kn )!(!
!
nkn

k
. Ìíîæåñòâî

âåðøèí ìíîãîãðàííèêà kQ2 , n– ñìåæíûõ ñ âåðøè-

íîé 0x , îáîçíà÷èì 0xX n . Òàêèõ ìíîæåñòâ
0xX n , êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ n -ñìåæíîñ-

òè, âñåãî k .

Ðàññìîòðèì òî÷êó kBx0 . Ïðîâåäåì ãèïåðïëîñêî-

ñòè )(i  ÷åðåç ìíîæåñòâà âåðøèí ìíîãîãðàííèêà
kQ2 , i  – ñìåæíûõ ñ 0x , kJi .

Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè )(i , ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà kQ2 , i -ñìåæíûå ñ

âåðøèíîé kk Bxxxx ),...,,( 00
2

0
1

0 , èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

,0...2211
i
kkk dxcxcxc          (8)

ãäå ic  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6), à
11)( ,1 kk

i
k didd  ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (8)

ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû kQ2 , 1-ñìåæíîé ñ 0x .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ïî èíäóê-
öèè. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ 1i  (ò.å.
ñëó÷àÿ 1-ñìåæíûõ âåðøèí) ñëåäóåò èç äîêàçàííîé
âûøå òåîðåìû 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû
äëÿ kni  ñëåäóåò åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ  1ni .

Ïóñòü )( 0)( xXx n
 – ìíîæåñòâî âåðøèí kQ2 , n -

ñìåæíûõ ñ 0x  , ,,...,, 21)( Nn xxxX
n
k

N .

Ïóñòü äëÿ âñåõ )(nXx  ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

,0...2211
n
kkk dxcxcxc          (9)

ãäå ic , kIi  è n
kd   óäîâëåòâîðÿþò   óñëîâèÿì

òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 01 xX n

)(,,...,, 1
21 k

n
M Mxxx , ñîäåðæàùåå âåðøèíû

kQ2 , 1n -ñìåæíûå ñ 0x . Ïî îïðåäåëåíèþ n -

ñìåæíîñòè äëÿ âñÿêîé òî÷êè )( 0)( xXx ni
 ñóùå-

ñòâóåò  òî÷êà )( 0)1( xXx nj ,  êîòîðàÿ  îòëè÷àåòñÿ

îò 0x  çíà÷åíèÿìè  òåõ  æå  êîîðäèíàò,  ÷òî è ix ,  à,

êðîìå òîãî,  åùå îäíîé êîîðäèíàòû  tx .  Ïîñêîëüêó

äëÿ )( 0)( xXx ni  ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (9), òî

0......2211
n
k

i
kk

i
tt

ii dxcxcxcxc .

Íî 0)1( xXx nj   îòëè÷àåòñÿ îò 0x  çíà÷åíèÿìè òåõ

æå êîîðäèíàò,  ÷òî  è  )(ni Xx ,  çà  èñêëþ÷åíèåì tx .

Òîãäà   n
k

j
kk

j
tt

jj dxcxcxcxc ......2211

).(
1

i
t

j
tt

i
tt

j
tt

k

l

n
k

i
ll xxcxcxcdxc

Â ñëó÷àå, åñëè 10
tx , à çíà÷èò è 1i

tx , òàê êàê ïî
çíà÷åíèþ t -é êîîðäèíàòû ix  è 0x ñîâïàäàþò, òî

1tc  è 0j
tx . Åñëè æå 0

tx 0i
tx , òî 1tc  è

1j
tx . Òîãäà 1)( i

t
j
tt xxc . Ñëåäîâàòåëüíî,

.01

,1

1 1

1

1
k

l

k

l

n
k

j
ll

n
k

j
ll

k

l

n
k

j
ll

dxcdxc

dxc

À ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà k
nj BxXx )( 0)1(  ëåæèò

íà ïëîñêîñòè (n+1), îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì
k

l

n
kll dxc

1

1 0 . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà

)( 0)1( xXx nj
 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 äîêàçàíî.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí kQ2 , n -ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé 0x :

)(0)( )( i
k

n BxX .

Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé âèäà

k

i
ii xcxf

1
)( .                 (10)

Îïðåäåëèì ìèíèìóì  ôóíêöèè xf  íà ìíîæåñòâå

).( 0)( xX n Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: kp IiiiI ,...,, 21

- ìíîæåñòâî èíäåêñîâ òàêèõ, ÷òî 00
si
x  è  0sic ,

à òàêæå òàêèõ, ÷òî 10
Si
x  è

pSi Jsc ,0 . kq JjjjJ ,...,, 21    –  ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ òàêèõ, ÷òî 00

Sj
x è ,0Sjc  è òàêèõ,

÷òî 10
Sj

x  è qSj Jsc ,0 . Ïóñòü, êðîìå òîãî,
ìíîæåñòâà I  è J  òàêîâû, ÷òî

Piii ccc ...21 ,  qjjj ccc ...21  .

Î÷åâèäíî, kqpJIJJI k ,, .

Ëåììà 1. Ìèíèìóì  ôóíêöèè  xf     âèäà  (6)    íà
ìíîæåñòâå 0xX n  äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

)(,...,, 0)(**
2

*
1 xXxxxx n

k ,  òàêîé   ÷òî

,
;,...,1,1

;,...,2,1,
0

0
*

k
ml

ml
ml Jl

knklx

nklx
x

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kmmm ,...,, 21 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

;,...,1,

;,...,2,1,

kqli

qlj
m

ql

l
l .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïîêà-
æåì âíà÷àëå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíî-
æåñòâà 0xX t  ïðè 1i . Ðàññìîòðèì òî÷êó

0xXx l , òàêóþ ÷òî

.,1

;1,...,2,1,

0

0
*

klx

klx
x

L

L
L

m

m
m

Ïóñòü 0xXy l , xy , 0
il xy , kJi , 1ii ,

kii mixy 111 ,1 . Ïîêàæåì, ÷òî ìèíèìóì ôóí-

êöèè xf  âèäà (10) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x .
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

)()()(*)( 1
*
11

*
iiikmkmkm yxcyxcyfxf . (11)

Ïóñòü I . Òîãäà Imk  è èìååò ìåñòî

01,0,1 **
kmkmkmkm xycx ,

èëè 11,0,0 **
kmkmkmkm xycx .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîëó-
÷àåì 0)( *

kmkmkmkm cyxc .

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà I  è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kmmm ,...,, 21 : i
Ii

km cc max .

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (11),
èìååì 2 ñëó÷àÿ:

1) Ii1 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

11,0,0 *
111

*
1 iiii xycx ,

èëè 01,0,1 *
111

*
1 iiii xycx .

Òîãäà 11
*
11 )( iiii cyxc .

2) Ji1 . Â ýòîì ñëó÷àå 01,0,1 *
111

*
1 iiii xycx ,

èëè 11,0,0 *
111

*
1 iiii xycx ,

111
*( iiii cyxc .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 0)()( * yfxf .

Ïóñòü òåïåðü I . Òîãäà ,, 1 JiJmk

0,0,1*
kmkmkm ycx ,

èëè 1,0,0*
kmkmkm ycx .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (11) ðàâíî

kmkmkmkm cyxc )( *  .

Â ýòîì ñëó÷àå ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà J  è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kmmm ,...,2,1 :

i
Ji

km cc min  .

Òàê êàê Ji , òî 1,0,0
11

*
1 iii ycx , èëè

0,0,1 11
*
1 iii ycx .

Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (7) ïðè ýòîì ðàâíî

11
*
11 )( iiii cyxc .

Òîãäà 0)()( 1
*

ikm ccyfxf .

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ëåììó 2
äëÿ ñëó÷àÿ i=1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ
äëÿ kni  ñëåäóåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ 1ni .

Ïóñòü ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) âèäà (10) íà ìíîæå-
ñòâå )( 0)( xX n  äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x , òàêîé ÷òî

,,...,1,1

,,...,2,1,

0

0
*

knklx

nklx
x

lm

lm
lm

.,...,1,

,,...,2,1,

kqli

qlj
m

ql

l
l

Òàê êàê ôóíêöèÿ xf  âèäà (10) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðà-
áåëüíîé, òî ïîèñê åå ìèíèìóìà íà ìíîæå-
ñòâå )( 0)( xX n çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå n  êîýôôèöè-
åíòîâ ic  è èçìåíåíèè çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ n
êîîðäèíàò òî÷êè 0x  òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû xf
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äîñòèãëà ìèíèìóìà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîèñêîì
ìèíèìóìà xf íà ìíîæåñòâå )( 0)( xX n ïîèñê åå
ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå )( 0)1( xX n ïðåäïîëàãàåò
âûáîð åùå îäíîãî êîýôôèöèåíòà ic è èçìåíåíèå
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû òî÷êè 0x .
Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ n  êîîðäèíàò òî÷êè 0x
óæå èçìåíåíû, íåîáõîäèìî âûáðàòü è èçìåíèòü

1n  êîîðäèíàòó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

I  è J , êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
II  – ìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç I , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò êîòîðûõ íå èçìåíåíû ïðè
èçìåíåíèè n çíà÷åíèé êîîðäèíàò òî÷êè 0x . JJ
– àíàëîãè÷íîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç J . Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ic èìåþò âèä:

qq
jjj

pp
iii

jjJcardqccс

iiIcardpccс

,...,,...

.,...,,...

121

121

.

Äàëåå çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåí-
íîé â ïåðâîé ÷àñòè ëåììû 1. Íåîáõîäèìî âûáðàòü
îäèí êîýôôèöèåíò ic è èçìåíèòü çíà÷åíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû.

Ïðèâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, ñõîäíûå ñ ïðèâåäåííûìè â
ïåðâîé ÷àñòè ëåììû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî
èçìåíèòü çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì pi  â

ñëó÷àå, åñëè I , è êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì qi ,
åñëè I . Íî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì
ôóíêöèè xf  âèäà (10) íà ìíîæåñòâå )( 0)1( xX n

äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x  ñ êîîðäèíàòàìè:

,,...,,1

,1,...,2,1,

0

0
*

knklx

nklx
x

lm

lm
lm

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kmmm ,...,, 21  òàêîâà, ÷òî

.,...,1,

,,...,2,1,

kqli

qlj
m

ql

l
l

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ëåììó.

Çàìå÷àíèå 1. Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìàê-
ñèìóìà xf  âèäà (10) íà ìíîæåñòâå )( 0)( xX n ,
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ìàêñèìóì ôóíêöèè xf  âèäà (10) íà ìíîæåñòâå

äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå )(,...,, 0)(**
2

*
1 xXxxxx n

k ,
òàêîé ÷òî

;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0

knklx

nklx
x

lS

lS

lS

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kSSS ,...,, 21  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

.,,

;,...,1,

;,...,2,1,

kqpJcardqIcardp

kplj

pli
S

pl

l
l

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ âèäà

,)( 2cxxg                 (12)

ãäå k
k Rcccc ,,, 21 , kRx .

Îïðåäåëèì ìèíèìóì ôóíêöèè xg  âèäà (12) íà
ìíîæåñòâå )( 0)( xX n .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ìèíèìóì ôóíêöèè xg  âèäà (12) íà
ìíîæåñòâå )( 0)( xX n  äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

)(,...,, 0)(**
2

*
1 xXxxxx n

k ,

òàêîé ÷òî 
;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0
*

kplx

nklx
x

lS

lS
lS

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kSSS ,...,, 21  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

;,...,1,

;,...,2,1,

kplj

pli
S

pl

l
l .

Äîêàçàòåëüñòâî:

k

i

k

i
iii

k

i
i xccxcx

1 1

2

1

22 2 .

Òàê êàê äëÿ âñåõ ,2
iik xxBx  èìååì

.)
2
1(2

)
2
1(2

1)0()(1

2

1 1

2

)0()(

2

)0()(

min

min

min

k

i
ii

xnXx

k

i
i

k

i

k

i
iii

xnXx

xnXx

xcс

xсс

cx

Î÷åâèäíî,

.)
2
1(arg

)
2
1(arg

1)0()(

1)0()(

max

min

k

i
ii

xnXx

k

i
ii

xnXx

xc

xc

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 è çàìå÷àíèåì ê íåé
óêàçàííûå ýêñòðåìóìû äîñòèãàþòñÿ â òî÷êå

)(* 0)( xXx n , òàêîé ÷òî

;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0
*

kplx

nklx
x

lS

lS
lS

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kSSS ,...,, 21  èìååò âèä:

;,...,1,

;,...,2,1,

kplj

pli
S

pl

l
l

.

,
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Îïèðàÿñü íà äîêàçàííûå ëåììû 1 è 2, èññëåäóåì
íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè )(x ,

)(x  íà ìíîæåñòâàõ k
n BxX ),( 0)( .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ )(x  çàäàíà íà ìíîæå-
ñòâå kB , à )(x  – åå âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå
ïðîäîëæåíèå íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

kBX . Òîãäà Xx

,)(

)),(()()(

*

1

)0()(
min

im
k

i im

xnXx

x
x
x

xxxy

ãäå
;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0
*

knklx

nklx
x

lm

lm
lm        (13)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kmmm ,...,2,1  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

.,...,1,

,,...,2,1,

kqli

qlj
m

ql

l
l           (14)

qjjj ,...,, 21 òàêîâû, ÷òî 00
jsx  è ;0jsc 10

jsx
è 0jsc , qJS ; piii ,...,, 21  òàêîâû, ÷òî 10

isx  è

0;0 0
isis xc  è 0jsc , pJS ; à òàêæå

piii x
x

x
x

x
x )(...)()(

21
,           (15)

qjjj x
x

x
x

x
x )(...)()(

21
 .          (16)

Äîêàçàòåëüñòâî.  Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé, äî-
êàçàííîé â [1] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèñêðåòíîãî
ìíîæåñòâà kRE . Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé äëÿ )(x ,
çàäàííîé íà kRE , è äëÿ conv  íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå EX , ñïðàâåäëèâî: Xx

.
)(

min

)),(()()(

1

min

i
k

i iEy

Ey

y
x
x

xxxy

Òàê êàê 0xX n  – äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî â kR ,
k

k
n RXBxX )( 0)( , à X  – âûïóêëîå çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî, òî

.)(min

)),(()()(

1)0()(

)0()(
min

i
k

i ixnXy

xnXy

y
x
x

xxxy

Îïðåäåëèâ ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1, ïðèõîäèì
ê ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ )(x  çàäàíà íà ìíîæå-
ñòâå kB , à )(x  – åå âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå
ïðîäîëæåíèå íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

kBX . Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà kk Bxxxx ,...,, 21
áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè )(x  íà ìíîæåñòâå

)( 0)( xX n , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0)),((*
)(

1
xxx

x
x

lm
k

l lm
,

ãäå x  óäîâëåòâîðÿåò (13), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

kmmm ,...,2,1  îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-
íèé (14) – (16).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè äîêà-
çàííîé â [1] òåîðåìû î òîì, ÷òî åñëè  îïðåäåëåíà
íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå kRE , à  – åå
âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå íà

EX , òî äëÿ òîãî, ÷òîáû Ex  áûëà òî÷êîé
ìèíèìóìà )(x  íà E , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

.0)),((
)(

min
1

xxy
x
x

i
k

l iEy

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ýòîé òåîðåìû, à òàêæå ëåììó
1 î ìèíèìóìå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

)( 0)( xX n , ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåìû 5.

Ïóñòü òåïåðü )(x  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì
0  ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè 1: RBk  íà âû-

ïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî kBX . Îáîçíà÷èì

).(minarg* yy
Xy                (17)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü )(x  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðà-

ìåòðîì 0  ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè : 1RBk  íà

âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî kBX . Òîãäà

2

)0()(
***)()(min yxyy

xnXx
,

ãäå y* îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (17), à x
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0
*

knklx

nklx
x

lS

lS
lS         (18)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kSSS ,...,2,1  èìååò âèä

;,...,1,

;,...,2,1,

kplj

pli
S

pl

l
l .         (19)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè piii ,...,2,1 , qjjj ,...,2,1  òàêî-
âû, ÷òî

,...

,...

*
1

*
1

*
1

**
2

*
1

jjj

piii

yyy

yyy

à òàêæå 00
jsx è ;0*

jsy 10
jsx è 0*

jsy ,

qS ,.2,1 ;
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10
isx è ;0*isy 00

isx è 0*isy , pS ,,2,1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç äîêàçàííîé â [1]
òåîðåìû î òîì, ÷òî åñëè )(x  - ñèëüíî âûïóêëîå ñ
ïàðàìåòðîì 0  ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè )(x ,
çàäàííîé íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå E , íà âûïóê-
ëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî EX , òî

2**)()( minmin yxyy
ExEx

.

Îïðåäåëèâ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 ìèíèìóì 2*yx ,
äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 6.

Îïèðàÿñü íà óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âûïóêëûõ è
ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà äèñêðåòíûõ ìíîæå-
ñòâàõ, äîêàçàííûå â [1], à òàêæå íà ëåììû 1 è 2,
ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.Ïóñòü )(x - ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåò-
ðîì 0  äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

: 1RBk  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

kBX . Òîãäà äëÿ ëþáîãî Xx

,)(
2
1*

)(
4
1)()(

2

2

)0()(
min

xxy

xxy
xnXy

ãäå

;,...,1,1

;,...,2,1,

0

0
*

knklx

nklx
y

lS

lS
lS            (20)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kSSS ,...,2,1  óäîâëåòâîðÿåò (15),

à piii ,...,, 21  è qjjj ,...,, 21  òàêîâû, ÷òî

,)(
2
1

...)(
2
1)(

2
1

;)(
2
1

...)(
2
1)(

2
1

21

21

xx

xxxx

xx

xxxx

qj

jj

pi

ii

     (21)

à òàêæå 10
Si
x è 0,0)(

2
1 0

SiSi xxx è

pSxx Si ,...,2,1,0)(
2
1

        (22)

00
Sj

x è 1,0)(
2
1 0

SjSj xxx è

qSxx Sj ,...,2,1,0)(
2
1

.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü : 1RBk , à )(x  - åå ñèëüíî

âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì 0  äèôôåðåíöèðóåìîå

ïðîäîëæåíèå íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

kBX . Äëÿ òîãî ÷òîáû

)(,...,, 0)(**
2

*
1 xXxxxx n

k

áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè )(x  íà ìíîæåñòâå

)( 0)( xX n , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

2
22 *)(

2
1**4*)( xxyx ,

ãäå y  óäîâëåòâîðÿåò (20), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

kSSS ,...,2,1  èç (20) – ñîîòíîøåíèÿì (21) – (22) ïðè

xx .

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì î ñâîéñòâàõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâàõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà
kQ2 , n -ñìåæíûõ ñ äàííîé, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçà-
öèè. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷àòü îöåíêè
ìèíèìóìà ôóíêöèé íà ìíîæåñòâàõ )(nX  ïðè ðàáî-
òå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ ñõåìû
âåòâëåíèÿ.
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