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In this work the Dirichlet problem for an elliptical equation with exponen-

tial nonlinearity is considered. The delivered boundary value problem is a 
mathematical model of the task about thermal inflaming. The solution of a non-
linear boundary value problem is consolidated to the solution of sequence of the 
linear boundary value problems. On each step of iterative process for obtaining 
the numerical decision methods of R-functions and Ritz are used. 

 
Рассмотрим задачу о тепловом самовоспламенении химически актив-

ной смеси газов в сосуде. Пусть некоторый сосуд произвольной формы за-
полнен такой смесью. В ходе реакции, идущей в сосуде, происходит унич-
тожение некоторых компонент смеси и вследствие этого происходит теп-
ловыделение. 

В предположении, что выгорание горючей компоненты незначитель-
но, от системы уравнений теплопроводности и диффузии можно перейти к 
нелинейному уравнению относительно безразмерной температуры u  вида 
 ( )u f u  . (1) 

Уравнение (1) рассматривается в области горения  , функция ( )f u  
отвечает за интенсивность тепловыделения. В [1] функцию ( )f u  предлага-
ется взять в виде ( ) uf u e . Предположим также, что известно 
 0u u


 . (2) 

Возьмем 0 0u   и в задаче (1), (2) с ( ) uf u e  перейдем к новой неиз-
вестной функции v u  . Тогда получим следующую задачу 
 vv e   в  , (3) 
 0v


 . (4) 

Задача (3), (4) является задачей Дирихле для нелинейного эллиптиче-
ского уравнения. Для ее решения предлагается использовать следующий 
итерационный процесс последовательных приближений по нелинейности. 
Пусть нулевое приближение (0)v  задано (например, можно взять (0) 0v  ). 
Если k -е приближение найдено, то новое ( 1)k  -е приближение предлага-
ется искать как решение линейной задачи  
 

( )( 1) kk vv e    в  , (5) 
 ( 1) 0kv 


 . (6) 
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Оператор краевой задачи (5), (6) является положительно определен-

ным, поэтому для решения задачи (4), (5) на каждом шаге итерационного 
процесса воспользуемся методом R -функций [2] и энергетическим мето-
дом (методом Ритца) [3]. 

Согласно энергетическому методу ( 1)kv   является точкой минимум в 
энергетическом пространстве H  функционала энергии: 

 
( )

22
( 1) inf 2

kk v

v H

v vv ve dxdy
x y

 




                
 . (7) 

Согласно методу Ритца приближенное решение задачи (7) ищем в ви-
де 

 ( 1) ( 1)

1

n
k k

i i
i

u c 



  , 

где { }i  – координатная последовательность, т.е. последовательность 
функций, удовлетворяющая условиям: 

1) i   i H  ;              2) n   1, ..., n    линейно независимы; 
3) система { }i  полна в H . 
Координатную последовательность согласно методу R-функций возь-

мем в виде i i   , где { }i  – любая полная в пространстве 2 ( )L   система 
функций (степенные или тригонометрические полиномы, сплайны и т.д.), а 
функция ( , )x y  удовлетворяет условиям: 

1) ( , ) 0x y   на  ; 
2) ( , ) 0x y   в  ; 

3) 1
 

n
 на  , т.е. ( , ) 0x y   – нормализованное уравнение  , n  

– внешняя к   нормаль. 
Числа ( 1)k

ic  , 1, ...,i n   , находятся как решение системы линейных ал-
гебраических уравнений 
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