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МЕТОДЫ КОСВЕННОЙ Ф ИЛЬТРАЦИИ МНОГОМЕРНЫХ 
МАРКОВСКИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

П ри оценивании м арковских п осл едовательностей , н абл ю даем ы х  
на ф оне ш умов изм ерения, возм ож ны  прямой [ 1 ; 2 ] и косвенный  
[3] подходы , причем в р я де сл учаев  косвенный м етод нелинейной  
ф ильтрации им еет преим ущ ества по апостериорной дисперсии  
оценки и условиям  сходим ости . И звестны е алгоритмы  косвенной  
ф ильтрации [3; 4] ориентированы  лиш ь на скалярны е м арковские  
п осл едовательности  и не охваты ваю т те практически важ ны е з а д а ­
чи, которы е связаны  с ф ильтрацией на ф оне н ебелого ш ума изм е  
рения, ф ильтрацией м арковских последовательностей  при наличии  
сопутствую щ их случайны х (м арковских) парам етров, оценкой  
состояния систем , описы ваем ы х диф ф еренциальны м и уравнениями  
выше первого порядка и др.

П р едл ож ен ы  три алгоритм а различного приближ ения для  к о с ­
венного оценивания векторны х м арковских последовательностей . 
Н а осн ове одного  из них реш ается практическая за д а ч а  ф ильтра- 
ции марковской ф азы  квазигарм онического колебания с ф л ю к туи р у­
ю щ ей ам плитудой. А нализир уется  характер  нелинейности ур авн е  
ния наблю ден и я, при котором косвенны е алгоритмы  обеспечиваю  г 
наибольш ий выигрыш по апостериорной дисперсии оценки. П р ов о­
дится сравнение с алгоритм ом  расш иренного фильтра К ал м ан а .

Алгоритмы ко с ве нн ой  фильтрации.  П усть дискретны е модели  
состояния -и наблю ден и я оп редел яю тся  следую щ им и соотн ош е­
ниями:

хп — I' (ХП—0 + £л’> 
Уп~»Н (хп) + IV

( 1)
(2)
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З д есь  хп —  ЛГ-мерный вектор состояний; /•" (хп- \ )  —  /(-мерная вектор­
нозначная функция; —  /(-м ерны й вектор шума состояния; у п —  К-  
мерный вектор наблюдения; Н  (хп) —  /(-м ерная векторнозначная ф унк­
ция, / ( « / V ;  тр, —  /(-мерны й вектор шума измерения.

Ьп, Цп —  независимы е нормальные случайные последовательности  
типа белого ш ума С параметрами

Е  =  Ух8 И -  /); Е  { г ^ }  =  1/2б (I -  / ) ,
гд е  Е { ‘ } —  сим вол операции математического ож идания; б ( г —  /)  —  
сим вол Кронекера; Ух, У2 —  положительно определенны е симметри­
ческие матрицы ковариаций размером Л /хЛ / и К х К  соответственно. 
Пусть такж е известна априорная плотность вероятности вектора  
оцениваем ы х параметров р ( х 0).

Получим оценку Н п косвенного параметра Н п =  Н  (хп), оптималь­
н ую  по критерию максимума апостериорной плотности вероятности 
р ( Н п \ У п), гд е  Уп =  {у ь  1 =  1 , п ) —  последовательность изм еряем ы х  
векторов.

Предположим вначале, что размерности векторов состояния и на­
блю дения равны: Н = К  и ограничимся функциями Т7 ( • )  и Н  ( • ) ,  
которые м огут быть разлож ены  в ряд Тейлора. П редположим далее, 
что в области изм енения значений последовательности =  {*,■, 
/  =  1 , п}  сущ ествует ф ункция, обратная Н  (•): хп =  (3(Нп).  Т огда, 
переходя к косвенной м одел и  состояния и наблюдения

Н п = Н  [ ^ ( х п_ 0  +  £„]; у п =  Н п +  т)„ 

и применяя методику [4 ], ^записываем следую щ ие уравнения для 
текущ ей косвенной оценки Н п и матрицы ее апостериорной диспер­
си и  Уп#-

'<1 С ( н п)
Н п — Уп- \ -Уг

+  у 2

&нп

d т—=  1п 
АНп

г д е

Я(Нп )  =

У Г 1{ Н ( Н п) - 0 ( Н п)} +

м  т.
'  А Н п I

Vп,н  =  Е  \Н пН гп\ -  Е  [Нп\ Е  [Н 1\,

к

5 р  [0 (Н п . ,)]  р  ( Н п . ,  I У п.г )  Р (Нп  I Я*-,) [~[ (1 кп_ 1гС
■ 1 =  1

^  Р ( Н п - 1 1 Тп-1) Р (Нп I Н п |  |  (1

(3)

(4)

(5)

1=1
Ьп—1,1 —  элементы  вектора Н п~  1, а математическое ож идание в (4) 
вычисляется по апостериорной плотности р  (Н п | Уп)'-

Р ф п \  Уп) =  С р  (Уп I Нп) Л Р (Нп I Нп-1)
к

X р  ( Н п-* 1 1 У п-ц) 1~I <1 йл—I 
/=1

X

(6)
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р ( У п \ Н п) = N { H n\ v 2); (7)

p  (H n\ H n-x)  =  (2я)— T  ( d e lV ^ f  7 1 det ( X
I ' d H n I ,

X exp { -  i  [G (Я п) - F ( G  ( Н п-х) )]т к г 1 [G (Я„) —  F  (G (Я „ _ 1) ) ] |  . (8)

Здесь  плотность вероятности р  (Hn^ i \ Y n~i)  определяется на пре­
ды дущ ем (п— 1)-м шаге, а постоянная С  м ож ет  быть найдена из  
условия нормировки.

К ак и при прямом м етоде фильтрации полный алгоритм (3)— (8 ) 
получается слож ны м , а реш ение уравнения косвенной фильтрации 
( 3 ) — трудоемким. П оэтом у в практических приложениях приходится  
прибегать к различным аппроксимациям. Так, если в апостериорной  
плотности (6) положить р ( Н п- 1 1 Y n- i )  =  Я (Я „ _ г , Vn_ \ tn),  а в пере­
ходной плотности (8) разложить ф ункцию  / 7 [G (7/„_i)] в ряд Тейлора 
вблизи точки Я „ _  1 с сохранением только линейных членов (м оди­
фицированный метод гауссовской аппроксимации), получим алгоритм

Нп =  Уп +  V ,  [ ^ | ^ ] Т У -1 {F  [G Шп-х) ] -  G (Я*)}; (9)

V n.H =  Е  [НпН1\  -  Е  [Нп] Е  [HI] ,  ' (10)

г д е  V  =  V t  - f  Z/j  (Н п- х ) V n—i,H [Zh (Я „ _ 1)]т; (11)

Z l H n^ ] = F [ G ( H n- i ) ] \  (12)

P (H n | Y n) =  С exp j —  ^  (ifn —  H ny  V T l (y n —  H a) —

-  \  [G (Hn) - Z ( H n- x )V  V~l [G ( H n) -  Z  (Я * .,) ] }  . (13)

Структура приближенного уравнения (9) совпадает со структурой  
полного алгоритма (3), за исключением последнего слагаем ого, 
отсутствие которого эквивалентно разлож ению  функции G(H„) ,  
стоящей в определителе под знаком производной, в ряд Тейлора 
с  сохранением только линейных членов. Результаты  моделирования

показали, что добавление точного слагаемого У2 ■— *- In det х
Л _ -d Нп

X (d^ ' ^ r*-)  в алгоритм (9) ухудш ает качество его работы, вплоть

д о  расхождения оценки. Объясняется это тем, что здесь  погрешность 
приближ енного нахож дения интегрального выражения (5) компенси­
руется приближенностью вычисления функции G ( H n). Н аконец, 
аппроксимация обеих плотностей р  ( Н п~ 1 1 Y n—i) и р  (Я „ | Я „ _ 0  нор­
мальным законом  приводит к алгоритму, который по вычислительной 
слож ности примерно соответствует алгоритму расширенного фильтра 
Калмана:

Н п =  ( у ш +  V g)~' у п +  V ,  (У2 +  Ve)-i ф (Нп-хУ,  (14)

V n,u =  {[Gh ( H n)Y  V - 1 Gk (Hn) +  V T l} - \  (15)
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где ^ ( Я „ - 1) =  ^ , - 1  =  Я  { Е Ю Ш „ - 1)}}\  (16)
V ,  =  [ с ;  ( % - о г 1 у  [ о ;  (ф „ _ > )г т, ( т

а остальны е обозначения соответствую т принятым в преды дущ ем  
алгоритме.

 ̂ Приведенные алгоритмы позволяю т вычислить косвенную  оценку  
Я „. Конечной целью фильтрации является, одн ак о, получение оценки  
текущ его значения хп последовательности Х п. В соответствии с основ­
ным принципом косвенного нелинейного оценивания [3] во всех 
трех алгоритмах оценка хп определяется нелинейным преобразованием  
х„ =  С (Я „) (18). При этом матрица ковариаций оценки

Уп.х =  Е [ 0  (Нп) в '  ( Н п)] — Е [ 0  ( Н п)] Е  К ?  ( Н п)],  (19)

причем для первых двух алгоритмов математическое ож идание нахо­
дится по апостериорной плотности (6) и (13), а для алгоритма  
( 1 4 ) —  (17) —  по апостериорной плотности р ( Н п \ У п) =  N (Н„, Уп,н).

Разлагая в (19) функцию  й ( Н п) в ряд с сохранением линейных
членов, мож но для всех трех алгоритмов получить более простую
приближенную ф орм улу

Уп,х «  0 Н (Нп) Vп,н Юн (Нп) 1Т. (20 )

Д ля последнего алгоритма из (15), (20) имеем

Уп.х =  {V -1 +  Юн (Н п) ] - '  У Г 1 Юн (Нп)]-1} ' 1; (21)
V  =  1/ ,  +  Х'н(.Нп_ ,)  Уп -ин  [ 1 н ( Н п-  1)]т =

=  ^  +  Е ’х (Хп-1) Уп-1,х [Е'х (Х„_,)1т. (22)

Следует иметь в в и ду , что оптимальность оценки (18) в смы сле 
максимума апостериорной плотности достигается лишь при несоб­
ственном равномерном априорном распределении р ( Н п) параметра Н п 
[3]. В этом случае апостериорная плотность совпадает с функцией  
правдоподобия р  (Н п \ Уп) — Ср  (Уп | Н п), а оценка максимума правдо­
подобия инвариантна по отношению к нелинейному преобразованию  
й (  ). Тогда начальные условия запиш утся в виде

Я ,  =  У1; х ,  = 0 ( У1)-, Укн  =  У2; У,.х =  0'у (у, )  У2 Ю'у Ш У -  (23)

При необходимости можно получить оценку хп, оптимальную  
по критерию максимума апостериорной плотности вероятности и при 
произвольном априорном распределении р(Н „) .  Д л я  этого достаточно- 
воспользоваться формулой р х (хп) =  Н'х (хп) р н [Я  (х„)] и максимизи­
ровать плотность р х (хп).  Однако эта операция повлечет за собой  
дополнительные вычислительные затраты, которые м огут оказаться  
сравнимыми с затратами на весь алгоритм (14) —  (17). Исклю чение 
составляет скалярный случай, когда соответствующ ее уравнение 
часто имеет аналитическое реш ение.

Заметим, что скалярный вариант алгоритма (14) —  (17), (18 ), (20), 
(21) —  (23) отличается от предлож енного в работе [3] лишь заменой
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при вычислении апостериорной дисперсии Нр  [У7 (Хл-1)] на Н'х (£„). 
Так как хп в среднем ближ е к хп, чем экстраполированная оценка 
Г ( х п- \ ) ,  то  м ож но ож идать некоторого улучш ения работы алгоритма.

Д л я  сравнения приведем  м атрицу апостериорной ди сп ерси и  р а с ­
ш иренного фильтра К ал м ан а [2]

где V находится в соответствии с (22). Сопоставление (21) с  (24) 
показывает, что при одинаковых начальных условиях *„_ 1 , Уп—1,х 
отличие заключаемся в слагаемых {Сн  (Ял)]_т У ^  № н  (Ял)]"1  и 1Я>Х  
X (У7 (х„_ 1))]т КГ1 Я > ( ^ ( х п - 1)). В частности, если матрица (•)  —  
диагональна, то [С н (Я (х га_ |)))_1 =  Н'х {хп- \ )  и выигрыш по дисперсии  
оценки 1-й компоненты (г =  1 , Я ) вектора состояния х„ опреде* 
ляется отношением

З д е с ь  Кц,  / г —  элементы матрицы # * ( • )  и вектора Т7 (->. Если А /> 1  
эффективность косвенной фильтрации по соответствую щ ей компо­
ненте Х{,п выше.

Асимптотически при =  0 , п - * - о о , как и в одномерном
случае, для нефлю ктуирую щ его сигнала эффективность обоих фильт­
ров одинакова. Н аибольш ие различия меж ду числителем и знамена­
телем  (25) достигаются в том случае, когда экстраполированное 
значение Д {Х['П- 0  сущ ественно отличается от оценки Х[,п, что следует  
ож идать при больш их дисперсиях —  диагональных элементах матрицы  
ш ума состояния Уг . При этом  знак неравенства К[ 5  1 определяется  
характером нелинейности функции Я (•) .  Н есл ож но видеть, что 
%1 >  1, когда й / / > 0  и ^ < 1  —  в противном случае. Чтобы иметь 
выигрыш в случае функции б ( - )  с противоположным типом нели­
нейности, требую тся дополнительны е меры 13].

П усть теперь векторы состояния и наблю дения имею т р азл и ч ­
ную  р азм ерность, т. е. Ы Ф К .  О собен н о часто встречается на прак­
тике ск ал ярн ое н аблю ден и е м ногом ерного м арковского процесса: 
Я > 1 ,  / С= 1 .  П ри Ы ф К  в общ ем  сл уч ае обр атн ая  ф ункция ( ?( • )  
н еодн озн ач н а . О днако косвенная фильтрация м ож ет  выполняться  
и при этих условиях. Д ей стви тельн о, дл я  получения однозначной  
векторной функции Я ( - ) ,  обр атн ой  Я ( - ) ,  достаточно дополнить си ­
стем у

недостающ ими N — К  уравнениями. При оценивании вектора постоян­
ных параметров хп =  хп_\  (У \ == 0) для этого  следует взять М  после­
довательны х наблюдений у п. . . у п+м  таким образом, чтобы выполнялось

Уп — {У - 1  +  [ Я р ( Е  & _ ,) ) ] ’ V ?  Н'Р (Я {хп. , ) ) ( 2 4 )

(25)

Лл,і — {хпу,
Ьп,2 =М ^4 (х.;):

(26)
К , к  =  Ик (Хп)
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н ер авен ством  х К  >  /V. В более общ ем случае, когда Ф  0 , функцию  
в ( ' )  м ож но найти п р и бл и ж ен н о, дополняя систему (26) N — К  урав­
нениями относительно экстраполированного значения оцениваемого  
процесса х эп+х =  Р  (хп):

Лл,1 “= Л1 (Хг)>

Ьп.к =  Ьк (хп):
^л+1,1 {Хп 1-1), (27)

I

Ьп+1,ы-к  «  Лдг-К (Х*-н).

Реш ение системы (27) относительно Нц представляет собой иском ую  
функцию О( - ) .

Фильтрация  к в а з и г а р м о н и ч е с к о г о  кол ебания .  Р ассм отр и м  при­
мер использования алгоритм а ( 1 4 ) — ( 17) ,  ( 18) ,  ( 20) ,  ( 2 1 ) — ( 23) .  
П усть  н еобходи м о получить оценку норм альной марковской ф азы  
квазигарм онического сигнала с ф лю ктуирую щ ей ам плитудой, плот­
ность вероятности которой м ож ет  быть оп и сан а  т -р а сп р ед е л ен и е м  
(Н ак агам и )

т

гд е  ш; Ф  —  параметры т-р асп р едел ен и я  [1].
О чевидно, в дискретном времени флюктуации фазы описываются  

разностным уравнением <р„ +  ф„_1 +  | ф,„ (29). Здесь  £ { £ ФД Ф,/} =
=  <4 , 8 (1  —  /); | | -<  1 — коэффициент корреляции м еж ду  <р„ и <р„_1
Априорная дисперсия фазы в установивш емся режиме Стф =  о | ф/(1 —  

- * ф).
Д л я  си н теза  уравнения, соответствую щ его ( 25) ,  н ео б х о д и м о  

привлечь дополнительны е априорны е сведения о п роц ессе а ( £ ) .  
П усть известно, что а ( 0  —  стационарны й односвязны й марковский  
п р оц есс с экспоненциальной ф ункцией корреляции (в частности, 
таким процессом  во многих сл уч аях являю тся р елеевские з а м и р а ­
ния, т = 1 ) . Т огда динам ика п роцесса а(Ь)  вы раж ается  стохасти ­
ческим диф ф еренциальны м  уравнением  а ( 1 ) = } ( а )  +  п (1 )  ( 3 0 ) ,  где  
/ ( • )  —  некоторая нелинейная ф ункция; п (7 ) —  нормальны й белы й  
ш ум с нулевым средним  и спектральной плотностью  N„.12.

П ол агая , что плотность вероятности (28) является стац и он ар ­
ным реш ением  соответствую щ его (30 ) уравнения Ф оккера —  П л ан ­
ка —  К олм огорова, находи м  ф ункцию  / ( • ) :

* 1,Л _  Л/а 2/п — 1 Л'о т „
1 — 4 а У ф “ '

Перейдя обычным способом к дискретному времени, имеем раз­
ностное уравнение для огибающ ей

ап =    ь $ап-\  \а,п- (31)“/1-1

40



Здесь  а  =  0 ,25  Ыа тд (2т  —  1); ( 5 = 1  —  0 ,5  ЛГа тд т]Ф\  £а „ —  нормаль­
ная случайная последовательность типа белого шума с нулевым  
математическим ож иданием  и дисперсией ст|,а =  0 ,5  Ма тд; тд — интер­
вал дискретизации.

М ож но показать, что для (31) дисперсия в установивш емся
( Г2 (т +  0,5)

реж им е Оа =  Ф 11 —  ‘ ’ а коэФФИ11-иент корреляции м еж ду

а п и an- i  R a =  exp (— тв^а/Ф).
Б удем  вести фильтрацию в дв ух  квадратурных каналах. При 

этом окончательно модели состояния и наблюдения запишутся в виде

Фл =  Фл—1 “Ь
ап =  а /а ,t_ i +  pa„_i +
Уп =  ап sin  (соп +  ф„) +  г\~\ (32)

ijn — а п cos (ст  +  ф„) +  Цп, 

где со =  2ятд/Г ; Т  —  период колебаний; Е  { i t  rj/} =  (0Q 2 5 (i —  /);
» ! /• } =  К ) 2 6 ( i - / ) .  .

Привлечение дополнительного квадратурного канала уп необхо­
димо здесь по следующ им причинам: размерность вектора наблюдения  
у п =  {у ~п, уп }т приводится к размерности вектора состояния хп =  
=  {а«, фл)т; исключается неоднозначность обратной функции G( - )  
при случайных скачках фазы, превышающих ± 9 0 ° ;  появляется 
возм ож ность использования в качестве компоненты G( - )  функции  
арктангенс, которая имеет желательный вид кривизны.

Обозначим 0„ =  ф„ +  е„, где е„ =  сon —  2 я / — неинформативный  
набег фазы; I =  [оза/2я]; квадратные скобки обозначаю т целую  
часть. Тогда векторную функцию G(- ) ,  соответствую щ ую  наблю де­
ниям у~ и Уп , м ож но представить в виде

G (//„ ) =
g  (h~n, hn)

_ g x (К* hn) arctg (Л„//г^) —  вп +  in_
(33)

где  ( = 1 ,  если Нп <  0 , 1 =  2 , если при е „ > л  /|~ >  0 и И п > 0  
или Н~п< о И Нп >  о. Иначе 1 =  0.

В соответствии с (14) —  (17), (32), (33) алгоритм косвенной опти­
мальной фильтрации огибающ ей ап и фазы <р„ определяется уравне­
ниями: -

Нп =  Уц (У* +  Уе)'\Уп + у2 (^г +  Иг)-! ф(х„_0;
уп,н = (Нп)гУ-'Он(нп) + иг1}-1; ~Хп = в(нпу,

Уп.х =  Ън  ( Н п ) У п . н № Ь  (Нп)} \
где

V =  Уг 4- Ек (*„_ 1) Уп- \ , х  [Ех (хп -011;

и . -  -  0

=  [GqKtlV-l)]"1 V [бф (lp„_i)]"
о 2„  0

V , -
0

2
Ф.Ф 0 К ) 2.
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1)5 (хп- \ )  =  ^/1 - 1  =
Я |5 л -1

.  Я ) > л - | .

(а /а „_1 +  ра^-О эш  {ап  +  £ ф ф л_0  

( а /а п- 1  +  Рап_ 1) соэ (со п +  £ ф $„_])

К  №в й ( Н Л  =  1-  _  _
йп Ип Гап — К / а д .

Сф (Фл-О =
4 л -  1 { У  (г))7-.)2 +  (ярл1- ! ) 2 У п - г / У ( ^ « - . ) 2 +  Ы - . ) 2

+  (я|5л-1)2]  ̂ - я ^ / М Г - ] ) 2 +  (ярл—1)2] ] 
а/а„_1 +  р О 

О £ ф^ ( Х л - 1 )  -=

Некоторые результаты моделиро­
вания полученного алгоритма приве­
дены на рисунке. Параметры уравне­
ний состояния и наблюдения, кроме 
указанных на чертеж е, для всех гра­
фиков приняты следую щ ие: Р.а (тд) =  
=  0 ,9; # ф (Тд) =  0,96; <хф =  0 ,5  рад2; 
т  =  2; со =  5. Параметр т ~  2 за ­
дает  распределение амплитуды по за­
кону Релея —  Райса. Сплошные кри­
вые соответствую т косвенному фильт­
р у , пунктирные —  расширенному 
фильтру К алмана. Начальные усло­
вия выбраны одинаковыми в соот­
ветствии с (23). П о оси абсцисс отло­

ж ена дисперсия шума наблюдения (о ^ )2 =  (а^)2; по оси ординат —  
относительны е величины

уф =  Е  { ( а ^  { у ~ ! у п ) +  1л —  е„ —  ср„)2} /£  {(ф„ —  ф„)2};

Уа =  Е  { ( У  { у п ?  +  (С/л1 )2 —  йл)2} /£  {(Ял —  Ял)2},

характер и зую щ и е выигрыш от применения ф ильтрации. В о зр а ста ю ­
щ ие кривые относятся к огибаю щ ей, остальны е —  к ф а зе . Р езу л ь ­
таты  м оделирования п одтвер ж даю т, что п редлож енны й алгоритм  
дл я  рассм отренны х характеристик  оцениваем ы х процессов имеет  
б о л ее  вы сокую  эф ф ективность.
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