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Применение функций алгебры логики к синтезу релейных и элек­
тронных схем требует проведения таких преобразований исходной фор­
мы этих функций, которые давали бы возможность синтезировать схему 
с минимальным количеством элементов или же с заданной степенью на­
дежности. Преобразования эти достаточно сложны даже для узких
классов функций алгебры логики и более того, как показано в работах
[1] и [2], не существует общего алгоритма для всех функций алгебры 
логики, который приводил бы к решению задачи построения схемы с 
наименьшим количеством элементов.

Особенно большие трудности возникают при факторизации, т. е. при 
расстановке скобок с целью уменьшения числа повторений переменных 
в дизъюнктивной нормальной форме представления функций алгебры 
логики. Процесс факторизации может быть ускорен, если применить
алгоритм сравнения скобочных форм. .

Суть его состоит в следующем. Предположим, что задано множество 
переменных алгебры логики

X =  { XI, х2, . . ., хп }, /1 =  1, 2, . .  . (1)
и из этих переменных образованы две скобочные формы

Б  а =  ( V  * 0  ( V  х ! г )  . . .  (  V * / * )  ( 2 )

*1 € I ЛЬ Н € / д2  1к € I АЫ ,

Бв = (V**,) (V*.,) • • ■ (\Aifc) (2')
*1 6 IВ\. ** € /д2, • • •, € Iвь ,

где /ль /лг , . - . ,  /лйсш/, I  в\ > / в 2   I вк с  / — подмножества мно­
жества I  индексов переменных.

Задача сравнения этих форм заключается в определении всех эле­
ментарных конъюнкций, которые войдут как в первую (2), так и во
вторую (2') скобочную форму после раскрытия скобок и выполнения 
всех действий.

Тривиальным алгоритмом, решающим эту задачу, будет алгоритм 
перебора всех конъюнкций, получаемых после раскрытия скобок в обеих 
формах. Но такое решение пригодно лишь для совсем небольшого числа 
переменных (не более десяти), при большем количестве переменных 
резко возрастает количество операций перебора. При числе перемен­
ных, например, больше 12—15 выполнение этого алгоритма становится 
практически невозможным.
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Предлагаемый в настоящей статье алгоритм отличается от триви­
ального тем, что позволяет полностью исключить перебор при сравне­
нии скобочных форм и вести сравнение их для большого числа пере­
менных (до 200 и более).

Для элементарных дизъюнкций, входящих в скобочные формы (2) 
а  (2 '), введем следующие обозначения:

Л і  =  (\/Я)> ■ ■ •> Ал =  ( V * * )

Іі €І А\ ІкЄІАк
В1 = (\7*г,) Вл = (\/хік)

і і  €  ІВ\ І к 6  / Вк

(3)

(З ')

Назовем пересечением элементарных дизъюнкций Л и В дизъюнк­
цию С, которая определяется соотношением

С = А П В

н содержит только те переменные, которые входят как в первую, так 
н во вторую дизъюнкции. Например, пусть

А = Х\ \/ х% V Хз V
В = Ха\/Хц\/х&\/х6,

тогда
А П В = Хз V Х\.

Образуем из дизъюнкций (3) и (3') диагональные матрицы порядка
А і

Ак

(4 ) ,

В х
В2

В к
(4')

Введем теперь пересечение двух диагональных матриц. Это пере­
сечение назовем матрицей, элементы которой образуются по следующему 
правилу:

Су =  Л,- П В/, (С } =  1, 2 , . . ,  к).
Следовательно, пересечение матриц (4) и (4') равно

(5)

Возьмем произвольную квадратную матрицу порядка £ с элемен­
тами из поля { 0, 1 } и образуем из её элементов функцию

^1 Вх ЛхПВіЛіПВ*. . • Ах П В*
А2

п
В2 = Аг Г) В хА-2 (") В2 . . Аг Г) В к

Ак Вк Ак Г) ВхАк П В-2 . . . Ак П Вк

В  =  Х/ЯщЯгг, • •

( І  і ,  і з ,  і  к )

% € {  0 ,  1 } , (6)

где дизъюнкция берется по всем перестановкам вторых индексов.
Функция (6) в работе [3] названа булевым определителем, но это 

название, с нашей точки зрения, неудачно, так как может вызвать в 
некоторых случаях путаницу. Более удачным термином будет «булев 
перманент», по аналогии с перманентом матрицы, элементы которой
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являются элементами поля комплексных чисел [4]. Перманент матрицы 
комплексных чисел определяется соотношением -

рег

2 ц  • • 2\к

2к\ . ■ %кк

2 1 и г 21,' 

(Ч» *̂2» ■ • • і й)
■ 2к‘к< (7)

где сумма берется по всем перестановкам вторых индексов.
Нетрудно убедиться, что булевы перманенты матриц (4) и (4') рав­

ны самим скобочным формам (2) и (2').
Теперь, пользуясь определением булева перманента и перманента 

произвольной матрицы (7), сформулируем две теоремы, которые дают 
решение поставленной выше задачи.

Теорема 1. Булев перманент пересечения двух диагональных матриц, 
элементами которых являются элементарные дизъюнкции скобочных 
форм (2) и (2 '). содержит после раскрытия скобок и выполнения всех 
действий только те элементарные конъюнкции, которые являются общими 
как для первой (2), так и для второй (2') скобочной формы.

Таким образом, эта теорема дает возможность определять общие 
конъюнкции, не вычисляя всех конъюнкций форм (2) и (2') и не произ­
водя их перебор.

Обозначим через а (Л,- П В,) = ац число переменных, входящих в 
пересечение Л,-П в,, (г, /= 1, 2, . . . ,  к).

Используя это обозначение, можно по матрице пересечений (5) по­
строить матрицу чисел ац, (», / = 1, 2 , .  . К)

(8)

Сформулируем следующую Деорему, используя матрицу чисел (8).
Теорема 2. Число элементарных конъюнкций, определяемых матри­

цей пересечений (5), равно перманенту матрицы (8), полученной из ма­
трицы (5) путем замены ее элементов — пересечений Л,- П В ! на числа 
переменных аг/, входящих в эти пересечения.

Следовательно, обозначая через Л̂ 0 число общих для обеих форм
(2) и (2') конъюнкций, можно написать, что

а11 ■ • а.\к

йк\ . • йкк

УУ0 = рег

О ц . ■ а\к

а.к\ . . йкк

(9)

Доказательство этих теорем приведено в приложении.
Покажем действие описанного алгоритма на примере. Предположим, 

что заданы следующие две скобочные формы:

Л і =  V  *2 V  х3 V  х4; 
Л2 =  х6 V  хв V  х 7; 
Аз =  х8 V  *9 V  *ю V  хи ;

#! =  X1 V  * 5  V  *8;
£ 2 =  хг V  х6 V  *9 V  хю; 
В3 =  х3 V  х4 V  х, V  хп
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=  * 1 * 6 * 1 1  V  * 2 * 7 * 8  V  * 3 * 8 * 9  V  * 3 * 8 * 1 0  V

Булев перманент матрицы пересечений элементарных дизъюнкций, 
входящих в эти формы, равен

* 1  * 2  * 3  V  * 4

per *5 *6 х7
*8 * 9  V  *10 *11

V  * 4 * 6 * 9  V  * 6 * 6 * 1 0  V  * 1 * 7 * 9  V  * 1 * 7 * 1 0  V  * 2 * 8 * 1 1  V  * 3 * 6 * 8  V  * 4 * 8 * 8 -

Число элементарных конъюнкций (без их перечисления) получим, если 
вычислим перманент матрицы, полученной из матрицы пересечений за­
меной ее элементов на числа переменных, входящих в эти пересечения,

1 1 2 
per 1 1 1  = 11.

1 2  1

Поскольку каждая скобочная форма данного примера содержит 
4 • 4 ■ 3 = 48 элементарных конъюнкций, то число операций перебора для 
определения общих конъюнкций равно 48 • 48 = 2304.

Число операций перебора, полученное в этом примере, показывает, 
что даже в таком простом случае тривиальный алгоритм определения 
общих элементарных конъюнкций достаточно трудоемок.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Предположим, что все элемен­
тарные дизъюнкции скобочных форм (2) и (2') имеют точно по k пере­
менных. Это предположение не нарушает общности. Если число пере­
менных в какой-либо элементарной дизъюнкции больше k, то всегда 
можно выделить k — 1 переменную, а все оставшиеся — объединить зна­
ком дизъюнкции и ей поставить в соответствие новую переменную, 
которая и будет £-той переменной в рассмотренной дизъюнкции скобоч­
ной формы. Если переменных меньше, чем k , то необходимо дополнить 
эту дизъюнкцию фиктивными переменными.

Учитывая сделанные замечания, запишем две скобочные формы с 
одинаковым числом переменных в каждой элементарной дизъюнкции, 
применив упрощенный способ записи: при записи опустим знаки дизъ­
юнкции, обозначения переменных и знаки произведения, будем пере­
числять только индексы переменных

{ 1, 2 , . .  ., k ) ,  ffe +  1, k +  2, . . . ,  2k } , . . . ,  I ( k -  1) (k +  1) k2 } ■
{ 1, k +  \_____ ( * _ 1 )  (£ + 1 )} ,  ( 2 ,  k +  2 , . . . ,  ( f c - l ) ( £  + 2 ) } , . . . ,

{k, 2 k , . . . ,  k2 }.
Нетрудно заметить, что общей конъюнкцией в этих формах является

конъюнкция (1 , k +  2  k2 ). Выполняя все возможные перестановки
элементарных дизъюнкций во второй скобочной форме, получим все 
общие конъюнкции. Очевидно, число этих конъюнкций будет равно k\. 
Булев перманент матрицы пересечений между элементарными дизъюнк­
циями этих двух скобочных форм образуется так же, как и описанное 
выделение сбших элементарных конъюнкций.

Следовательно, булев перманент равен дизъюнкции всех общих 
элементарных конъюнкций скобочных форм (2) и (2'), что и требова­
лось доказать.
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Доказательство теоремы 2 следует из того, что число членов, полу­
чаемых после раскрытия скобок в (2), равно произведению чисел пере­
менных, входящих в каждую элементарную дизъюнкцию.
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