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Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ âíóòðåííåé ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è ýëåêòðîäèíàìèêè îá ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå â öèëèíäðè÷åñêîì ðåçîíàòîðå, ÷àñòè÷íî çàïîë-
íåííîì íåëèíåéíûì äèýëåêòðèêîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, óñòîé÷è-
âîñòü ðåøåíèÿ è ïðîöåññà.

1. Ââåäåíèå
Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ ìàòåðèà-

ëîâ äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ðàçíîîáðàçíûõ ðàäèîôèçè÷åñ-
êèõ óñòðîéñòâàõ äàþò âîçìîæíîñòü ñèíòåçèðîâàòü
ñðåäû, ÷óâñòâèòåëüíûå ê íàïðÿæåíèÿì âíåøíèõ
èñòî÷íèêîâ. Íàïðèìåð, òàêèìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ
øèðîêîèçâåñòíûå ñåãíåòîýëåêòðèêè. Åñëè íà ñåãíå-
òîýëåêòðèê ïîäàòü âíåøíåå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå
èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, òî
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ýòîãî ìàòåðèàëà áóäåò
òàêæå ôóíêöèåé âðåìåíè, ò.å. ýòîò ìàòåðèàë â äàííîé
ñèòóàöèè ñòàíîâèòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ñåãíåòîýëåêòðèêîâ â ðàäèîôèçè÷åñêèõ óñò-
ðîéñòâàõ îòêðûâàþòñÿ øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî (ò.å. î÷åíü áûñòðîãî) èçìåíåíèÿ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ñîçäàíèÿ ïîëîñíûõ
÷àñòîòíûõ ôèëüòðîâ è ò.ä. Èññëåäîâàíèå ðåçîíàòîðîâ
ñ íåñòàöèîíàðíûìè è íåëèíåéíûìè ñðåäàìè ñòàëêè-
âàåòñÿ ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ, åñëè èññëåäîâàòü èõ ïðè ïîìîùè
ñòàíäàðòíûõ ðàçëîæåíèé Ôóðüå. Ìåòîä ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé [1] ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñ-
êèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè äëÿ èçó÷åíèÿ.

Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñâÿçü ìåæäó
ïëîòíîñòüþ êîíâåêöèîííîãî òîêà è íàïðÿæåííîñ-
òüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì EJ . Òàêîå ìàòåðèàëüíîå ñîîòíî-
øåíèå èìååò ñìûñë, êîãäà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ìàëà.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðàâàÿ ÷àñòü åãî ÿâëÿåòñÿ ëèøü
ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ òîêà êàê ôóíêöèè íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïî ñòåïåíÿì E . Åñòåñòâåííî,

êîãäà àáñîëþòíîå çíà÷åíèå E  ìàëî, òî ÷ëåíû ðàçëî-

æåíèÿ ñòåïåíè áîëüøå åäèíèöû ìîæíî íå ó÷èòû-

âàòü.  Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðåíåáðåæåíèå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïðèíöèïèàëüíûì îøèáêàì.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ðàçëîæåíèè ïëîòíî-
ñòè òîêà ïî ñòåïåíÿì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E  íåëüçÿ
ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíàìè äî òðåòüåãî âêëþ÷èòåëüíî.
Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ðàçëîæåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà
ñîäåðæàò òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè. Èòàê, â òàêîì

1 – Ïðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â ¹4(05), 1998, ñ.22-24.

ïðèáëèæåíèè ïëîòíîñòü òîêà êàê ôóíêöèþ íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Äëÿ âðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ te  ³ th  ïîëó-
÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ýëåìåíòàð-
íûå ôóíêöèè [3]:
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; c  – ñêîðîñòü ñâåòà; k  – ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ [2-4]; ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû  è 
ôèçè÷åñêè îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ âèõðåâîãî
ìîäà ïóñòîãî ðåçîíàòîðà ñàìîãî â ñåáÿ â òâåðäîòåëü-
íîì äèýëåêòðèêå, êîòîðûé çàïîëíÿåò îáëàñòü II
[4](îíè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàòîðà); ïîñòîÿííàÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ 1C  îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (1).
3. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

Ïîäñòàâëÿÿ (1) â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(8) [4], ïîëó÷àåì óñëîâèå
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êîòîðîå îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííî-
ãî ðåøåíèÿ (1).

Óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿ-
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îïðåäåëÿåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû [5]. Î÷åâèäíî,

0,0 21 xx  – ðåøåíèå ñèñòåìû. Èçâåñòíî, ÷òî
0 . Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ äîêàçûâàþò íåóñ-

òîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îñîáàÿ
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò:
x1(0)=0,05; x2(0)=0,05

òî÷êà – íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ. Ñàì ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì.

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà 1, ïðèâåäåíî íà ðèñ.1, à, á è íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ îñîáîé òî÷êîé – íåóñòîé-
÷èâûì ôîêóñîì.  Íà ðèñ.2 ïðåäñòàâëåí ïåðåõîäíîé
ïðîöåññ è ïðåäåëüíûé öèêë, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
óñòàíîâèâøåìóñÿ ðåæèìó.

Äëÿ èñêîìîé àìïëèòóäû tA  ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå:

tC
A

11 exp1
2

.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 085,01 , êðèâàÿ óñòàíîâëå-
íèÿ àìïëèòóäû ïðèâåäåíà íà ðèñ.3.

Ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñåìåéñòâî îãèáàþùèõ äëÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé.
4. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òîêà è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå â ðåçîíàòîðå íåëèíåéíàÿ (ñ

êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ), ïîëó÷åíà è ðåøåíà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ
âðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðåøåíèå èñõîäíîé ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíûõ
êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, è âåêòîðíûõ
áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ôèçè÷åñêè ñîîòâåò-
ñòâóþò ñîáñòâåííûì ìîäàì ðåçîíàòîðà [3]. Âåêòîðíûå
áàçèñíûå ýëåìåíòû îïðåäåëåíû ïóòåì ðåøåíèÿ ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ëàïëàñè-
àíà òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì, êàê è â êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêå. Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè,
ïîëó÷åíû ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà íà áàçèñíûå ýëåìåíòû. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó íåëèíåéíûå
ïðîöåññû â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Äëÿ àíàëèçà
äâèæåíèé â èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå èñïîëü-
çóåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìï-
ëèòóä. Âðåìåííûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè è âûðàæåíû â
òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàíî, ÷òî èç îáùåé ñèñòåìû óðàâíåèé Ìàêñâåë-
ëà, åñëè ðåøàòü åå ìåòîäîì ìîäîâîãî áàçèñà, â ñëó÷àå
çàïîëíåíèÿ ðåçîíàòîðà òâåðäîòåëüíûì íåëèíåéíûì
äèýëåêòðèêîì ñëåäóåò èçâåñòíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå Âàí-äåð-Ïîëÿ. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûé ðåçîíàòîð ñ òâåðäîòåëüíûì
íåëèíåéíûì äèýëåêòðèêîì (íàïðèìåð, ñåãíåòîýëåêò-
ðèêîì) ïðåäñòàâëÿåò  ñîáîé àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòå-
ìó, ò. å. ñïîñîáåí ðàáîòàòü êàê ãåíåðàòîð ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ êîëåáàíèé.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü èñêîìîé ôóíêöèè îò

âðåìåíè: à – x1(t) ; á – x2(t)
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Ðèñ. 3. Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû îò âðåìåíè
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