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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèê
ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ äâóõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì, ñâÿçè ìåæäó
êîòîðûìè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ñîîòâåòñòâóþùèå
õàðàêòåðèñòèêè êîìïîíåíò.

Àíàëèç ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèòóàöèé
÷àñòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, ïðîöåññû â êîòîðûõ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ìàëî
îòëè÷àþòñÿ îò ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ìàðêîâñêèìè
ïðîöåññàìè. Ïðè ýòîì â òàêèõ ñèñòåìàõ çà÷àñòóþ
ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìû, îáëàäàþùèå òåì æå
ñâîéñòâîì – ïðîöåññû â íèõ ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò
ìàðêîâñêèõ. Óêàçàííûå ïîäñèñòåìû îáúåäèíÿþòñÿ â
åäèíîå öåëîå ïîñðåäñòâîì ñâÿçåé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ýòè ñâÿçè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì. Îä-
íàêî äîâîëüíî ÷àñòî îíè ïðåâàëèðóþò íàä ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîäñèñòåì. Ðàññìîò-
ðåíèþ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ
äâà ìàðêîâñêèõ ïðîöåññà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàìè
ïðÿìûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé [1]

P t P t1 1 1( ) ( )= Λ , P t P t2 2 2( ) ( )= Λ .

Çäåñü P t P t1 2( ), ( )  – âåêòîð  âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

ðàçìåðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöû Λ1 è Λ 2
ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçèñòîõàñòè÷åñêèìè. Ýëåìåíòû
λ ij  ýòèõ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëàì
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ò.å. ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíà 0.
Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
ïðîöåññû ýðãîäè÷åñêèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòðû
ìàòðèö Λ1 è Λ 2 îáëàäàþò îñîáåííîñòÿìè. Äåéñòâè-

òåëüíî, ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö Λ1 è Λ 2
èìååòñÿ íîëü, ïðè÷åì îí èìååò ïðîñòóþ êðàòíîñòü,
îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äîëæíû èìåòü îò-
ðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìàòðèöû Λ1 è Λ 2

 çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé t òàê,
÷òî â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè
îòâå÷àþùèå èì ïðîöåññû îñòàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè.
Ñèñòåìû

P t P t t1 1 1( ) ( ) ( )= Λ  ,              (1)

P t P t t2 2 2( ) ( ) ( )= Λ  ,             (2)

ìîæíî çàïèñàòü â åäèíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P t t P t( ) ( ) ( )= Α1 ,                  (3)

ãäå P t( )  – âåêòîð ðàçìåðíîñòè ( )n m+  âèäà

( )P t P t P t( ) ( ); ( )= 1 2  , à ìàòðèöà Α1( )t  èìååò áëî÷íî-
äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó:
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Ò – ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî Α1( )t  íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ýðãîäè-

÷åñêîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó èìååò ñðåäè ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé íîëü êðàòíîñòè äâà. Ýòîò ôàêò ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîïóñòèì, ÷òî îáà èçó÷àå-
ìûõ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì
ñâÿçè ìåæäó íèìè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñâÿçè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîäåëüþ ïîëó÷åííîé âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

( )P t t t P t( ) ( ) ( ) ( )= +Α1 0ωΑ ,             (4)

ãäå Α0( )t  – ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ïðîöåññàìè; ω  – áîëüøîé ïàðàìåòð. Ñèñòåìà
(4) òàêæå îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ýðãîäè÷åñêèé ïðî-
öåññ, ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð ìàòðèöû Α1 0( ) ( )t t+ ωΑ

îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà ìàòðèöû Α1( )t : íîëü ÿâëÿåòñÿ
åå ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) íà ω , â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

ε ω= −1 ïðè ïðîèçâîäíîé
( )ε εP t t t P t( ) ( ) ( ) ( )= +Α Α0 1 . (5)

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì òèïà (5) èçëîæåíû â
ðàáîòàõ [2–4]. Íàéä¸ì ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé (5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñïåêòð ìàòðè-
öû Α0( )t  ïðîñò. Îïèøåì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ÂÊÁ –

àñèìïòîòèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5). Ïóñòü b t0( )  –

ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Α0( )t , à

V t0( ) – îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ðåøå-
íèå ñèñòåìû (5) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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çäåñü Ci t( )  – íåèçâåñòíûå âåêòîð-ôóíêöèè ðàçìåðíî-

ñòè ( )n m+ . Ðåøåíèå ñèñòåìû (5) îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì
ýòèõ âåêòîð-ôóíêöèé. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (6) â
óðàâíåíèå (5) è ñîáåðåì ñëàãàåìûå ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì ñëåäóþùèé íàáîð ðàâåíñòâ ( â öåëÿõ óïðîùåíèÿ
çàïèñè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè áóäåì îïóñêàòü):

 ε0 ( )Α0 01 0 0− =b C ,  (7)

ε1 ( )Α Α0 01 0 0
1

1 0− = −b C C C ,  (8)

. . . . . . . . . . . .. . . . . . . .

ε n+1 ( )Α Α0 01 1
1

1− + = −b Cn Cn Cn . (9)
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Ïóñòü V t0( )  – ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöûA t0( ) ,

îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ b t0( ) . Òîãäà èç

ðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî C0 0 0= ϕ ν , ãäå ϕ0( )t  –
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Ïî-
ñêîëüêó C0  âõîäèò è â (8), òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè (8)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (8)

áûëà îðòîãîíàëüíà âåêòîðó V t0
*( )  , êîòîðûé ÿâëÿåò-

ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû

A t*( )  è îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ b t0( ) :

C A C V0 1 0 0− ⊥ * ,               (10)

                       ( * ) *A b V− =01 0 0 .
Èç (10) ïîëó÷àåì

( ' ' , *)ϕ ν ϕ ν ϕ ν0 0 0 0 1 0 0 0 0+ − =A V .

Ó÷èòûâàÿ áèîðòîãîíàëüíîñòü V0  è V0
*  , èìååì

ϕ ϕ ν ν0 0 0 1 0 0 0' ( ' , *)+ − =A V .        (11)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (11), íàéä¸ì ϕ0( )t , à âìåñòå ñ

òåì è C t0( ) , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (7), (8).
Äåéñòâóÿ ïî èíäóêöèè, áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîðû
C C Cn0 1 1, ,..., −  èçâåñòíûìè. Ïîëó÷èì òåïåðü àëãî-

ðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà Cn .
Èç óðàâíåíèÿ

( )A b Cn Cn A Cn0 01 1 1 1− = − − −        (12)

íàéäåì Cn  , îáîçíà÷èì åãî Cn
0  è çàìåòèì, ÷òî Cn

0 ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò (9). Áóäåì èñêàòü
Cn  â âèäå

Cn Cn n= +0
0ϕ ν .              (13)

Âñòàâèì (13) â óðàâíåíèå (8) è ïîòðåáóåì îðòîãî-

íàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè (8) âåêòîðó νn
* :

Cn A Cn
′ − ⊥ν1 0

* ,

( , *)Cn
o

n n A Cn A n
′

+ ′ + ′ − − =ϕ ν ϕ ν ϕ ν ν0 0 1
0

1 0 0 0 ,(14)

( , *) ( , *)Cn
o A Cn n n A

′
+ + ′ + ′ − =1

0
0 0 1 0 0 0ν ϕ ϕ ν ν ν .

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (14) ðàâíî íóëþ ââèäó
óñëîâèÿ (10). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ϕn  , à çíà÷èò è Cn  èìååò âèä

ϕ ϕ νn n A Cn Cn
′ = −

′
( , *),1

0 0
0             (15)

çäåñü Cn
0  îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî.

Îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ àñèìïòî-
òèêè ìîæíî ñâÿçàòü ñî âñåìè ïðîñòûìè ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A 0 . Òîãäà ðåøåíèÿ

Pk t l bk s ds C C
t

k n m

( , ) ( ) ( ...),

, ,

ε ε ε= + +

= + −

∫
1

0 1
0

0 1

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòå-
ìû (4).

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê
äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ, êðàòíîñòü êîòîðîãî â îáëàñòè
èçìåíåíèÿ t ñîõðàíÿåòñÿ è áîëüøå åäèíèöû.

Èòàê, b(t) – ñîáñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîñòè l >1.
Ðåøåíèå ñèñòåìû (5), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ, áóäåì èñêàòü â òîì æå âèäå
(6).Òîãäà óðàâíåíèÿ (7) è (9) ïðèìóò âèä

( )A b C0 1 0 0− = , (16)

( )A b Cn Cn A Cn0 1 1 1− + = − , (17)

äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ Cn t( )  ñëåäóåò ðåøàòü

ñèñòåìó (17). Êàê è ðàíåå, áóäåì èñêàòü Cn  òàê,
÷òîáû ñèñòåìà (17) áûëà ðàçðåøèìà. Ñíà÷àëà îïèøåì
ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà C0 .

Ïóñòü

C di i
i

p
0

1
=

=
∑ ν  ,                  (18)

ãäå νi t( ) – ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ b t( ) , à d i t( ) – íåèçâåñòíûå
ñêàëÿðíûå ôóíêöèè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (17) èìåëà ðåøåíèÿ ïðè
n = 0 , äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(( ), *) , , , . . . ,C A C i i l0 1 0 0 12− = =ν .     (19)

Çäåñü νi x*( ) – ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A0
* ,

îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 
r
b x( )  è áèîðòî-

ãîíàëüíûå âåêòîðàì νi x( ) :

( , *) ( , , , . . . , )ν ν δi j ij i j l= = 1 2 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé d i t( )
ïîäñòàâèì (18) â (19). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

di di j A j l i l
j

l′ = ′ − =
=
∑ (( ), ), , , . . . ,ν ν ν1 1 2

1
.  (20)

Ïóñòü ( , , . . . , ) ( , , . . . , )d i d i dli i l1 2 12=  ëèíåéíî-íå-
çàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (20). Èì ñîîòâåòñòâóþò

l  ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ C i t C l t0 0( ), . . . , ( ) .Â
îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (11) ñèñòåìà (20) íå èíòåãðè-
ðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, ïîýòîìó åå ñëåäóåò ðåøàòü
÷èñëåíî îäíèì èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð,
Ðóíãå–Êóòòà. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (20) íå ñîäåðæèò
ìàëîãî ïàðàìåòðà è åå ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê
èñõîäíîé ñèñòåìû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà
ñèñòåìû (1) ñêàëÿðíà .

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè C C Cn0 1, ,...,  îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèè
C C Cn0 1 1, ,..., −  íàéäåíû. Òîãäà èç (17) ìîæíî íàéòè

Cn è ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(( ), *) ( , , , . . . , , . . . , )Cn A Cn j n j l′ − = = =1 0 01 2 1ν . (21)
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Âåêòîð Cn áóäåì èñêàòü â âèäå

Cn Zn iC i
i

l
= +

=
∑ϕ 0

1
,                 (22)

ãäå ϕi t( ) – íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, à

Zn t( ) – ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (19). Âñòàâèì (22)
â óðàâíåíèå (21), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(( ), *)

( , *) ( , *)

Zn A Zn j

i C i j i C i A C i j
i

l

i

l

′ − +

+ ′ + − =
==
∑∑

1

0 0 1 0 0
11

ν

ϕ ν ϕ ν .

Íî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ââèäó (21) ðàâíî íóëþ.

Ó÷èòûâàÿ áèîðòîãîíàëüíîñòü C i0  è ν j
* , ïîëó÷àåì

ϕ νi A Zn Zn j
′ = − ′( , *)1 .             (23)

Ñèñòåìà (23) ñâîäèò íàõîæäåíèå âåêòîðîâ C Cn1,...,
ê èíòåãðèðîâàíèþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà âñ¸ì

âðåìåííîì èíòåðâàëå ìàòðèöà A0  ñîõðàíÿåò ïîñòî-
ÿííóþ êðàòíîñòü ñâîèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî
òàêèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîñòðî-
èòü äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Âûâîäû. Ïîñòðîåíèå ÂÊÁ – àñèìïòîòèê ðåøåíèé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿþò èññëå-

äîâàòü ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé Pj t( )  è

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Pij t( )  â ëþáûå ìîìåíòû
âðåìåíè, ò.å. äî âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
Êðîìå òîãî, îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äåëàòü
êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ïðè
èçìåíåíèè ñâÿçåé ìåæäó ñèñòåìàìè.
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