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Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîàíà-
ëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå ëèíåéíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû
ïîä âîçäåéñòâèåì íåñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ïðè íà-
ëè÷èè çàòóõàíèÿ, à òàêæå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
äåëàåò íàãëÿäíûì õàðàêòåð ïåðåõîäíûõ è óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ.

Òåîðèÿ êîëåáàíèé ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ òåõíèêè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà
áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íà ïðàê-
òèêå, âñå îíè ðåøàþòñÿ íà îñíîâå îáùèõ ïðèíöèïîâ
è ìåòîäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñîäåðæàíèå òåîðèè êîëå-
áàíèé [1-3]. Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü âàæíî èçó÷èòü âîç-
äåéñòâèå íà ëèíåéíóþ îäíîìåðíóþ êîëåáàòåëüíóþ
ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ ñèë âíåøíåãî ïðîèñõîæäåíèÿ,
ò.å. ñèë, îïèñûâàåìûõ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè è íå çàâèñÿùèìè îò äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â
ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ ïðèìåíÿåòñÿ ëè-
íåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå. Àíàëèç êîëåáàíèÿ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ðåøå-
íèÿ äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çà-
äàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Îäíàêî ñäåëàòü âñåñòîðîííèé àíàëèç êîëåáà-
òåëüíîãî ïðîöåññà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ êàê ñàìîé ñèñòåìû, òàê è âíåøíå-
ãî âîçäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Òàêèì îáðàçîì,
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé íåîáõîäèìîñòü â ïðèåìàõ è
ìåòîäàõ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ïîëó÷àòü íàãëÿä-
íûå ðåøåíèÿ è ñâåäåíèÿ î òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâàõ
ðåøåíèé. Êîìïüþòåðíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðåä-
ñòàâèòü õàðàêòåð ëþáîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà
íàãëÿäíî, ïîëíîñòüþ åãî èññëåäîâàòü, âûÿâèòü îñî-
áåííîñòè è èçó÷èòü èõ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ.

Â ðàáîòå âûïîëíåí êîìïüþòåðíûé àíàëèç êîëå-
áàòåëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â îäíîìåðíîé
ëèíåéíîé ñèñòåìå ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ íåñèíó-
ñîèäàëüíûõ âîçäåéñòâèé. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêè, äëÿ êîëåáàíèé ïðè
îòñóòñòâèè çàòóõàíèÿ. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî è äëÿ íåáîëüøèõ çàòóõàíèé õàðàêòåð
êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà îñòàåòñÿ ïî÷òè òàêèì æå,
êàê è îïèñàííûé àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, íî
ñî÷åòàíèå ïîñëåäíèõ ñ êîìïüþòåðíûì àíàëèçîì  äå-
ëàåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ âåñüìà íàãëÿäíûìè è ëåãêî çàïîìèíàþùèìèñÿ.

Â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ â îäíîìåðíûõ ëè-
íåéíûõ ñèñòåìàõ ïðè äåéñòâèè íà ïîñëåäíèå îäè-
íî÷íûõ èìïóëüñîâ è èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èñ-

ñëåäóåìàÿ ëèíåéíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà îïèñû-
âàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

( )d q
dt

dq
dt

q
m

F t
2

2
22

1
+ ⋅ + =β ω ,

ãäå β  – êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ; m — âåëè÷èíà
àíàëîãè÷íàÿ ìàññå.

Èçó÷èì õàðàêòåð êîëåáàíèé â ñèñòåìå ïðè äåé-
ñòâèè íà íåå íåãàðìîíè÷åñêèõ ñèë.
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

ξ

ω

=
x
F

m
0

2
 
,
 
τ =

t
T0  

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè
ñèñòåìà (1) ïðèìåò âèä
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Çäåñü θ =
T
T

0 ; λ β= 2 0T ; T  – ïåðèîä ñèñòå-

ìû; T0  – âðåìÿ íàðàñòàíèÿ ñèëû.
Àíàëèç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé âûïîëíåí ñ ïîìî-

ùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìû MathCAD PLUS 7.0
PRO.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâå-

äåííîãî ñìåùåíèÿ ξ  ñèñòåìû îò âåëè÷èíû ïðèâåäåí-

íîãî âðåìåíè τ  â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøå-

íèÿ θ =
T
T

0  ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Àíàëèç ãðàôèêîâ ïîêàçàë, ÷òî åñëè θ =1,2,...,N
(ò.å. îòíîøåíèå âðåìåíè íàðàñòàíèÿ ñèëû è ñîáñòâåí-
íîãî ïåðèîäà ñèñòåìû ðàâíî öåëîìó ÷èñëó N), òî ïðè
äîñòèæåíèè ñèëîé ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîëåáà-
òåëüíûé ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ (ðèñ. 1, êðèâàÿ 2).

Ïðåêðàùåíèå êîëåáàíèé â îïèñàííûõ ñëó÷àÿõ
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè τ = 1  ïðèâåäåííîå ñìåùåíèå

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ( ξ = 1)  (ñìåùå-

íèå õ ïðè ýòîì ðàâíî 
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2ω
 è çàâèñèò îò àìïëèòó-

äû ñèëû è ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, íî
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íå çàâèñèò îò âðåìåíè íàðàñòàíèÿ ñèëû), à ñêîðîñòü —
íóëåâîãî. Ñóïåðïîçèöèÿ ñèë âîçâðàùàþùåé è âíåø-
íåé â ìîìåíò âðåìåíè τ = 1  ðàâíà íóëþ. Ýòè
óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïðîöåññ êîëåáàíèé
ïðåêðàùàåòñÿ è ïîñëå íàðàñòàíèÿ ñèëû ñèñòåìà
îñòàåòñÿ â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ äàííûé
ðåæèì ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò
ïðèâåäåííîãî âðåìåíè: êðèâàÿ 1 – q=0,2;

 êðèâàÿ 2- q=1; êðèâàÿ 3 – q=1,4

Â ñëó÷àå, åñëè θ íå ðàâíî öåëîìó ÷èñëó (êðèâûå
1, 3 íà ðèñ. 1), òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ ñèëîé ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàþòñÿ (ïðè
ìàëûõ λ ) êâàçèãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, àìïëè-

òóäà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì θ . ×åì

ìåíüøå θ , òåì êðó÷å íàðàñòàåò ñèëà, à ñëåäîâàòåëü-
íî, áîëüøå èçìåíÿåòñÿ èìïóëüñ êîëåáëþùåãîñÿ òåëà
ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû çà îäèíàêîâûé ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè. Áîëüøåå èçìåíåíèå èìïóëüñà
ïðèâîäèò ê áîëüøåìó îòêëîíåíèþ òåëà îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ è ê áîëüøåé àìïëèòóäå êîëåáàíèé
â ðåæèìå τ > 1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè τ > 1
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåìξ = 1 (ýòî çíà÷èò, ÷òî ñìå-
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ðîâ îíî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê âåëè÷èíà ìà-
ëàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëàì ïðèìåíèìîñòè äàí-
íîé òåîðèè). Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîé àìïëèòóäû

êîëåáàíèé A ( )θ ïðè τ > 1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-
åì
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πθ

πθ
)

sin( )
= ,
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êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ.  Ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ ïðèâåäåííàÿ àìïëèòóäà ( ξ = 1, x=
F

m
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òèãàåò ïðè θ → 0 , ò.å. ÷åì êîðî÷å äåéñòâèå èì-
ïóëüñà, òåì áîëüøå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïîñëå
ïðåêðàùåíèÿ åãî äåéñòâèÿ. Ïðè θ → ∞  (ñîáñòâåí-

íûé ïåðèîä êîëåáàíèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìå-
íè íàðàñòàíèÿ ñèëû) ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ñèëû êîëå-
áàíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ. Îïèñàííûå ñâîéñòâà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíû íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò
ïðèâåäåííîãî âðåìåíè: êðèâàÿ 1 – q=0,2;

êðèâàÿ 2 – q=0,4; êðèâàÿ 3 – q=0,8

Ïðèâåäåííàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, îáîçíà÷åí-

íûõ êàê 1, 2, 3, óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì θ  ïðè τ > 1.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå õàðàê-
òåðíîãî ìàñøòàáà âðåìåíè â äàííîì èññëåäîâàíèÿ

âûáðàíà âåëè÷èíà τ =
t
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, ðàçíûå ïåðèîäû êîëå-

áàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ θ  (ðèñ. 1, 2) ñâÿçàíû ñ
óêàçàííûì ñïîñîáîì íîðìèðîâêè. Ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ïîñëå íàðàñòàíèÿ ñèëû ñèñòåìà êîëåáëåòñÿ ñ
ñîáñòâåííûì ïåðèîäîì âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó-
÷àÿõ è èñòèííîå ñìåùåíèå òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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Îïèñàííûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè êîëåáàíèé íà-
áëþäàëñÿ ïðè óâåëè÷åíèè λ  äî çíà÷åíèé 0,1.

Íà ðèñ. 3 äàí òðåõìåðíûé ãðàôèê èçìåíåíèÿ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé îò ïðèâåäåííîãî âðåìåíè è

âåëè÷èíû θ . Ãðàôèê ïîêàçûâàåò äèíàìèêó èçìå-
íåíèÿ êîëåáàíèé, à òàêæå èõ îòñóòñòâèå ïðè çíà÷å-

íèÿõ θ = 1 2,  â îáëàñòè τ > 1.

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íå íóëåâûå (0≤ ≤x0 1.
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x ), òåëî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ (ïðè
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èçìåíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â ñèñòåìå âñåãäà ïðè äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ λ  áóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðåæèì êîëåáàíèé.
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2. Çàâèñèìîñòü âíåøíåé ñèëû îò âðåìåíè ðàâíà

F = 0  ïðè t < 0 , F F= 0  ïðè 0 0≤ ≤t T , F = 0
при t T> 0 .

Ñ ó÷åòîì áåçðàçìåðíûõ ïîñòîÿííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîãî
ñìåùåíèÿ îò ïðèâåäåííîãî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ

îòíîøåíèé θ .

ξ

0 1 τ

1 2

3

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò
âðåìåíè: êðèâàÿ 1 - q=0,3;  êðèâàÿ 2- q=1;

êðèâàÿ 3 - q=1,5

Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà, àìïëèòóäà êîëåáàíèé
ïðè τ > 1 çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ θ .

Êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ïðè τ = 1  ïðåêðàùàåò-

ñÿ äëÿ θ = N (ãäå N – öåëîå ÷èñëî, ò.å. âðåìÿ
äåéñòâèÿ èìïóëüñà êðàòíî ñîáñòâåííîìó ïåðèîäó
ñèñòåìû) è íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (êðèâàÿ 2,
ðèñ. 4). Ïðåêðàùåíèå êîëåáàíèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ïðè äåéñòâèè íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ïîñòîÿí-
íîé ñèëû ïîñëåäíÿÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ âáëèçè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèåì ξ = 1, ( )x
F

m
= 0

2ω
. Òîãäà ïîëîæåíèå óñòîé-

÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé

ñèëûξ = 0  ñòàíîâèòñÿ ïîëîæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî
îòêëîíåíèÿ. Åñëè ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ
ñèëû ( τ = 1 ) ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì âðåìåíè, êîãäà
òåëî çàíèìàåò ýòî ïîëîæåíèå, êèíåòè÷åñêàÿ è ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè íóëþ, è ïðîöåññ

êîëåáàíèé ïðåêðàùàåòñÿ. Åñëè θ  íå ðàâíî öåëîìó
÷èñëó, íî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå, àìïëèòóäà
êîëåáàíèé òåëà, óñòàíîâèâøàÿñÿ ïîñëå ïðåêðàùå-

íèÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà, çàâèñèò îò θ  ñëåäóþùèì

îáðàçîì: A( ) sin( )θ πθ= 2 , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèåé âåëè÷èíû θ . Ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ïðèâåäåííàÿ àìïëèòóäà äîñòèãàåò ïðè

θ = N / 2 , ãäå N − íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì èñ-
òèííîå ñìåùåíèå òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

x t
F

m
T
T

t
T

( ) sin( ) sin( ( ))= −
2

2
0
2

0 0

ω
π ω .

Òðåõìåðíûé ãðàôèê (ðèñ. 5) çàâèñèìîñòè
ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò ïðèâåäåííîãî âðåìåíè

τ  è îò çíà÷åíèÿ θ  ïîêàçûâàåò äèíàìèêó ðàçâèòèÿ
êîëåáàíèé è äåìîíñòðèðóåò èõ îòñóòñòâèå ïðè

θ = 1 2,  äëÿ τ ≥ 1.
Îïèñàííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû îò

âðåìåíè ñîõðàíÿëñÿ ïðè óâåëè÷åíèè λ  äî çíà÷å-
íèÿ, ðàâíîãî 0,1.

Â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíîå ïðèâåäåííîå ñìåùåíèå

ðàâíî 1 ( ξ0 1= ), ñóïåðïîçèöèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà òåëî, ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ êîëåáàíèé ïðè

τ <1 äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ çíà÷åíèé θ . Ïðè τ ≥ 1
òåëî êîëåáëåòñÿ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé âáëèçè ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì

ξ = 0 (õ=0) (ðèñ. 6).

3. Ñèëà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó F = 0  ïðè  t < 0,
F F t T= 0 0* /  ïðè 0 ≤ ≤t T0 , F = 0   ïðè t T> 0 .

Ðèñ. 3. Äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ïðèâåäåííîé àìïëèòóäû îò q è t
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ξ

0 1 τ
Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò

âðåìåíè: êðèâàÿ 1 – q=0,2; êðèâàÿ 2 – q=1;
êðèâàÿ 3 – q=1,5

Ñ ó÷åòîì áåçðàçìåðíûõ ïîñòîÿííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

d
d

d
d

2

2
2 2 2 24 4 0 1

ξ
τ

λ
ξ
τ

π θ ξ π θ τ τ+ ⋅ + = ≤ ≤, ,

d
d

d
d

2

2
2 24 0 1

ξ
τ

λ
ξ
τ

π θ ξ τ+ ⋅ + = >, .

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííûõ êîëåáàíèé

òåëà îò âåëè÷èíû θ  ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Ïðè âñåõ
èññëåäîâàííûõ çíà÷åíèÿõ â èíòåðâàëå0 1≤ ≤τ  òåëî
ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ âáëèçè ëèíåéíî ìåíÿþùåãîñÿ
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â èíòåðâàëå τ ≥ 1 êîëåáà-
íèÿ ïðîèñõîäÿò âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îï-

ðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåìξ = 0 (õ=0). Èçìåíåíèå
àìïëèòóäû îò âðåìåíè íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

x t
F

m
t T

T
T

T
T

t
T
T

( ) (cos( ( ))

sin( )
cos( ( ))),

= − −

− −

0
2 0

0

0

0

ω
ω

π

π
ω

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè îòíîøåíèå âðåìåíè
íàðàñòàíèÿ èìïóëüñà ê ñîáñòâåííîìó ïåðèîäó ñèñ-

òåìû ðàâíî öåëîìó ÷èñëó (
T
T

N N0 1 2 3= =, , , ,... ),

àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðè t T≥ 0  ðàâíà îäíîìó è

òîìó æå çíà÷åíèþ (
F

m
0

2ω
).

Êðèâûå íà ðèñ. 7 äåìîíñòðèðóþò îïèñàííûé
õàðàêòåð êîëåáàíèé.

ξ

0 1 τ

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò
âðåìåíè: êðèâàÿ 1 – q=0,4; êðèâàÿ 2 – q=1;

êðèâàÿ 3 – q=2.

Â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíîå ñìåùåíèå íå ðàâíî
íóëþ, èçìåíåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé îò âðåìåíè
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

x t
F

m
t T

T
T

T
T

( ) (cos( ( ))
sin( )

= − − ⋅0
2 0

0

0ω
ω

π

π
 
×

× − +cos( ( )) cos( ))ω ωt
T

x t0
02 .

Àíàëèç äàííîãî âûðàæåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî åñëè
îòíîøåíèå ïåðèîäà íàðàñòàíèÿ èìïóëüñà ê ñîá-
ñòâåííîìó ïåðèîäó ñèñòåìû ðàâíî öåëîìó ÷èñëó

N  
T
T

N0 1 2=




, ,..., , â ñëó÷àå íà÷àëüíîãî îòêëîíå-

íèÿ, ðàâíîãî x
F

m0
0

2= −
ω

, êîëåáàíèÿ ïðè t T≥ 0

ïðîèñõîäèòü íå áóäóò. Åñëè æå x
F

m0
0

2=
ω

, àìïëèòó-

äà êîëåáàíèé òåëà ïðè t T≥ 0  çíà÷èòåëüíî âîçðàñòåò.

1

2

3 1
2

3

ξ 1 2

Θ

τ

Ðèñ. 5. Äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ïðèâåäåííîé àìïëèòóäû

ξ
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Åñëè íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó äåéñòâóåò ñåðèÿ
ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ, ïðèâåäåííûé ïåðèîä

êîòîðûõ ðàâåí p
T
T

= 1
, ãäå T1  – ïåðèîä äåéñòâèÿ

èìïóëüñà, ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ïàðàìåòðàìè
ñèñòåìû òàêæå ñóùåñòâóþò âðåìåííûå èíòåðâàëû,
â êîòîðûõ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷è-

âîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ0 =1, ξ0 =0, òî

ïðè θ = =1 2 3, , ,...p  êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò òîëüêî
â ïðîìåæóòêè âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà âíåøíåé
ñèëû ðàâíà íóëþ. Â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà àìï-
ëèòóäà âíåøíåé ñèëû íå ðàâíà íóëþ, òåëî îêàçûâà-
åòñÿ "çàïåðòûì" è íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷è-

âîãî ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìîãî çíà÷åíèåì ξ0 1= .
Äàííûé õàðàêòåð êîëåáàíèé èëëþñòðèðóåòñÿ êðè-
âîé 1 íà ðèñ. 8.

ξ

τÐèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò
âðåìåíè: êðèâàÿ 1 – p/q=2/1; êðèâàÿ 2 - p/q=2/0,9;

êðèâàÿ 3- p/q=2/1,1; ( ξ 0 1= )

Ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè θ  ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ
óñòîé÷èâîñòè â óêàçàííûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ.
Êðèâûå 2,3 ðèñ. 8 ïîêàçûâàþò ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè.

Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíî èçìåíåíèå àìïëèòóäû ïîä
äåéñòâèåì ñåðèè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ. Êàê
âèäíî èç ðèñóíêà, íàèáîëüøàÿ ïðèâåäåííàÿ àìïëè-
òóäà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ θ = 0 5,  ïðè p = 2 ,
ò.å. "âêëþ÷åíèå" ñèëû äîëæíî ïðîèñõîäèòü â ìî-
ìåíòû, êîãäà òåëî èìååò íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü è
íàõîäèòñÿ â ôàçå ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ ñèëû.

Åñëè ïðèâåäåííîå íà÷àëüíîå ñìåùåíèå è ïðèâåäåí-

íàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíû íóëþ (ξ 0 0= , ξ0 0= ),

òî ïðè θ = =1 1, p  òåëî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ( )ξ = 0  â ìîìåíòû âðå-
ìåíè, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì
1 1+ ≤ ≤ +Np N pτ ( ) ,  ãäå N ∈0 1, ,... .

Â îñòàëüíîå âðåìÿ òåëî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ
âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñî-

îòíîøåíèåì ξ = 1.
Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà θ  èëè p  ïðèâîäèò ê âîç-

íèêíîâåíèþ êîëåáàíèÿ â ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ. Îïèñàííûé õà-
ðàêòåð êîëåáàíèé òåëà ïîä äåéñòâèåì ñåðèè ïðÿìîó-
ãîëüíûõ èìïóëüñîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ðèñ. 10.

7 14
Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ñìåùåíèÿ îò

âðåìåíè: êðèâàÿ 1 - p/q=2/1; êðèâàÿ 2 - p/q=2/0,9;

êðèâàÿ 3- p/q=2/1,1; ( ξ0 0= )

Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ θ = =1 1, p  è
ïîêàçûâàåò îáëàñòè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, êðè-
âûå 2, 3 ñâèäåòåëüñòâóþò î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà θ.  Ïðîâåäåííîå â äàí-
íîé ðàáîòå êîìïüþòåðíîå èññëåäîâàíèå ïåðåõîä-
íûõ è óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ ïðè äåéñòâèè íà
îäíîìåðíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó âíåøíèõ íå-
ñèíóñîèäàëüíûõ âîçäåéñòâèé ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü
ðÿä ïðîñòûõ çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå, òàê êàê ïîäîá-
íîå èññëåäîâàíèå äåëàåò íàãëÿäíûìè è ëåãêî äîñ-
òóïíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàçäåëû, êîòîðûå òðàäèöè-
îííî îòíîñèëèñü ê êóðñó òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.
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