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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âûáîðà ïàðàìåòðîâ îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ è ðåãóëÿòîðà, äîñòàâëÿþùèõ íà ðåøåíèÿõ
ìèíèìóì èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ êà÷åñòâà. Ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, âîçìóùåííîé äðîáîâûì øó-
ìîì, ýêâèâàëåíòíà òàêîé æå çàäà÷å äëÿ òîé æå ñèñòå-
ìû, íî âîçìóùåííîé áåëûì øóìîì ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòàõ [1,2] ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðåãóëèðóåìîé äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó âîçìóùå-
íèé íåèçâåñòíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òà æå çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû
äðîáîâûì øóìîì [3], øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì â
ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] çàïèøåì
óðàâíåíèå çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

d
dt

X t X t( ) ( , , ) ( ),
(1)

X Rn , R p , Rl ,

ãäå  – p -ìåðíûé âåêòîð âàðüèðóåìûõ ïàðàìåò-
ðîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ;  – l -ìåðíûé âåêòîð
âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà; Rn , R p , Rl  –
äåéñòâèòåëüíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ åâêëè-
äîâîé íîðìîé. Íà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ  è 

íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

fi ( ) 0 , j ( ) 0 , ( , ..., )i z1 2 , ),...,2,1( qj , (2)

îïðåäåëÿþùèå â ïðîñòðàíñòâàõ R p  è Rl  îáëàñòè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé G R p  è G Rl .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîöåññ ( )t  íàçîâåì ïðîöåññîì
êëàññà G Rn , åñëè åãî ðåàëèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

( ) ( )t A tk k
k

,  A Rk
k ,        (3)

ãäå { }k  – ïðîñòåéøèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê [3]

ñ ïëîòíîñòüþ 0;{ }Am  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ n -ìåðíûõ âåêòîðîâ ñî ñâîéñòâàìè

E A mA||{ } || 0 ; E A mA{ } 0 . Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }k  è { }Am
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Êëàññ G  áóäåì íàçû-
âàòü êëàññîì äðîáîâûõ øóìîâ.

Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü âåêòîðû * G  è * G ,
äîñòàâëÿþùèå íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1) ìèíè-
ìóì èíòåãðàëüíîìó êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöèîíàëó

J X tTE { ( ), , }
0 ,             (4)

ãäå ( ( ), , )X t  – îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíàÿ
ôîðìà êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ; T  – âðåìåí-
íîé èíòåðâàë äëèòåëüíîñòè ðåãèñòðàöèè.

2. Ñâåäåíèå äðîáîâîãî øóìà ê ýêâèâàëåíòíîìó
áåëîìó øóìó

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë { }U  ïðîöåññà
( )t , çàäàííûé íà êëàññå ôèíèòíûõ íåïðåðûâíûõ

âåêòîð-ôóíêöèé U t( ) , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [3]

{ } exp ( ), ( )U U t tE .           (5)

Òåîðåìà 1. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà
{ }U  ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( )t G  ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

{ } exp [ ( ( ) ]U f U d1 ,       (6)

ãäå f U( )  – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [4,5] ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà A , êîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòåí êàæäîìó èç { }Am , f S i S A( ) [exp[ , ]E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê{ }k  è{ }Am  – íåçà-
âèñèìûå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî

E E E. . .A , ãäå E .  è E A .  – ñèìâîëû
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïî ðàñïðåäåëåíèÿì âå-
ðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òåé { }k  è { }Am . Äàëåå, ñëó÷àéíûå àìïëèòó-

äû { }Am  ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè m ñòàòèñòè-
÷åñêè íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïî-
ýòîìó

E A k kki U Aexp ( ),

Ek k kk kki U A f U0 exp ( ), ( ( ))..

Òîãäà èç (3) ïîëó÷àåì ôîðìóëó

{ } ( ( ))U f U kkE .

Ïðè çíà÷åíèÿõ , äëÿ êîòîðûõ U ( ) 0 , âûïîë-
íÿåòñÿ f U( ( )) 1. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå äîñòà-

òî÷íî âûïîëíèòü òîëüêî äëÿ òåõ k , êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò suppU t( ) . Ââèäó òîãî, ÷òî { }k  –
ïðîñòåéøèé ïîòîê, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òîëüêî êîíå÷-
íûé íàáîð òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåìó óñëî-
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âèþ. Ïóñòü ÷èñëî l  íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî
[ ] supp-l,l U(t) . Òîãäà, èñïîëüçóÿ ÿâíóþ ôîðìóëó
óñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ

ïðîñòåéøåãî ïîòîêà ñ ïëîòíîñòüþ ,

l N
k k

l
NN

N
l

k k

Ufd

d

Uf

1 11

10

))((...

...)2exp(lim

))((E

ïîëó÷èì ôîðìóëó (6).

Ñëåäñòâèå. Ïðîöåññ ( )t  ñòàöèîíàðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé
íà íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèÿõ U t( ) , èíâàðè-

àíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû U t U t t( ) ( ')  ïðè
ëþáîì t ' . Îòñþäà è èç (5) ñëåäóåò ñôîðìóëèðîâàí-
íîå ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2. Ïðîöåññ X t( ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì X t X( )0 0 , ÿâëÿåòñÿ ìàð-
êîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t '  ( t t' 0 ) – ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè è ïóñòü G  – ëþáîå èçìåðèìîå
ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ñâÿçàííîå ñ ïðîöåññîì { ( )}X t ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òåìè ìîìåíòàìè âðå-
ìåíè t , äëÿ êîòîðûõ t t ' . Òîãäà óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî ñîáûòèÿPr{ | ( ); '}G X t t t  ïðè óñëîâèè,
÷òî çàôèêñèðîâàíà ýâîëþöèÿ ñèñòåìû äî ìîìåíòà
t ' , ðàâíà

Pr{ | ( ); '} Pr{ | ( )}G X t t t G X t .      (7)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ

X t X t X d Ak
k t tt

t
( ) ( ' ) ( , , )

: ''
.   (8)

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ

X t( )  ïðè t t '  çàâèñèò òîëüêî îò k t t[ ', ] è

îòâå÷àþùèõ èì { }Ak , à òàêæå îò X t( ') , íî íå

çàâèñèò îò òîãî, êàêîâà áûëà òðàåêòîðèÿ X t( )  ïðè

t t ' . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7) âûðàæàåò

ñâîéñòâî ìàðêîâîñòè ïðîöåññà { ( )}X t .

Ýòî ñâîéñòâî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò îïèñàòü
âñå åãî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñ ïîìîùüþ ëèøü
îäíîé ôóíêöèè – ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà
g X t X t( , | , )0 0 , à ñ äðóãîé – ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé
ìåòîäèêè [5] äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü
ëèíåéíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ ýòîé ôóíê-
öèè:

d
dt

g gXL .                             (9)

Íàøåé äàëüíåéøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå
îïåðàòîðà L X  â óðàâíåíèè (9) èëè, ÷òî ýêâèâàëåí-
òíî, åãî Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ L K . Â îáùåì ñëó÷àå
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L K  ÿâëÿåòñÿ
ãåíåðàòîðîì ýâîëþöèè âî âðåìåíè óñëîâíîé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

h K t X t i K X X t( , | , ) exp{ , }| ,0 0 0 0E

exp{ , } ( , | , )i K X g X t X t dX0 0 .

Òåîðåìà 3. Äëÿ îïåðàòîðà L K  ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

L K K i K f K, / , , ( ) 1 .  (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ëþáîå 0  è çàïè-
øåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè h  ïðè ïåðåõîäå îò t  ê
t . Áëàãîäàðÿ ìàðêîâîñòè ïðîöåññà { ( )}X t  âû-
ðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

h K t X t h K t X t( , | , ) ( , | , )0 0 0 0

lim exp , ( | , ( , | , )E i K X t X t g X t X t dX0 0

lim exp , ( | , ( , | , )E i K X t X t g X t X t dX0 0 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ñïðàâà ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
ñ ãèïîòåçàìè, îòíåñåííûìè ê ïîëóèíòåðâàëó
[ , )t t . Ïîëó÷èì: 1) íå èìååòñÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê

èç { }k ; 2) èìååòñÿ îäíà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà; 3)
èìååòñÿ áîëåå îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êè. Âåðîÿòíîñòè
ýòèõ ãèïîòåç äëÿ ïðîñòåéøåãî ïóàññîíîâñêîãî ïî-
òîêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

1 o( ) , o( )  è o( ) . Êðîìå òîãî,
ïðè çàïèñè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ó÷òåì, íà îñíîâàíèè
(8), ÷òî äëÿ ïåðâîé ãèïîòåçû

E exp , ( | ,i K X t X t

)(,|),,(,1)(,expE otXXKitXKi

à äëÿ âòîðîé –

X t X t A os( ) ( ) ( ) ,

ãäå As  îòâå÷àåò ñëó÷àéíîé òî÷êå s , ïîïàâøåé â
ïîëóèíòåðâàë. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

dXtXtXg
tXXKeihh tXKi

tt

),|,(
,|),,(,E

00

)(,

)(
),|,(,|E 00

,,

o
hdXtXtXgtXee t

AKiXKi s

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
i K K ht, / , , . Ïîñëå çàìåíû ñèìâî-

ëà E  âî âòîðîì ñëàãàåìîì íà ñèìâîë E A , äåëåíèÿ

íà  è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà 0  ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.

,

.



40 ÐÈ, 2000, ¹ 2

Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âåêòîð-

ôóíêöèè ( , , )X  èìååò ìåñòî îöåíêà

sup , ( , , ) || ||X X X X 2   äëÿ íåêîòîðî-

ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà . Èç ýòîé îöåíêè, â
÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà
B X X X( ) ( , , ) /  – ðàâíîìåðíî äèññèïà-

òèâíà ïðè X Rn , ò.å.

1||||:,)(max YYYXB .

Ëåììà 1.Ðåøåíèå X t( )  óðàâíåíèÿ (1) ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî íîðìå ïðè

t t( , )0  ñëó÷àéíîé ïîñòîÿííîé b .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü s  – òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè { }k , áëèæàéøàÿ ê t  ñëåâà. Èç óðàâíåíèÿ (1)

ñëåäóåò, ÷òî ïðè t s   èìååì

d
dt

X X t X t X|| || ( ( ), , ), ( ) || ||2 22 ,

ïîýòîìó || ( )|| exp( )|| ( )||X t t X Os s . Èç

ôîðìóëû (8) ñëåäóåò ïðè t s' , ÷òî

X t X X d As
t

s
s

( ) ( ( ), , ) ,

ãäå X Xs s( ) . Òîãäà X X As s s( )0  è

|| ( )|| exp( ) || || || ||X t t X As s s . Òî÷íî òàê æå

äëÿ ëþáîãî k  èìååì íåðàâåíñòâî

|| || exp( ) || || || ||X X Ak k k k k1 1 .

Ïóñòü l  – òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }k , áëè-

æàéøàÿ ê t0  ñïðàâà. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, íàéäåì

|| || exp( )|| || exp( )|| ||X A Xk k ii
k

k k1
1

0 0

è ïîýòîìó

|| ( )|| exp( ) || || exp( )|| ||X t t t X t Ai
s

i0 0 11 .

Ñëó÷àéíûé ÷èñëîâîé ðÿä

exp( )|| || || ||t A b Xi ii
s

01

ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 [6]. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

C An k
k t n t n

|| ||
: 1

,     n 0  â íàøåì ñëó÷àå èìååò

êîíå÷íîå, íå çàâèñÿùåå îòn  ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå E E[ ] [|| ||]C An i  è ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íå-
ðàâåíñòâî ×åáûøåâà [7], íàéäåì

Pr exp( / ) exp( / ) || ||C n n An i2 2 E .

Èç ôîðìóëû Áîðåëÿ–Êàíòåëëè [8] âûòåêàåò, ÷òî

íåðàâåíñòâî C nn exp( / )2  ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà íîìåðîâ

n . Òàê êàê b X C nnn|| || exp /0 0 2 , òî ïðå-

äûäóùåå óòâåðæäåíèå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå
ñëó÷àéíîé ïîñòîÿííîé b . Îáúåäèíÿÿ èñïîëüçóå-
ìûå çäåñü íåðàâåíñòâà, íàõîäèì || ( )||X t b .

Ëåììà 2. Ïóñòü X t( ')  è X t( ' ')  ñóòü äâà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ dX dt/ , êîòîðûå îòâå÷àþò äâóì

ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì X X'( ) '0 0 è

X X' '( ) ' '0 0 . Òîãäà

|| ' ( ) ' ' ( )|| exp( )|| ' ' ' ||X t X t t t X X0 0 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y X X' ' ' è òîãäà

d
dt

Y X X Y B X Y Yn a|| || ( , , ) ( , , ) , ( ) ,2 2 2

ãäå Xa  – íåêîòîðàÿ òî÷êà íà îòðåçêå, êîòîðûé

ñîåäèíÿåò òî÷êè X t( ')  è X t( ' ')   â Rn . Èíòåãðè-
ðîâàíèå ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà äîêàçûâàåò óò-
âåðæäåíèå ëåììû 2. Ïðè çàäàííûõ ðåàëèçàöè-

ÿõ{ }k  è { }Am  ðåøåíèå X t( )  óðàâíåíèÿ (1) ñ

X t X( )0 0  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ôóí-

êöèþ îò t0 , X t X t( ; , )0 0 . Íà îñíîâå ýòîé ñëó÷àéíîé

ôóíêöèè ïîñòðîèì ïðîöåññ { ( )}X t .

Òåîðåìà 4. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ X0  è t  ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

X t X t X t
t

( ) lim ( ; , )
0

0 0 .       (11)

Ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò X0 . Îí îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî ðåàëèçàöèÿìè { }k ,{ }Am  è òàêèì îá-

ðàçîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ ñëó÷àéíîãî

ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà { ( )}X t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t t' ' '0 0  è X t'( ) , X t' '( )  –
ñëó÷àéíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè X t X'( ' )0 0 , X t X' '( ' ' )0 0 . Ïóñòü íî-

ìåð l  ìîìåíòà l  îïðåäåëåí òàê, êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû 1. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ðåøå-
íèÿ X t( )  óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíÿåòñÿ

X X A X dk k k
k

k

1
1 ( ( , , ,)) ,

òî, îïðåäåëèâ ïî ýòîé ôîðìóëå ñëó÷àéíûå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè { ' }X k , { '' }X k , ïîëó÷èì, ïðèìåíÿÿ

ëåììó 2 ïðè t k 1  è t k0 :

|| ' ' ' || exp( )|| ' ' ' ||X X X Xk k k k k k1 1 1 .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ôîðìóëû (2.4) ïðè t t' '0
èìååì

.
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|| ' ( ) ''( )|| exp( ')|| ' '( ' )||X t X t t t X X t0 0 .(12)

Òàê êàê â ñèëó ëåììû 1 || ' '( ' )||X t b0 , òî èç
íåðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè äëÿ ôóíêöèè
X t X t( ; , )0 0  ïðè t . Òàêèì îáðàçîì, ñ òîé æå
âåðîÿòíîñòüþ ïðåäåë (11) ñóùåñòâóåò. Ïóñòü òåïåðü
ðåøåíèÿ X t' ( )  è X t' ' ( )  îòâå÷àþò íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì X t X'( ) '0 0 , X t X' ' ( ) ' '0 0 . Òîãäà, ïî-
ëàãàÿ â (11) t t' '0  è óñòðåìëÿÿ t0 , ïîëó÷àåì,
÷òî X t X' ( ) ' ' . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë (11) íå
çàâèñèò îò X0 .

Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ X t( )  îäíîçíà÷íî âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ( )t . Èíûìè ñëîâàìè,
îíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ôóíêöèîíàëîì îò ( )t ,
êîòîðûé îáîçíà÷èì, ïîä÷åðêíóâ ÿâíóþ çàâèñè-
ìîñòü îò ( )t , êàê X t X t t( ) ( , ( ')) .

Èç ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñëå-
äóåò, ÷òî îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì

X t t X t t( , ( ')) ( , ( ' ))      (13)

ïðè ëþáîì . Ôóíêöèîíàëû X t X t( ; , )0 0  èçìåðè-
ìû, òàê êàê çàâèñÿò îò êîíå÷íîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ
ïàðàìåòðîâ. Â ñèëó (11) ôóíêöèîíàë X t( )  òàêæå
èçìåðèì, êàê ïðåäåë èçìåðèìûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ

X t( )  èíäóöèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé
äëÿ ïðîöåññà ( )t . Â ñèëó ôîðìóëû (11) ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïðîöåññà X t( )  èíäó-
öèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïðîöåñ-
ñà ( )t . Íî ïðîöåññ ( )t  – ñòàöèîíàðåí.
Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïðîöåñ-
ñîâ ( )t  è ( )t  ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî è ïðîöåññ X t( )  – ñòàöèîíàðåí.

Òåîðåìà 5. Ïðîöåññ X t( )  àñèìïòîòè÷åñêè ïðè
t  ïðèáëèæàåò ïî âåðîÿòíîñòè êàæäûé èç

ïðîöåññîâ X t( ) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0
âûïîëíÿåòñÿ

Pr || ( ) ( )||X t X t 0 ,    t .  (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X t X( ) ''0 . Òîãäà, ïîëà-
ãàÿ â íåðàâåíñòâå (13) t t0 0' , X t X t'( ) ( ) ,
X t X t' '( ) ( ) , ïîëó÷èì

|| ( ) ( ) exp( )|| ( )||X t X t t t X X t0 0 0

è òàê êàê || ( )||X t b0 , òî ïðè t  ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó, âàæíóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ïðèáëè-
æåíèè.

Òåîðåìà 6. Óðàâíåíèå (9), îòâå÷àþùåå ïðîöåññó
X t( ) , îáëàäàåò åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ðåøåíè-
åì g X( ) , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðî-
ÿòíîñòåé â Rn  è êîòîðîå ïðèòÿãèâàåò ïðè t
óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ g X t X t( , : , )0 0  ïðè ëþáûõ X0
è t0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâà (12) äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè  ëþáîé òî÷êè X Rn  èìååì

Pr ( ) Pr ( )X t X t 0 , t .

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê ïðîöåññû èìåþò íåïðåðûâíûå
ïëîòíîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñ-
òåé ñîîòâåòñòâåííî g X t( , )  è g X t( , ) , òî ïî÷òè

âñþäó ïî X  èìååì g X t g X t( , ) ( , ) 0  ïðè

t . Ïëîòíîñòü g X t( , )  íå çàâèñèò îò t , òàê
êàê ïðîöåññ X t( )  ñòàöèîíàðåí. Ïîñêîëüêó g X t( , )
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9), òî g X( )  îáÿçàíà
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

L X g 0     ëèáî    L K g 0 .      (15)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçâå-
ñòíûõ óòâåðæäåíèé [5,9]. Ìû åå ïðèâîäèì âìåñòå
ñ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü X t( )  – ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé
óðàâíåíèåì (1) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì X t X( )0 0 , â
êîòîðîì ( )t  ñóòü n -ìåðíûé áåëûé øóì ñ êîâàðè-

àöèîííîé ìàòðèöåé D ,

E ( ) ( ') ( ')t t D t t ,   E ( )t 0 .

Òîãäà äëÿ ïðîöåññîâ X t( )  è X t( )  è îòâå÷àþùèì

èì îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé g X t( , )  è g X t( , )
ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 5,

6. Ïðè ýòîì Ôóðüå-îáðàç ïëîòíîñòè g X t( , )
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

i K K h K DK h, / ,1
2

.   (16)

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîáùåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

( )t  ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëåäóþùèé ñëà-

áûé ïðåäåë. Çàìåíèì âåêòîðíûå àìïëèòóäû { }Am
íà { }Am , 0  è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó  è

 òàê, ÷òî const . Òîãäà ïðîèçâîäÿùèé
ôóíêöèîíàë (5) ïåðåéäåò â ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöè-
îíàë áåëîãî øóìà ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
D const M , ãäå M a alm l mE[ ], A a a an( , ,..., )1 2 .

Ðåøåíèÿ X t( )  ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ áåëûì øóìîì â êà÷åñòâå
ïîðîæäàþùåãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ðåøåíèé X(t) óðàâíåíèé (1) ñ
äðîáîâûì øóìîì ( )t  äëÿ òåõ æå íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Òî÷íî òàê æå ïðîöåññ X t( )  ñõîäèòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ê íåêîòîðîìó ñòàöèîíàðíîìó ïðî-

öåññó X t( ) . Îïåðàòîð LK  â óðàâíåíèÿõ Êîëìî-

ãîðîâà, îòâå÷àþùèõ ïðîöåññàì X t( )  è X t( ) ,
òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îïèñàííûì âûøå ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì. Òîãäà èç ôîðìóëû (16) ïóòåì ïîäñòà-
íîâêè ÿâíîãî âûðàæåíèÿ (10) è ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (16).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, ñîäåð-
æàùåé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû îá ýêâèâàëåíò-
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íîñòè çàäà÷ ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçìóùåííûõ äðîáîâûì øóìîì,
è ñèñòåì, âîçìóùåííûõ áåëûì øóìîì ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 8. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ñòàöèîíàðíîì
ïðèáëèæåíèè ïðîöåññîì X t( )  ýêâèâàëåíòíî îïòè-
ìàëüíîìó óïðàâëåíèþ àíàëîãè÷íûì ïðîöåññîì, êî-
òîðûé ïîðîæäàåòñÿ áåëûì øóìîì ñ êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé

D M .                    (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

f K MK K o K( ) , , (|| || )1 0 5 2  ïðè || ||K 0

è E0[|| ||]Am , E0[ |m , òî

h HK K o K0 5 2, , (|| || ) ,           (18)

ãäå H – ìàòðèöà âòîðûõ ìîìåíòîâ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ g X( ) .

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà J ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ìàòðèöåé H

J Sp(HG)                       (19)

ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðè-
öåé G .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû H  âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëàìè (10) è (15). Óäåðæèâàÿ â ðàçëîæåíèè (18)
òîëüêî êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà
H  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà BH HB M , ãäå B B( )0  è

( ) (|| || )X BX o X 2 . Ìàòðèöà æå H, îòâå÷àþ-

ùàÿ óðàâíåíèþ (1), â êîòîðîì ( )t  çàìåíÿåòñÿ íà
áåëûé øóì ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé D, îïðåäå-
ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèÿ

BH HB D .                 (20)

Ïîòðåáîâàâ òåïåðü, ÷òîáû H H , ïîëó÷èì ôîðìó-
ëó (17).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçà-
öèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1), âîçìóùåííîé äðî-
áîâûì øóìîì (3), ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïàðàìåòðè-
÷åñêîé îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1),

âîçìóùåííîé áåëûì øóìîì ( )t  ñ êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé (17). Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
õîðîøî ðàçðàáîòàííûé ñòàòèñòè÷åñêèé àïïàðàò ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, áàçèðóþùèéñÿ íà
ãèïîòåçå î áåëîì øóìå, êàê î ïîðîæäàþùåì ïðî-
öåññå, âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåðæåí-
íûõ âîçäåéñòâèþ ýêâèâàëåíòíîãî â ýíåðãåòè÷åñ-
êîì îòíîøåíèè äðîáîâîãî øóìà.

3. Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà 8
èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà
êâàäðàòè÷íîãî âèäà. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ðàáîòû
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è òàêèì îáðàçîì.

Åñëè äâèæåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
(1) ñ ( )t R n , òî ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé g X( ) ,
ìîìåíòû êîòîðîé âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûìè
ìîìåíòàìè øóìà ( )t .

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ – ñëó÷àéíûõ äðîáîâûõ øó-
ìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìãíîâåííûõ èìïóëüñîâ. Âìåñòå ñ òåì
ÿñíî, ÷òî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíî
ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà áîëåå øèðî-
êèé êëàññ âîçìóùàþùèõ ïðîöåññîâ, çíà÷èìûõ â
ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè. Ïîìèìî òîãî, ÷òî äðî-
áîâûå øóìû äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåíû, îíè â
êà÷åñòâå ìîäåëè óäîáíû áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè
ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ìîæíî
âûñêàçàòü ãèïîòåçó, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñïðà-
âåäëèâû äëÿ íåêîòîðîãî áîëåå øèðîêîãî êëàññà
ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷åì ðàññìîò-
ðåííûå, à èìåííî äëÿ êëàññà, âíóòðè êîòîðîãî
âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ñëàáûé ïðåäåëüíûé ïåðå-
õîä ê áåëîìó øóìó.
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