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Строится модель базовой задачи о построении кратчайшей трассы, к которой сводится решение общей задачи о построении кратчайшей гладкой трассы в неодносвязной области на плоскости, составленной из дуг окружностей и соединяющих их касательных. На основе исследования свойств этой модели предложен метод решения базовой задачи и оценена его вычислительная эффективность. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

При решении задачи соединения [1] возникает необходимость поиска в данной области � EMBED Equation.2  ��� трасс минимальной длинны при ограничении на кривизну. Важный случай [2] этой общей задачи состоит в отыскании трассы � EMBED Equation.2  ��� на множестве линий класса � EMBED Equation.2  ���, которые представляются последовательностями вида: 

� EMBED Equation.2  ��� (1)�где, � EMBED Equation.2  ��� - отрезки, а � EMBED Equation.2  ��� - дуги окружностей, которые в общих точках удовлетворяют усло�вию трансвер�сальности, причем радиусы � EMBED Equation.2  ��� этих окружностей могут принимать значе�ние в заданном интервале � EMBED Equation.2  ���. Здесь возник�новение нескольких фрагментов вида � EMBED Equation.2  ��� объясняется, прежде всего, тем, что данная область � EMBED Equation.2  ��� неодносвязна, а её граница представляется ломаной [1]. 

В результате возникновения подобных ограничений решение общей задачи традиционными методами вари�ационного анализа, в прямой постановке, становится невозможным, но сводится к ним, если ввести в рассмотрение базовую задачу для фрагментов � EMBED Equation.2  ���; в этом случае получаем вариационную задачу для пос�ле�довательности экстремалей, на объединение которых наложено условие трансверсальности.
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Так, пусть � EMBED Equation.2  ��� - вершина границы области � EMBED Equation.2  ��� (рис. 1), составленной из ломаных, а � EMBED Equation.2  ��� - кратчайшая ломаная, гомотоп�ная данному пути � EMBED Equation.2  ���, соединяющая точки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Требуется заменить ломаную � EMBED Equation.2  ��� гомо�топ�ной ей линией � EMBED Equation.2  ��� ми�ни��маль�ной длинны в классе � EMBED Equation.2  ���, которая составлена из дуги � EMBED Equation.2  ��� окружности � EMBED Equation.2  ��� радиуса � EMBED Equation.2  ��� при условии, что отрезки � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� лежат на касательных к окружности � EMBED Equation.2  ���, проходящих через точки � EMBED Equation.2  ���. 

Рассмотрим полярную систему координат � EMBED Equation.2  ��� с началом в точке � EMBED Equation.2  ���, где поло�жительное направление угла � EMBED Equation.2  ��� отсчитывается от луча � EMBED Equation.2  ��� против часовой стрелки. Тогда всякая точка с координатами � EMBED Equation.2  ��� однозначно оп�ре�де�ляет центр некоторой окружности � EMBED Equation.2  ��� радиуса � EMBED Equation.2  ���, а значит и трассу вида:

� EMBED Equation.2  ���, (2)�если только � EMBED Equation.2  ���. Множество таких трасс обозначим � EMBED Equation.2  ���, а длину трассы � EMBED Equation.2  ��� обозначим � EMBED Equation.2  ���. При этом не теряя общности можно считать, что радиус � EMBED Equation.2  ��� достаточно мал, так, что это множество трасс не пусто.

Базовая задача. Для данных точек � EMBED Equation.2  ��� найти такое положение � EMBED Equation.2  ��� центра окруж�ности радиуса � EMBED Equation.2  ���, что для порождаемой ею трассы � EMBED Equation.2  ��� выполняется условие� � EMBED Equation.2  ���	(3)

2. МОДЕЛЬ БАЗОВОЙ ЗАДАЧИ И ЕЁ ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
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Введем следующие обозначения (рис. 2): � EMBED Equation.2  ��� - углы при вершинах � EMBED Equation.2  ��� треуголь�ника � EMBED Equation.2  ��� - длины сторон � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ��� - угол между стороной � EMBED Equation.2  ��� и каса�тель�ной � EMBED Equation.2  ��� соответственно. Тогда справедливы следующие утверждения.

Лемма 1. Окружность � EMBED Equation.2  ���, определяющая оптимальное решение � EMBED Equation.2  ���, проходит через точку � EMBED Equation.2  ���, причем координаты её центра удовлетворяют условиям: 

� EMBED Equation.2  ���;	(4)

� EMBED Equation.2  ���. 	(5)

Лемма 2. При выполнении условий (4), (5) длины отрезков и дуг окружностей радиуса � EMBED Equation.2  ���, составляющих трассу � EMBED Equation.2  ��� равны: �� EMBED Equation.2  ��� (6)

При этом имеют место следующие соотно�шения для � EMBED Equation.2  ��� (как и симметричные им для � EMBED Equation.2  ���):

� EMBED Equation.2  ���	(7)

� EMBED Equation.2  ���	(8)

� EMBED Equation.2  ��� 	(9)

Лемма 3. На интервале � EMBED Equation.2  ��� длина � EMBED Equation.2  ��� фрагмента � EMBED Equation.2  ��� монотонно убывает, а длина � EMBED Equation.2  ��� фрагмента � EMBED Equation.2  ��� монотонно растет.

3. РЕШЕНИЕ БАЗОВОЙ ЗАДАЧИ И НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 

Учитывая, что решение базовой задачи требуется найти с заданной точностью � EMBED Equation.2  ���, по порядку величины составляющей 1%, рас�смот�рим метод решения базовой задачи основан�ный на монотонной зависимости длины фрагментов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� от угла � EMBED Equation.2  ��� и её малой относительной вариации � EMBED Equation.2  ��� на интервале � EMBED Equation.2  ���. 

Так, из (6) следует, что максимальная длина фрагмента � EMBED Equation.2  ��� достигается при � EMBED Equation.2  ���; взяв большее значение функции при � EMBED Equation.2  ���, получим:

� EMBED Equation.2  ���.

Минимальна длина этого фрагмента достигается при � EMBED Equation.2  ���, что дает � EMBED Equation.2  ���

Тогда относительная вариация для этого фрагмента составляет величину, не превосхо�дящую 

� EMBED Equation.2  ���.

При требуемом [2] среднем отношении � EMBED Equation.2  ��� длин прямолинейных � EMBED Equation.2  ��� и криво�ли�ней�ных � EMBED Equation.2  ��� участков трасс получим оценку:

� EMBED Equation.2  ���,�в соответствии с которой значение вариации функционала � EMBED Equation.2  ��� на � EMBED Equation.2  ��� из (10) примет вид: 

� EMBED Equation.2  ���, (10)�и, для типовых значений � EMBED Equation.2  ���, приведены в таблице.

Типовые отношения � EMBED Equation.2  ��� средних длин прямо�линей�ных и криволинейных участков трасс и соот�ветствующая им относительная вариация � EMBED Equation.2  ��� функционала (10). 

Таблица 1

Типовое отношение длин, � EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����2�� EMBED Equation.2  �����3�0.8��5�0.6��10�� EMBED Equation.2  �����

Разобьем интервал � EMBED Equation.2  ��� на � EMBED Equation.2  ��� равных частей � EMBED Equation.2  ���. Тогда, в силу Леммы 3 средняя вариация на одном интервале составит не более � EMBED Equation.2  ���, а значит замена значений функционала � EMBED Equation.2  ��� на интервале � EMBED Equation.2  ��� значением в середине интервала не превысит � EMBED Equation.2  ���, а функционала � EMBED Equation.2  ��� на том же промежутке - значения � EMBED Equation.2  ���. Приравнивая эту погрешность к допустимой, получим � EMBED Equation.2  ���, �что дает � EMBED Equation.2  ��� (при � EMBED Equation.2  ���)  и � EMBED Equation.2  ��� (при � EMBED Equation.2  ���) интервалов. Следовательно, простой перебор � EMBED Equation.2  ��� точек, � EMBED Equation.2  ���, выбранных по правилу: 

� EMBED Equation.2  ���,�и вычисление в них функционала � EMBED Equation.2  ��� по (6) поз�воляет найти решение базовой задачи с требуемой точностью � EMBED Equation.2  ��� для заданного отношения � EMBED Equation.2  ���.

Поскольку расчет значения функционала � EMBED Equation.2  ��� для одного значения � EMBED Equation.2  ��� требует порядка 40 арифметических операций, окончательно получаем, что для получения � EMBED Equation.2  ���-оп�ти�маль�ного решения в среднем � EMBED Equation.2  ��� требуется порядка � EMBED Equation.2  ��� операций.

В заключение заметим, что естественным обобщением базовой задачи является задача с одним или двумя граничными условиями. В первом случае решение получаем непос�редственно из (6) и (7). Во втором случае из (7) и симметричному ему, а также (6) находим радиус требуемой окружности и положения её центра. 

В случае общей задачи рассматриваем ана�логичную систему уравнений для каждой окружности, дополняя её условиями транс�версальности, что приводит в итоге к простой задаче пересчета параметров фрагментов до достижения требуемой точности � EMBED Equation.2  ���, которая может быть решена, например, методом локальных вариаций [3].

Литература 

1) Алисейко А.А., Смеляков С.В. Общая задача поиска оптимальных пространственных соеди�нений и особенности её модели�рования при решении прикладных задач. // Харьковский институт радиоэлектроники. - Харьков, 1990. - 108с. Деп. в Укр НИИТИ 27.08.90 г., № 1449 - Ук. 90. СНиП 2-Д.5-72. 2). Автомобильные дороги. М.: 1973. Моисеев Н.Н. Элемента теории опти�мальных систем. М.: Наука, 1975.



Поступила в редколегию



Плехова Анна Анатольевна г.р. 1971, 17 августа, г. Харьков. Домашний адрес: г. Харьков, ул. Калининградская, д. 9, Аспирант института проблем машиностроения НАН Украины. Отдел математического моделирования. Телефон: 95-95-36, Домашний телефон: 10-27-82





Мищеряков Юрий Валентинович, г.р. 1970, 10 июля, г. Харьков, Домашний адрес: 	Харьков, 310007, ул. 2-й Пятилетки, 5, кв. 1. Соискатель каф. Системотехники, ХТУРЭ, Служебный адрес: Харьков, 310726, пр. Ленина, 14, каф. Системо�техники. Телефон: (0572) 40-93-06, Факс: (0572) 40-91-13



УДК 519.853
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The model is developed for the basic problem of searching of shortest route in a not-singly-connected area on the plane? To which the general problem of contracting of optimal route being composed of circular arcs and tangential segments is reduced. Studying of this model has allowed to develop an efficient algorithm for solving the basic problem.
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МОДЕЛЬ ТА МЕТОД ВИРІШЕННЯ БАЗОВОЇ ЗАДАЧІ ПРО ПОБУДОВУ ГЛАДКОЇ ТРАСИ

А.А. Плехова, Ю.В. Міщеряков 



Будується модель базової задачі про побудову коротшої траси, до якої зводиться рішення загальної задачі про побудову коротшої гладкої траси в неодносвязній області на площині, побудованої з дуг кола та з’єднуючих їх дотичних. На основі дослідження властивостей цієї моделі запропоновано метод вирішення базової задачі й оцінена його ефективність.


