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ÄÈÔÔÓÇÈÈ

ÂÛÕÎÄÖÅÂ Å.È.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå òèïû êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè, âîçíèêàþùèå â
çàäà÷àõ ýêîëîãè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïðèâîäÿò-
ñÿ îáùèå ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

Â ïîëóýìïèðè÷åñêîé òåîðèè óðàâíåíèå òóðáóëåí-
òíîé äèôôóçèè äëÿ ïðèçåìíîãî ñëîÿ âîçäóõà çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå:
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ãäå q  – êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â àòìîñôåðå; t  –
âðåìÿ; zyx ,,  – êîîðäèíàòû; yx uu ,  – ñîñòàâëÿþ-
ùèå ñðåäíåé ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ïðèìåñè âäîëü
îñåé YX 0,0  ñîîòâåòñòâåííî; w  – ñêîðîñòü îñåäà-
íèÿ ÷àñòèö ïðèìåñè; zyx kkk ,,  – êîýôôèöèåíòû
òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè ïî íàïðàâëåíèÿì zyx ,, ;

 – êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé èçìåíåíèå êîí-
öåíòðàöèè çà ñ÷åò ïðåâðàùåíèÿ ïðèìåñè ( 0 ).
Ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóáñòàíöèè q .

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïðèìåñè â àòìîñôåðå
îò íàçåìíîãî èñòî÷íèêà, ìîùíîñòü êîòîðîãî çàäà-
åòñÿ ôóíêöèåé tzyxQ ,,, . Óðàâíåíèå (1) ïðèìåò
âèä
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Îáû÷íî [1] êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (2)

ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà 0zz , ãäå

0z – òàê íàçûâàåìàÿ “âûñîòà øåðîõîâàòîñòè” ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè. Â ðÿäå ðàáîò [1-3] êîíöåíòðàöèþ
q  ïðåäëàãàåòñÿ ïîä÷èíèòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

00tq ;                     (3)

êðàåâîìó óñëîâèþ ïðè 0zz :

0
0zzz qwq

z
qk            (4)

è êðàåâîìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè:

022 yxq .               (5)

Â (4)  – ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ âçàèìî-
äåéñòâèå ìåæäó äèôôóíäèðóþùåé ïðèìåñüþ è
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè 0  óñëîâèå
(4) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê ïðèìåñè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
Çåìëè ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî âñÿ ïðèìåñü îñòàåòñÿ â
âîçäóõå, ò.å. äèôôóíäèðóþùèå ÷àñòèöû îòðàæàþò-
ñÿ îò ïîâåðõíîñòè. Ïðè  óñëîâèå (4) ïðèíè-

ìàåò âèä 0
0zzq ; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöû

ïðèìåñè, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ïîãëî-
ùàþòñÿ åþ. Ïðè 0  (4) îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöû
ïðèìåñè, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ìîãóò
êàê îòðàæàòüñÿ, òàê è ïîãëîùàòüñÿ åþ.

Ñëîæíîñòü êðàåâîé çàäà÷è (2) – (5) çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ â áåñêîíå÷íîé îáëà-
ñòè. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [2, 4] ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåõî-
äèòü îò áåñêîíå÷íîé îáëàñòè ê êîíå÷íîé, ââîäÿ òàê
íàçûâàåìóþ îáëàñòü ýêîëîãè÷åñêîãî ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ. Ïîä ýòîé îáëàñòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü

íåêîòîðûé öèëèíäð 10, HzC  ñ îáðàçóþùåé

ïàðàëëåëüíîé îñè z0 , ãäå 2RC ,

0,, yxyxC . Ðàçîáüåì ãðàíèöó  îáëàñ-

òè  íà òðè ó÷àñòêà:

101 ,0,,, Hzzyxzyx  – áîêîâàÿ ïî-

âåðõíîñòü öèëèíäðà ;

12 ,0,,, Hzyxzyx  – âåðõíÿÿ “êðûø-

êà” öèëèíäðà  ;

03 ,0,,, zzyxzyx  – íèæíÿÿ “êðûø-

êà” öèëèíäðà .

Î÷åâèäíî, 
3

1i
i , ji intint , ji .

Íà êàæäîì èç ó÷àñòêîâ i  çàäàþòñÿ êðàåâûå
óñëîâèÿ âèäà
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ãäå iL  – íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
íóëåâîãî èëè ïåðâîãî ïîðÿäêà; 0

i  – çàäàííûå íà

i  ôóíêöèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè
äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå è ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ïðåèìóùå-
ñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ íå â âèäå
ìàññèâà ÷èñåë, êàê â ñåòî÷íûõ ìåòîäàõ, à â àíàëè-
òè÷åñêîì âèäå (â âèäå êîíå÷íîé ñóììû), ÷òî
îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèÿ è åãî
äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Òðóäíîñòü
ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà Áóá-
íîâà-Ãàëåðêèíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî
ñòðîèòü êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì (6) [5]. Äîñòàòî÷-
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íî óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàò-
íûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëþáûì êðàåâûì
óñëîâèÿì, áûë ïðåäëîæåí Â.Ë. Ðâà÷åâûì. Â ìåòîäå
R -ôóíêöèé ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü îáùèå ñòðóêòó-
ðû ðåøåíèé, ò.å. òàêèå ïó÷êè ôóíêöèé, êîòîðûå
òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò âñåì êðàåâûì óñëîâèÿì. Ðàñ-
ñìîòðèì ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ [6]:

à) ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ óñëîâèå Äè-
ðèõëå 0u , èìååò âèä

u ;                   (7)

á) ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ óñëîâèå Íåé-
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á) ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ êðàåâîå óñëî-
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â) ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ñìåøàííûå
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Çäåñü 0i  – îäèí ðàç íîðìàëèçîâàííîå óðàâíå-
íèå ãðàíèöû i , 

2Ci ; 0EC , 0EC ,

0ECaa , 0ECbb , 
zzyyxx1D ,

, 1 , 2  – íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ñòðóê-
òóðû.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçû-
âàåìûå ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è, êîãäà íà ðàç-
ëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû çàäàíû ðàçëè÷íûå êðà-
åâûå óñëîâèÿ. Çàäà÷è èìåííî òàêîãî òèïà ñòàâÿòñÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ (2). Ïóñòü îáëàñòü  òàêîâà, ÷òî íà
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

0q . Òîãäà â íàèáîëåå îáùåì âèäå êðàåâûå óñëî-
âèÿ (6) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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Ïóñòü 0i  – íîðìèðîâàííîå íà i  óðàâíåíèå
ó÷àñòêà i , 3,2,1i , ãðàíèöû , ò.å.
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Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 01  íà

31 , 03  íà 21 , ïðè÷åì
çíàê ðàâåíñòâà âîçìîæåí ëèøü â êîíöåâûõ òî÷êàõ

i .

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóð ðåøåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (11)-(13), ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ôîðìóëû Ýðìèòà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7)-(9) îáùèå ñòðóêòóðû, ó÷èòû-
âàþùèå íà i  êðàåâûå óñëîâèÿ (11)-(13), èìåþò
ñîîòâåòñòâåííî âèä:

111111 ,Bq ,              (14)
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Òîãäà îáùàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì (11)-(13), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
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Íåäîñòàòêîì ñòðóêòóðû (17) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïÿòè
íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò. Ïîïðîáóåì óïðîñòèòü
ýòó ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðèì ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ
(17):
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ãäå 531 . Êàê âèäíî, ñòðóêòóðà (18)
ñîäåðæèò óæå òðè íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû.
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Ïîñòðîèì ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñ-
òíûõ ñëó÷àåâ êðàåâûõ óñëîâèé (11)-(13).

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ ñêî-
ðîñòü îñåäàíèÿ ÷àñòèö íå ó÷èòûâàåòñÿ, ò.å. 0w .

1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷àñòèöû äèôôóíäèðó-
þùåãî âåùåñòâà, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè,
îòðàæàþòñÿ ( 0 ). Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

0
1

q ,                   (19)

0
32

z
qk

z
qk zz .          (20)

Ñòðóêòóðà, ó÷èòûâàþùàÿ óñëîâèÿ (19), (20), ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç (18) ïðè 0w . Ïðèâåäåì
äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñòðóêòóðû, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó (10). Êðàåâûå óñëîâèÿ (20) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå 0
32

z
qkz , à â êà÷åñòâå

íîðìàëèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ó÷àñòêà 32
âçÿòü 32 ~n , ãäå n~  – R -ðàâíîçíà÷íîñòü. Òîãäà
ñòðóêòóðó, ó÷èòûâàþùóþ óñëîâèÿ (19), (20), ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èç (10) ïðè 0b  è zka ,
çàìåíèâ 2  íà 32 ~n :

11q

11
2

1232
321

321 D~
~

~
n

n

n
.(21)

Ñòðóêòóðà (21) ñîäåðæèò äâå íåîïðåäåëåííûå êîì-
ïîíåíòû 1 , 2 . Îïåðàòîð 2

1D  â (21) ñòðîèòñÿ ïî
ôóíêöèè 32 ~n .

1.2. Ïóñòü âñå ÷àñòèöû äèôôóíäèðóþùåãî âåùå-
ñòâà, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ïîãëîùà-
þòñÿ, ò.å. . Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

0
31

qq ,                    (22)

0
2

z
qkz .                    (23)

Ñòðóêòóðó, ó÷èòûâàþùóþ óñëîâèÿ (22), (23), ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èç (17), âûáðàâ 433433 ,Bq .
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê ñòðóêòóðå

2
3

2
212
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2
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2
3

2
2

1q

43
2
212

2
122

2
31 D ,      (24)

ãäå 31 .

Êàê è â ï. 1.1, ýòó ñòðóêòóðó ìîæíî ïîñòðîèòü,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10), åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ (22)
çàïèñàòü â âèäå 0

31
q , à â êà÷åñòâå íîðìà-

ëèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ó÷àñòêà 31  âçÿòü

31 ~n . Òîãäà ñòðóêòóðó, ó÷èòûâàþùóþ óñëîâèÿ

(22), (23), ìîæíî ïîëó÷èòü èç (10) ïðè 0b
è zka , çàìåíèâ 1  íà 31 ~n :

131 ~nq

131
2
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231 ~D
~
~

n
n

n
. (24)

Ñòðóêòóðà (21) ñîäåðæèò äâå íåîïðåäåëåííûå êîì-
ïîíåíòû 1 , 2 , à îïåðàòîð 2

1D  ñòðîèòñÿ ïî
ôóíêöèè 2 .

1.3. Ïðè 0  êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

0
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q , 0
2

z
qkz , 0

3

q
z
qkz .

Ñòðóêòóðà, ó÷èòûâàþùàÿ ýòè óñëîâèÿ, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç (18) ïðè 0w .

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ
ñêîðîñòü îñåäàíèÿ ÷àñòèö ó÷èòûâàåòñÿ, ò.å. 0w .

2.1. Åñëè âñå ÷àñòèöû äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà,
äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ïîãëîùàþòñÿ,
ò.å. , òî êðàåâûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû ï.1.2, à
ñòðóêòóðà èìååò âèä (24).

2.2. Åñëè æå âñå ÷àñòèöû äèôôóíäèðóþùåãî âåùå-
ñòâà, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, îòðàæàþò-
ñÿ, òî 0 , à êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

0
1

q , 0
2

z
qkz , 0

3

wq
z
qkz .

Ñòðóêòóðà, ó÷èòûâàþùàÿ ýòè óñëîâèÿ, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç (18) ïðè 0 .

2.3. Ïðè 0  êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò ñàìûé
îáùèé âèä, à ñòðóêòóðà – âèä (18).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïó÷êè ôóíêöèé,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàäàííûì êðàåâûì óñëî-
âèÿì. Äàëåå äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåííûõ
êîìïîíåíò ñòðóêòóðû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìå-
òîäîì Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çà-
äà÷, ñ÷èòàÿ, ÷òî tzyxii ,,,  [5].
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