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Ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññîâ
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ, èìåþ-
ùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå (öåíòð). Óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé ýâîëþöèè öåíòðà ìîæíî
ïîäîáðàòü âîçìóùåíèÿ ãðàôîâ, íå âõîäÿùèõ â öåíòð,
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýâîëþöèÿ ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ áûëà ðåàëèçîâàíà çà
ëþáîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðîöåññû ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèé íà ãðàôàõ èçó÷àëèñü ìíîãèìè ñïåöèàëèñòà-
ìè â îáëàñòè äèñêðåòíîãî è ñëó÷àéíîãî àíàëèçà.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýòèõ ïðîöåññîâ èñïîëüçó-
þòñÿ â ýêîíîìèêå è ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì
ïåðåäà÷è äàííûõ, â ÷àñòíîñòè ñåòè INTERNET (ñì.,
íàïðèìåð, ðàáîòû [1-7] è ñîäåðæàùóþñÿ â íèõ
áèáëèîãðàôèþ). Â ýòîé ñòàòüå ðàññìîòðåí ïðîöåññ

ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ i  ñ
îáùèì öåíòðîì. Îáùèì öåíòðîì íàçûâàåòñÿ ãðàô,
èìåþùèé íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñî âñåìè ãðàôàìè

i  èç i . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé íà îáùåì öåíòðå ÿâëÿåòñÿ â êàêîì-òî
ñìûñëå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì (äîìèíèðóþùèì)
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè íà
ìíîæåñòâå âåðøèí, êîòîðûå îáùåìó öåíòðó íå
ïðèíàäëåæàò.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î
ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà
ìíîæåñòâå ãðàôîâ ñ îáùèì öåíòðîì. Ýâîëþöèÿ
ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà îáùåì öåíòðå
çàäàíà. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ïðè âûïîëíåíèè
êàêèõ óñëîâèé ñòàáèëèçàöèÿ ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé íà âñåõ ãðàôàõ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà
çà çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, îïèñàííûõ â
ðàáîòàõ [8, 9]. Â íèõ áûëà ðåøåíà çàäà÷à î ñòàáè-
ëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé íåîäíîðîäíîãî ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà ïðè âîçìóùåíèÿõ îòäåëüíûõ åãî ÷àñòåé
(ôðàãìåíòîâ). Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ìíîãî-
êðàòíûõ âîçìóùåíèÿõ ôðàãìåíòîâ âåðîÿòíîñòè
ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ëèáî ïðèíèìàþò ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ (ôîêóñèðîâêà), ëèáî ëîêàëèçóþòñÿ âáëè-

çè íèõ ( -ôîêóñèðîâêà). Ñòàáèëèçàöèåé íàçûâà-
åòñÿ ëþáîé èç ýòèõ ñëó÷àåâ. Îñíîâíûìè óñëîâèÿ-
ìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñòàáèëèçàöèè, ÿâëÿþòñÿ
áûñòðî èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè ôàêòîðû, âûçû-
âàþùèå ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïðîöåññà. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè âîçìó-
ùåíèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ñòàáèëèçàöèÿ
áûëà, íà ëþáîì ôðàãìåíòå, ðåàëèçîâàíà íà ëþáîå
çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Â [8] áûëà ðåøåíà çàäà÷à î
ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Â [9] çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè áûëà
ðåøåíà äëÿ ïðîöåññà, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì. Â [8,9] ðàññìàòðè-
âàëèñü, â îñíîâíîì, òàêèå ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ,
÷òî íà âîçìóùåííûõ ôðàãìåíòàõ ñòàáèëèçàöèÿ
äîñòèãàëàñü óæå ïðè ïåðâîì âîçìóùåíèè. Äàëåå
ïðè ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññîâ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
íà ãðàôàõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîä, ïðåäëî-
æåííûé â [8,9].

Èçó÷èì ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæå-
ñòâå i n,...,1,0i  ãðàôîâ ñ îáùèì öåíòðîì.
Îáùèì öåíòðîì (öåíòðîì ìíîæåñòâà i ) áóäåì
íàçûâàòü òàêîé ãðàô 0 }Г{Г i0 , êîòîðûé èìååò
íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñî âñåìè ãðàôàìè èç i :

}Г{Г i0 , n,...,1,0i . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

÷èñëî âåðøèí â 
n

0i
i  êîíå÷íî; ìíîæåñòâî i

èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð. Äàëåå ðàñïðåäåëåíèåì
ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðàôå  äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí (íå çàâèñèò îò
âðåìåíè), áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ijpP , çäåñü i , j
– íîìåðà âåðøèí ãðàôà ; ijp  – âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà èç i  â j .

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ïðîöåññû ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé íåñòàöèîíàðíû (âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà (t)pp ijij
èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîõà-
ñòè÷åñêèå ìàòðèöû P(t)P , îïèñûâàþùèå ñëó÷àéíûå
áëóæäàíèÿ íà ãðàôå, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t
èìåþò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè ìàòðèöà P  íå çàâèñèò îò âðåìåíè è èìååò
ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ëþáîå íà÷àëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, çàäàííîå íà ãðàôå ñ òàêîé ìàòðèöåé, ñ
ðîñòîì t ñòðåìèòñÿ ê åå ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
Åñëè æå P(t)P  çàâèñèò îò âðåìåíè, òî äàæå êîãäà ïðè
âñåõ ôèêñèðîâàííûõ P(t)t  èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, åå âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ )t(p  ïðè t ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê êàêîìó-ëèáî ïðåäåëó.

Îäíàêî åñëè P(t)  èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè «äîñòàòî÷íî
ìåäëåííî», òî ÷åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé )t(p  ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ñ ìàòðèöåé P(t)  òàêæå áóäåò ìåäëåííî
ýâîëþöèîíèðîâàòü âî âðåìåíè.

Èçó÷èì ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå
ãðàôîâ ñ îáùèì öåíòðîì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

âåðîÿòíîñòíûå ñâÿçè íà êàæäîì }Г{Г ii , âêëþ÷àÿ
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öåíòð, ïîäâåðãàþòñÿ ñèëüíûì âîçìóùåíèÿì. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïîäõîäà, îïèñàííîãî â
[9], òåïåðü âîçìóùåíèÿì ïîäâåðãàþòñÿ íå âñå

ãðàôû èç ìíîæåñòâà i , à ëèøü îòäåëüíûå åãî
ýëåìåíòû. Ýâîëþöèÿ ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè

000 t,t,st .

Ïåðå÷èñëèì óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü ðàñïðåäåëåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâå
ãðàôîâ i  ñ îáùèì öåíòðîì.

1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìíîå ïîëîæåíèå âñåõ ãðàôîâ
èç i  íå èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè. Êàæäûé
ãðàô i ìíîãîêðàòíî ïîäâåðãàåòñÿ ôîêóñèðóþùèì âîç-
ìóùåíèÿì.

2. Ïîñëå êàæäîãî âîçìóùåíèÿ i  âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ
)t(pi  ïðîöåññà íà íåì íå èçìåíÿåòñÿ äî ñëåäóþùåãî

âîçìóùåíèÿ i  èëè åãî ÷àñòè. Ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî è
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

âîçìóùåíèÿìè ãðàôà i  âîçìóùåíèÿì ïîäâåðãàþòñÿ

ãðàôû, èìåþùèå ñ i  ïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âîçíèêàþùèå

ïîñëå êàæäîãî âîçìóùåíèÿ i  âåêòîðû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ áóäóò êîëëèíåàðíû.

3. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ. Ïóñòü i , j  – ëþáûå
ãðàôû èç }{ i , äëÿ êîòîðûõ Г}Г{Г jii0 ,

jip  – âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé íà ij . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ijp , jip  ïîäâåê-
òîðû âåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèé ip , jp  íà ij . Ñ÷èòà-
åì ÷òî âåêòîðû ijp , jip  êîëëèíåàðíû. Ýòî ñâîéñòâî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ âåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèé

íà ïåðåñå÷åíèÿõ ëþáîãî ÷èñëà ãðàôîâ èç }{ i .

3. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ ñ
îáùèì öåíòðîì

Ïðèâåäåì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïîêàæåì,
÷òî åñëè óñëîâèÿ 1-3 âûïîëíÿþòñÿ, òî ïðè t
ñòàáèëèçàöèÿ íà }{ i áóäåò èìåòü ìåñòî.

Ïóñòü i , j  – ëþáûå ãðàôû èç }{  òàêèå, ÷òî
Г j , 1kk  t,t  – ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ âîçìóùå-
íèé i , j . Ñ÷èòàåì, ÷òî:

a) ìåðà Ëåáåãà äëÿ âñåõ )ji(ij  óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 0t)( ij . Çäåñü  íå çàâèñèò
îò 1kk  t,t  è èíäåêñîâ i  è j ;

á) íà 1kk  t,t  íèêàêèõ äðóãèõ âîçìóùåíèé,  êðî-
ìå âîçìóùåíèé ãðàôîâ i , j , íåò.

Ðàññìîòðèì ñóììó

1k j,i
kji1kji )t()t(I .        (1)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ïàðàì
íåñîâïàäàþùèõ èíäåêñîâ i , j , äëÿ êîòîðûõ

)ji(ij ; ìîìåíòû 1kk  t,t òàêèå, êàê â ïóíêòå
á); )t(),t( kij1kj  – âåêòîðû ðàñïðåäåëåíèé íà ij
â ìîìåíòû 1kk  t,t . Ïîñëå êàæäîãî âîçìóùåíèÿ íà
ëþáîì èç i  , j  ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòü èç (1)
óìåíüøàåòñÿ. Çíà÷èò, ïðè t  ñóììà (1) ìîíî-
òîííî óáûâàåò. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
âîçìóùåíèå íà êàæäîì i  ïðèâîäèò ê ôîêóñèðîâêå
íà íåì, ñóììà (1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t . Â
ýòîì ñëó÷àå â ïðåäåëå ijp , jip  íà âñåõ ij  áóäóò
ñîâïàäàòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t  èìååò ìåñòî
ôîêóñèðîâêà. Åñëè æå âîçìóùåíèå âñåõ ãðàôîâ èç

}{ i  èëè èõ ÷àñòè ïðèâîäèò ê -ôîêóñèðîâêå, òî
ïðè t -ôîêóñèðîâêà áóäåò èìåòü ìåñòî íà
ìíîæåñòâå }{ .

×àñòî  âîçìóùåíèÿ, êîòîðûì ïîäâåðãàþòñÿ ãðàôû
èç }{ i , èçìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ip  íà i  òàêæå
èçìåíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèè íà }{ i ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
âîçìóùåíèÿ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè ôîêó-
ñèðóþùèìè ñâîéñòâàìè ïîðîæäàþò íà âñåõ ãðàôàõ
èç }{ i  òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ýâîëþöèî-
íèðóþò, «ïîä÷èíÿÿñü» ýâîëþöèè öåíòðà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìîäåëüíûé ïðèìåð òàêîé ýâî-

ëþöèè. Â íåì óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò i ,
è äåéñòâóþùèå íà íèõ âîçìóùåíèÿ âûáðàíû òàê,
÷òîáû íåîáõîäèìûå äëÿ óÿñíåíèÿ ñóòè äåëà ðàñ÷åòû
áûëè ìàêñèìàëüíî ïðîñòû. Ñ÷èòàåì, ÷òî:

– äëèíû âåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèé ip  íà âñåõ i 0i
íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå äëèíû âåêòîðà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ öåíòðà 0p  (ñëó÷àé ìàññèâíîãî öåíòðà);

– ëþáîå âîçìóùåíèå 0  ïðîèñõîäèò ïîñëå âîçìó-
ùåíèé âñåõ 0i ГГ ;

– âåêòîðû ðàñïðåäåëåíèé )t(pi  äëÿ âñåõ i  ïîñëå
âîçìóùåíèÿ êàæäîãî èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

)t(p2)t(p ki
1

ki0 .               (2)

Çäåñü )t(p i0  – âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ íà 0i  ïðè

)1,2,(k   t, tt kk – ìîìåíò ôîêóñèðîâêè. Èç óñ-
ëîâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè âîçìóùåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùèå íà 0 , ôîêóñèðóþò )t(p0  íà îäíî è òî æå
ðàñïðåäåëåíèå, òî äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû (2) âû-
ïîëíÿëîñü ïðè 0t k . Òîãäà îí áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
äëÿ âñåõ kt .

Èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîìåæóòîê )t,0( 11 , ÷òî:
ðàñïðåäåëåíèÿ i0p  íà âñåõ 0i n,1,i  ïðè t ,
áëèçêèõ ê 1t ,  áóäóò ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòü-
ñÿ îò ðàñïðåäåëåíèé íà 0i  âåêòîðà i0p ; ðàñïðåäå-
ëåíèå )0t(p 10  ê ìîìåíòó 1t  áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ
îò )0(p0 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ
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öåíòðà 0 , äåéñòâóþùèå íà 1 , ôîêóñèðîâàëè
)t(p0  íà îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t1 öåíòð 0  ïîäâåðãàåòñÿ
âîçìóùåíèþ, êîòîðîå èçìåíÿåò )0t(p 10  íà ,
ìàëî.

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê 21  t,t , íà êîòîðîì âîçìó-
ùåíèÿ âñåõ ãðàôîâ èç i n1,...,i  óäîâëåòâîðÿþò
òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è íà 1 t0, .

Ñ÷èòàåì, ÷òî â ìîìåíò 2t  öåíòð ïîäâåðãàåòñÿ
âîçìóùåíèþ, êîòîðîå (êàê è âîçìóùåíèå â ìîìåíò

1t ) ìàëî èçìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèå )0t(p 20 . Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîìåæóòêè 1nn  t,t 2,3,n . Ïóñòü
íà êàæäîì èç íèõ âîçìóùåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà
âñåõ }Г{Г ii ,  óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî
è íà ïðîìåæóòêàõ 1 t0, , 21  t,t . Èç èçëîæåííîãî

ñëåäóåò, ÷òî ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèé p(t)  íà

n

0i
i  â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ýâîëþöèåé öåí-

òðà. Ðàñïðåäåëåíèå )t(p0  ïðåòåðïåâàåò íåçíà÷è-

òåëüíûå èçìåíåíèÿ (ñêà÷êè) ëèøü â ìîìåíòû kt

1,2,k . Êðîìå òîãî, )t(p i0  èçìåíÿþòñÿ è ïðè

ôîêóñèðîâêàõ íà i . Ýòè èçìåíåíèÿ áóäóò ìàëû

äëÿ âñåõ t , áëèçêèõ ê kt . Ýòî ñëåäóåò èç (2).

Óñëîâèå (2) ìîæíî îñëàáèòü, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû

2
10),t(p)t(p kiki0 .          (3)

Ìîäèôèöèðóåì îïèñàííûé âûøå âàðèàíò ýâîëþ-

öèè ðàñïðåäåëåíèé íà i . Ñ÷èòàåì, ÷òî ñêà÷êè

ðàñïðåäåëåíèÿ )t(p0  ñòàëè ìåíüøå, ÷åì â îïèñàí-
íîé âûøå ñõåìå âîçìóùåíèé; âîçìóùåíèÿ âñåõ

i n,1,2,i  ïðîèñõîäÿò â k  ðàç ÷àùå, ÷åì ïðè

ïîñòðîåíèè èíòåðâàëîâ 1nn  t,t . Ýòî ïðèâåäåò ê

k -êðàòíîìó èõ óìåíüøåíèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

1nn  t`,t`  ïðîìåæóòêè, îòâå÷àþùèå íîâîìó (ó÷à-
ùåííîìó) ðåæèìó âîçìóùåíèé. Ïóñòü íà âñåõ

1nn  t`,t`  ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé óäîâëåò-

âîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è íà 1nn  t,t  (äî
ó÷àùåíèÿ âîçìóùåíèé). Ñîãëàñóåì íîâûå è ñòàðûå

âîçìóùåíèÿ íà i n,1,2,i  òàê, ÷òîáû ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü nt  ÿâëÿëàñü ÷àñòüþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè `
nt . Òîãäà ëþáîé ïðîìåæóòîê

1nn  t,t ...0,1,n  áóäåò ñîäåðæàòü k  ïðîìåæóò-

êîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1nn  t`,t` .

Ðàíüøå ðàñïðåäåëåíèå öåíòðà )t(p0  âîçìóùàëîñü

ëèøü â ìîìåíòû ntt . Òåïåðü áóäåì âîçìóùàòü

)t(p0  â ìîìåíòû n`t . Ïðîìåæóòîê ) t(0, 1  ñîäåðæèò

k  ÷ëåíîâ k1 nn `t,...,`t  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè }t{ `
n .

Âîçìóòèì )t(p0  â ìîìåíòû kn1n `t,...,`t  òàê, ÷òîáû

âîçíèêøèå ïðè ýòîì ñêà÷êè )t(p0  áûëè ðàâíû

1k
1

. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü ñóììà âñåõ ñêà÷êîâ

)t(p0  íà ) t(0, 1  áóäåò ïî-ïðåæíåìó ðàâíà 1 . Òî÷íî
òàê æå ïåðåðàñïðåäåëèì âîçìóùåíèÿ )t(p0  (ëîêà-
ëèçîâàííûå ðàíüøå â ìîìåíòû ...0,1,n t n  íà âñåõ

1nn  t,t . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ýâîëþöèþ ñëó÷àé-
íûõ áëóæäàíèé íà i , äëÿ êîòîðîé ñêà÷êè ðàñïðå-
äåëåíèÿ )t(p0  áóäóò â k  ðàç ìåíüøå, ÷åì ðàíüøå
(êîãäà )t(p0  ïîäâåðãàëîñü âîçìóùåíèÿì ëèøü â
ìîìåíòû nt ). Ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå k  âñå
ñêà÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ )t(p0  áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ k  ýâîëþöèþ
íà { i } ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá ýâîëþöèè öåíòðà â îáùåì

âèäå. Ïóñòü çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ )t( , îïðå-

äåëÿþùàÿ ýâîëþöèþ öåíòðà íà T)Tt0( .
Òðåáóåòñÿ âûáðàòü âîçìóùåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà

]T,0[  òàê, ÷òîáû ýâîëþöèÿ )t(p0  íà ]T,0[  ñ çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàëà ñ )t( . Ïîñòàâèì çàäà÷ó
áîëåå òî÷íî.

Ïóñòü íà ]T,0[  çàäàíà âåêòîðíàÿ êðèâàÿ L, óðàâíå-
íèå êîòîðîé èìååò âèä

)}t(),...,t({)t( m1 .            (4)

Çäåñü m – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà Ã0,

m

1k
kk 1)t(),m,...,1k(,1)t(0 .

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå âîç-
ìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà i n,0,1,i , ýâîëþ-
öèþ âåêòîðà )t(p0  íà 0  ìîæíî íàïðàâèòü òàê,
÷òîáû ïðè âñåõ ]T,0[t  âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

]T,0[t,)t()t(pi .            (5)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà )t(  íåïðåðûâíà
íà ]T,0[ . Ñ÷èòàåì, ÷òî )0(p)0( 0 . Ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì âîçäåéñòâèåì âåêòîðà

)0(p0 . Ðàçîáüåì ]T,0[  íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè
)t,t[ 1ii , i = 0,1,...,n. Ïóñòü äåéñòâóþùèå íà )t,0[ 1

âîçìóùåíèÿ òàêîâû, ÷òî:

10 tt0,)t(p)t( ,           (6)

 ìàëî. Ñóùåñòâîâàíèå âîçìóùåíèé, îáåñïå÷èâà-
þùèõ âûïîëíåíèå (6), áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå. Â
ìîìåíò 1t  âîçìóòèì )0t(p 10  òàê, ÷òîáû

)t()t(p 110 . Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6) íà )t,t[ 21 ,
)t,t[ 32   ìîæíî ïîëó÷èòü òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è äëÿ

)t,0[ 1 .
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Ïóñòü â òî÷êàõ )t(,..., 21  èìååò ðàçðûâû. Òîãäà,
âîçìóùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì )t(p 10 ,

)t(p 20 , ïîëó÷èì â ,..., 21  ðàçðûâû )t(p0 ,
ñîâïàäàþùèå ñ ðàçðûâàìè )t( . Òåïåðü çàäà÷à î
ñòàáèëèçàöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà òàê æå, êàê è äëÿ
ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè )t( .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèÿ, êîòîðûì

ïîäâåðãàþòñÿ ãðàôû èç i , íå ïðèâîäÿò ê ôîêó-
ñèðîâêå ðàñïðåäåëåíèé íà êàæäîì èç íèõ. Âîçìó-
ùåíèå ëþáîãî i ëèøü íåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿåò
ðàñïðåäåëåíèå ip  íà íåì.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
)t(p ,i , âîçíèêàþùàÿ íà i  ïðè âîçäåéñòâèè íà

íåãî âîçìóùåíèé ,...)2,1()( i , ÿâëÿåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

i , òî ôîêóñèðîâêà íà i  áóäåò èìåòü ìåñòî.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè. Ñäåëàííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîèçâî-
äèòü ñòàáèëèçàöèþ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
öåññà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ìíîæåñòâå ãðàôîâ
ñ îáùèì öåíòðîì. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå ðàáîòû îòäåëüíûõ ÷àñòåé
ñåòè Internet è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ìèíèìèçàöèè
çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñòàáèëèçàöèè ðàáîòû
áàíêîâ, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííûå ñâÿçè ñ öåí-
òðàëüíûì áàíêîì.
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ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÀß ÏÐßÌÀß Â

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ 3
sI R

ÃÐÅÁÅÍÍÈÊ È.Â., ÅÂÑÅÅÂÀ Ë.Ã.,
ÐÎÌÀÍÎÂÀ Ò.Å.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðâàëüíîé ëîìàíîé è èíòåð-
âàëüíîé ïðÿìîé â òðåõìåðíîì èíòåðâàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå 3

sI R . Àíàëèçèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû
çàäàíèÿ èíòåðâàëüíîé ïðÿìîé è èíòåðâàëüíîé ëîìà-
íîé, èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà.

Ââåäåíèå

Âàæíûì êëàññîì çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ [1] ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
ðàçìåùåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ â äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíè èññëåäîâàíû [1-4]. Ïðè ýòîì, îäíàêî,
÷àùå âñåãî ðåøàëèñü ëèáî èäåàëèçèðîâàííûå (áåç
ó÷¸òà ïîãðåøíîñòåé) çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, ëèáî çà-
äà÷è ðàçìåùåíèÿ ïëîñêèõ îáúåêòîâ ñ ó÷¸òîì ïî-
ãðåøíîñòåé â äâóìåðíîì èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîðîæäàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðî-
åíèÿ ìîäåëåé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îïðåäåëèòü
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ â òðåõìåðíîì èíòåðâàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñò-
ðîåíû óêàçàííûå ìîäåëè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
èíòåðâàëüíîé ïðÿìîé â òðåõìåðíîì èíòåðâàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå è èññëåäîâàíèå å¸ ñâîéñòâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî 3
s s s sI R I R I R I R , ãäå

sI R  – ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî öåíòðèðîâàííûõ

èíòåðâàëîâ [5].

Íà îñíîâå ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîé ïðÿìîé â ïðî-

ñòðàíñòâå 2
sI R  [6] îïðåäåëèì ïîíÿòèå èíòåðâàëü-

íîé ïðÿìîé â 3
sI R .

Ïîëàãàåì, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðî-

ñòðàíñòâå 3
sI R , àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ èíòåð-

âàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå 2
sI R , åñòü ìíîæå-

ñòâî òî÷åê 3
sI RΠ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

Cf Z , ãäå : 3
s sf I R I R  ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëü-

íûì îòîáðàæåíèåì [5],

1 2 3( X , X , X ) 3
sZ I R , c 'C ' c ', sI R

– èíòåðâàëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíîå èíòåðâàëüíîå îòîáðà-
æåíèå [3] âèäà:


