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АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ МЕТРИКИ 
В СУБЪЕКТИВНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

1. Введение
Метод компа раторной идентификации, основан­

ный на изучении свойств бинарных отношении, по­
зволяет выявить структуру неизвестного преобразо­
вания с точностью до взаимно однозначного 
отображения. Известно [IJ, что с точки зрения по­
строения математической модели «черного ящика» 
этого вполне достаточно, поскольку речь идет об изо­
морфизме моделей, а не восстанавливаемая взаимно 
однозначная часть представляет собой некую шкалу, 
выбор которой во многих реальных задачах может 
быть произвольным.

Вместе с тем, на практике часто знание шкалы 
необходимо. К подобному выводу несложно прийти, 
проанализировав круг задач, возникающих в теории 
измерении, экономике, психофизике л во многих 
других областях [2].

Когда речь идет о преобразованиях л инейного 
пространства вЯ,(. как правило, нелинейная взаим­
но однозначная часть по сути дс-ла искривляет 
п-мериое арифметическое пространство. Еще раз 
подчеркнем; на базе бинарных отношении это ис­
кривление палтп невозможно, более того, его нельзя 
даже «уловить», т. е. установить сам факт его присут­
ствия. Однако идеология компаратор ного метода мо­
жет быть сохранена и распространена на случай 
п-арпых отношений. При таком подходе поставлен­
ная выше задача может быть решена. Ее решение, 
практически важное в психофизике. экономике и 
некоторых других областях, является целью настоя­
щего исследования.

На примере психофизической системы «орган 
зрения человека» сформулируем некоторые поло­
жения. предшествующие формальной постановке 
задачи.

Ра с ели it р и м и роцесс pat поз на в; і н и я цветив 
Многочисленные исследования в области психофи­
зики. в совокупности с методом компа раторной 
идентификации, позволилп в настоящее время при­
йти к выводу о так называемой трех компонентно п 
модели распознавания цветов [3]. Цвет может быть 
охарактеризован тремя числами сц. а2. а3, а все 
множество цветов представляет собой некоторую об­
ласть (цветовой треугольник) в R,. Сама процедура 
распознавания может быть описана в виде следую­
щей математической модели [3]: 

А
/₽,(ОДШ 1,2.3, (1)аДт{Х)) = ф4

где я(Х) — функция яркости в зависимости от длины 
волпы (математическая модель подаваемого излуче­
ния), РДХ) — функции спектральной чувствитель­
ности, [Xj, Х2 j — участок видимого спектра п <р^ — 
взаимно однозначные отображения из R в R.

Трехкомпонентяую модель цветового зрения 
можно охарактеризовать как суперпозицию двух 
преобразований F: [Xj, Х2 ] -> R3 — линейного 
оператора и ф:/?3—>/??( — взаимно однозначного 
отображения. При этом нетрудно заметить, что ото­
бражение ф будет изменять метрические свойства 
пространства, т. е. его искривлять. На базе бинарных' 
отиощенпп эти изменения уловить не удается. Од- 
па ко есть возможность работать с парами цветов 
(ч ет ырехместн ым11 и род пкатай и). фикс и ру я в оп ы - 
те субъективное равенство расстояний между ними. 
В психофизике подобные эксперименты, описаны 
в работах )4. 5]. Более того, испытуемый достаточно 
точно находит среднюю точку отрезка, соединяюще­
го два цвета, если их воспринимать как элементыЯ3. 
Такое половинное деление, как будет показано ни­
же, позволяет уловить изменения пространства под 
действием отображения ф.

Суммируя эти факты, мы можем обобщить ситуа­
цию на //-мерный случай и перейти к формальной 
і ( остан о в ке з ад. і ч 11.

I
2. Свойства метрических предикатов п операции 

в субъективном пространстве
Будем считать, чти изменен не метрических 

свойств происходит следующим образом. Новая мет­
рика р (.т. у} определяется равенством

р*(^,0=рцр<х) ,№)), (2)

где т. у єRH. y:Rn Rn ~ взаимно однозначное со­
ответствие. р — эвклидова метрика.

Оправление 1. Четырехместггып предикат 
Ф(.г. //. щ г), заданный па 7?/;. будем называть летри- 
ческим. еелп он имеет вид

Ф(.Г. у.7/.4:) ^^(р(ф(Х), ф(//)).р(фЩ.), ф(р) )). (3)

іде D — предикат равенства на R. а остальные эле­
менты (3) определяются соотношением (2) при 
условии, что Ф-Ял ->Rn — гомеоморфизм.

Зная не характеристических свойств метричес­
ких предикатов позволяет решать поставленную 
в начале задачу. Изучение этих свойств будет рас­
смотрено ниже-

Рассмотрим четырехместпый предикат Ф(т, //. и. р), 
заданный на/?я и обладающий следующим набором 
свойств:
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1. Парная эквивалентность:
а) Ф(х, у. х. у) =1 — парная рефлексивность;
б) Ф(х, у, и, г) = 1=> ФрА х. у) = 1 — парная 

имметрпчность:
v Ф(х. у. и, о) = 11 r v .
1 ** ’v-f’g)=i ~ Ш|,иая

ранзитпвность.
2. Внутренняя симметрия:

Ф(х, у. и, и} = 1=> ф(у, х, и. U) =1

3. Неподвижность:

Ф(х\х,у,х) = 1=>у~г.

Введем в рассмотрение множество S(x. у) 
©отношением

S(x, у) = [z: Ф(у. х. х, z) = 1}. [4;

Заметим, что из парной рефлексивности следует: 
дя произвольных х, у множества S{x,y)^0, по­
коя ьку Ф(у. х. х, у} = 1, т. е. у є S(x. у). Очевидно, что 
'(х, х) ={х} состоит пз одного вектора. Действитель­
на, если є Six, х). то Ф(х, х, х, x.j) = 1 и из иепод- 
ніжности следует x-t = X.

Предположим, что предикат Ф(х, у, и, и) таков, 
что множества S(z. у), индуцируемые этим предика­
том, удовлетворяют ряду условий (мы будем назы­
вать пх аксиомами).

Аксиома внутреннего равноде. гения (АВНР). Для 
произвольных х, у є Rп найдется единственный век­
тора, для которого множеств о $( .г, м) nS(y, и) СОСТОИТ 
из одного вектора.

Аксиома внешнего равноделения (АВШР). Для 
произвольных X. у еП/г найдется единственный век­
тор н. для которого множество S(x, у) r\S(y, у) состоит 
пз одного вектора.

Акенсша четырехугольника (АЧ). Для произ­
вольных г, у. u, v е/?п имеет место: если вектора сд и\ 
z, <д ш таковы, что множества S[x.iv)r\S(y,iv). 
S(u, a>)r\Slp. ($. S(u\ z)nS(ta з), Six, u')nS(u, it), 
S(у to) nS(г, (b) состоят пз одного вектора, то множест­
во з)п5’(сд з) состоит тоже пз одного вектора.

Фх рму.тироикн акешш внутреннего и внешнего 
равиоделения позволяют ввести операции внутрен­
него п внешнего равпиделения для произвольной 
нары векторов ,т, у e7?;j.

Определение 2. Операцией внутреннего равно де­
ления для векторов х. у, которую будем обозначать 
х-у, назовем вектор и, для которого множество 
S(x, u)r>S(y,u) состоит из одного вектора.

Определение 3. Операцией внешнего равноделе- 
ння для векторов х, у, которую будем обозначать 
хАу назовем вектор и, для которого множество 
S(x, y)r\S(v. у) состоит из одного вектора.

Корректность этих определений обеспечивается 
выполнением аксиом АВНР и АВШР.

Ближайшая задача будет состоять в том, чтобы 
показать, что на базе операций х- у и хАу можно вRn 
задать структуру линейного пространства, в общем 
случае отличающуюся от структуры Rn. Для ее реа­
лизации остановимся сначала на некоторых свой­
ствах введенных выше операций.

1. х-х =х и хАх -х.
Доказательство. Ранее было установлено, что 

Six, х) = {х}. Тогда из определений вытекают требуе­
мые равенства.

2. т-р =у-х.
Доказательство. Вытекает из определения.
3. (х-ур(и -р) =(х-и)-(у-и) — свойство четырех­

угольника (СЧ).
Доказательство. Это свойство следует из АЧ. 

Действительно. пусть ху - ш, и и = со. U’• со — z, 
хи =й) и у-о = со. Тогда выполняются условия АЧ, 
следовательно, S{w. z) nS(a\ г) состоит из одного век­
тора н z=u)-6i а это означает выполнение свойства 
четырехугольника.

4. х-(хАу) =у н хДх-у) =у.
Доказательство. Пусть хАу =и, х-и =о. Тогда из 

этих равенств следует, что множества Sfrr. у) nS(u, у) 
п 5(т. с) су S{jf-, о} состоят пз одного вектора. С другой 
стороны, пз .АВТ IP следует, что для хну найдется един- 
ственпып вектор z, для которого S[xt z)r\S(u, z) — 
одноэлементно. Значит. y~v-z. Или x-(.rZy)=y. 
Второе равенство доказывается аналогично.

Следствие. Уравнения вида x-z —у н xZz=y от­
носительно z имеют единственное решение вида 
з -xZy и z-x-y соответственно.

5. zZ(x y)=(3Zy) И 2-(.rZy)=(2 X)Z(5-y).
Доказательство. Рассмотрим х-у. С одной сторо­

ны, из свойства 4 имеем

х-у =z-[zZ(Tp;J.

С другой стороны, пз этого свойства и свойства четы­
рехугольника следует

х • у = [г • (zZr) ] • I z • (=Zy)] = (z • z) • I uZx] - (zZy) ] = 

z-[(zzlr)-(zZy)].

Тогда ііз следствия свойства 4 вытекает

5Z(x-y)=(zZr)(zZy).

Для доказательства второго равенства рассмот­
рим z y. Тогда, используя рассуждения, аналогич­
ные предыдущим, можно выписать цепочки

z-y =(zz)-[r-(zZy)]=(z-T)-fz-(xZy)],

5-y=(Z-T)-[(2-x)Z(Z-y)].

Отсюда

z-(xZy) = (z-x)Z(z-y).

6. (xZy)Zy ~x.
Доказательство. Пусть zZy=z, тогда y = x-z, 

следовательно, (xZy)Zy=zZ(z- r) =x.
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7. (zZ^-(^Zr)=(x-p).
Диназательстео. Пз свойства 5 вытекает следую 

щая цепочка равенств

{xZy} • (yZx) = [ fxZz/) • ty]Z[ (.rZp) • x] =

=[ (z • J/)ZpJZ[ (y-y) |Z[z ■ (zZi/) ] = 

=[lx-y)^y]Zy={x-y}.

Прямым следствием доказанного свойства является 
свойство 8.

8. zZp = («/Zz)Z(z-<y).

9. (.xZp)Zr=xZ(//Zz).

Доказательства. Рассмотрим xZ(yZzl Пз свой­
ства 8 следует

хДу^х) =zZ[(zZi/)Z(x-i/)] =

*4 {(zZy)Z.r} • {(xZp }Zy} ] -

zZ[z-[(^Z{/)Zz]] s=(zZ^jZr.

Доказанные свойства операций внутреннего и 
внешнего равноделенпя дают возможность обосно­
вать утверждение о том. что наЯЛ при помощи преди­
ката Ф может быть задана структура линейного про­
странства. Для этого введем операции сложения 
векторов п умножения вектора на де й с твите, гы юе 
число.

Определение 4. Суммой двух векторов х и // назо­
вем третий вектор з. который связан с х и у следую­
щим равенством

z =x+y=eZ(x-y), (Л)

гдегє/?п — фиксированный вектор.
Примечание. Несложно догадаться, что вектор е 

выполняет роль «нулевого* вектора (это будет пока­
зано ниже), а произвольность в его выборе анало­
гична произвольности в выборе начала координат.

Лемма. Относительно введенной операции уло­
жения множество векторов образуют абелеву 
группу.

Доназашельство. Для доказательства леммы не­
обходимо проверить выполнение свойств абелевой 
группы.

Срмзу заметим. чти х + р = г/ + .т. т. с. операция 
коммутативна. Это следует из определения п пз ра­
венства х-у =у-х.

Докажем, что в качестве «пуля» ііьіступает вектор 
е. Например, рассмотрим х+е. Тогда из определения 
п свойства 4 можно записать

х+в=eZ(z • е) = eZ(c • х) = х.

Таким образом, «нулевой» элемент существует.
Докажем существование обратного элемента. 

Рассмотрим уравнение относительно у. х + у -е. оно 
эквивалентно е/\х-у}~е или х-у=е.

С учетом следствия свойства 4 можем найти един­
ственное решение последнего уравнения в виде 
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//-.zZc. Это равенство и определяет обратный эле­
мент, который в дальнейшем будем обозначать -х, т. е.

-х =xZe. (6)

Наконец покажем, что операция сложения ассо­
циативна. Из определения и равенства z+e=e мож­
но записать:

(х+у)+з = (х+у) + (z +е) =е/[ (х + у) • {z + е)].

Воспользуемся свойством 5, тогда

e4(z + t/j-(2+e)J=eZ{[eZ(x)J-[eZ(3-e)J} =

=eZ{e4(x-v)-(z-e)]}.

Из свойства четырехугольника следует 

(x-y)-(z-e)=(x-e)-(y-z).

Flo тогда справедлива следующая цепочка 
равенств

eZ{e4 (Г • //) • (3 • е) ]} = eZ{e4 (X • е) • (у • z) J} =

=cZ{ [eZ(e -х) J • [eZ(у • з) I) =eZ[z - (у+з) J = х + (у + z).

Таким образом,

(х + ^) + з = х + (^ + з). (7)

Ассоциативность доказана. На этом завершается 
доказ и тел ьств о лед і м ы.

Теперь [ірпступпм к впеденшо операции умно­
жения вектора на действительное число.

Сначала определим 2х и Д Поскольку эти опера- 

цяп индуцируются операцией сложения, введем не­
которые определения.

Определение 5. 2z=x + z; вектор = — тогда м 
только тогда, когда z + z = 2z =х.

Непосредственно пз определений суммы вытека-
_ х

ет 2х ~еЛх. ~=е-х.
9

Далее мы можем определять умножение вектора 
на число = 2* — степень двойки Как суперпозицию 
преобразования 2,г, если k >0 н —, если k <0.

Определение 6‘. “
2, J = aa...(2.r)...). 2-*.г . (8)

/г ДІНИ.-К '
риз

Определение 7.

(2fc 4-2tjz=2*x + 2£,z. (9)

Далее заметим, что -2х~2\-х). Действительно, 
из (б) п опреде.тен ня 5 следует

2(-т) = 2(zZp) =eZ(xZe).

С учетом свойства 9 имеем

eZ(xZe) =(j?Zx)Ze = 2;rZe =• -2х.
”"»Т Z

Диалогично -Z- , поскольку из определений

Я свойств вытекает следующая цепочка равенств
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—т т/р
у =— ^e-(xZe) =(e-x)Z(e-e) =

= (е-Х)Ле =-{еЛх) =у.

Отсюда, для любой степени 2 имеем 
2\-rr)=~2fr х. (10)

Теперь докажем, что прп любом целом к имеет 
место

2‘г + 2Л> = 2<‘(.1+^). (11)

Заметим; что из определения 6 вытекает 
2к(2ех) = 2к*ех. (12)

Пусть к = L Тогда

2х + 2у =(%+х) =(у+у)~ 

=(х + у) + {х+у)^2{х+у\

Индукцией по к. >0 получим

2/с+1 х + 2fe+1 у = 2* (2х) + 2к (2у) = 

= 2к (2х + 2у) = 2 к (2(х + у)) = 2 к '1 (я+у).

Это свойство доказывается аналогичным образом, 
когда к <0. Таким образом, имеет место равенство 
(11). Из (10) и (11) вытекает, что 

2tr-2',»-2'<(z-y).

В nrorfe мы получили. что если число двоично-ра­
циональное. то есть

* = ІЛ2*- гДе afc є{-10- И 
к=~-П

операция кх определяется равенством
1П-

^=Еа*2‘. (*з)
fr=-n.

прп этом еслп аА. = -1, то -2к х = 2к(-х).
Докажем еще два свойства, которые вам понадо­

бятся в дальнейшем.
Свойство Г.

(~4 + (~У) =-<£ + '/)■ U4)

Из определении —г п -у имеем

(“4 +(-!/) =0'4 (xZ<?)- (у Ле) ] 

-(r + ?/) = |eZ(x-y)]Zt’.

Применяя свойство 9 к выражению \еЛ(х- у)]Ле. 
ПОЛУЧИМ

-(JM у)~еЛ[(х-у)Ле]:

откуда вытекает, что равенство (14) имеет место, еслп 

(.rZe) - {у Ле) = (я • у)Ле. (15)

Докажем последнее равенство. Учитывая. что
е-.е ~е и х-(хЛе) =е, запишем: 

[х\хЛе)]-[у{уЛе)]~е.

Применим к левой части свойство четырех­
угольника:

{х-у)-[(хЛе)'(уЛе)]=е, 

отсюда

(х • у) Л{ (х • у) • [ (хЛе) • (у Ле) ]} = (я • у} Ле 

или

(хЛе)’(уЛе) ={х-у)Ле.

То есть выполняется (15). а значит, и (14).
Свойство П:

~{-х)=х. (16)

Действительно,

-(-я) ^(xZe)Ze.

Значит, (16) выполняется, когда (хЛе)Ле=х, 
но тогда (хЛе)-[(хЛе)Ле]-(хЛе)’Х или е~[хЛе) * х 
И е -е.

Выполнив построенную цепочку преобразова­
ний в обратном порядке, получим (16).

Суммируя сказанное, можно подвести следую­
щий птог. Авторами введена операция умножения 
вектора х на двоично-рацпональное число по
формуле 

Ь = £<4-(2*4 (17)
/г=-л

с вьпюлпением следующих свойств: 
2к(х+у)=2к хч-2к у. (18)

21'(2^х + у) = 2к~ех. (19)

42а'4 = 2а'(-4 (20)

-(•r+.V) =1-4+НД (21)

-(-4=я. (22)

По существу, тем самым определена структура ли­
нейного пространства.

3. Условия существования 
метрического предиката

Допустим, в Rfl задан метрический предикат 
Ф(/. у, и. р) вида (3). Тогда для любых х, у eRn им 
пвдудпруется множество бфх, у), определенное в ра­
венстве (4). Это множестве представляет собой сфе­
ру vRn радиуса г(.г. у) =р(ф(4- Ф(.1/))с центром в точ­
ке ф(х). Поскікшку ф осуществляет взаимно 
однозначное соответствие, то определенные в преды­
дущей части, аксиомы внутреннего н внешнего рав­
но деления имеют место для метрического предиката. 
Причем непосредственно легко убедиться в том. что 
индуцируемые этими аксиомами операции х у н 
хЛу имеют впд:,

. „ іГ<Р<4 + Ф(г/)'
•^=Ф I------ --------

(23)

zZi/ ==<p-t(2<p(iy)-(pU))

Из равенств (23) вытекает аксиома четырехуголь­
ника. Рассмотрим да.я произвольных х, у, urv eRn 
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выражение -і'}. Тогда имеет место следующая 
цепочка равенств

Z-y-(U-L’) = ф --------------------  =

= Ф Ч - ---/ 1 =
а это п означает выполнение аксиомы четырехуголь­
ника.

Далее заметим, что непосредственная проверка 
дает возможность утверждать выполнение аксиом 
парний эквивалентности, внутренней симметрии и 
неподвижности для метрического предиката. Отсю­
да следует, что операции, определенные равенства­
ми (23). обладают всеми свойствами, доказанными 
ранее, а для самого метрпческого предиката еще 
имеет место аксиома непрерывности, так как ф — го­
меоморфизм. Таким образом, можем сделать вывод, 
что метрический предикат индуцирует новую ли­
нейную структуру на /?„.

Теорема. Метрический предикат вида (3) облада­
ет следую г цим набором свойств: парной эквивалент­
ностью, внутренней симметрией, неподвижностью, 
аксиомами внутреннего и внеш пего равноделения, 
четырехугольника и непрерывности. Этот набор 
свойств позволяет определить относительно Rti ли­
нейную структуру. для которой гомеоморфизм фЯВ- 

ляется изоморфизмом с изначально заданной ли­
нейной структурой, еслп в качестве элемента е 
в определении 4 оудет взят элементе , для которого 
ф(с*)=0.

Близкие по существу вопросы обсуждались в ра­
боте [6].

4. Выводы
В статье введено понятие метрического предика­

та, при помощи которого можно осуществлять шка­
лирование субъективных образов различных сен­
сорных систем. Определены метрические операции 
и характеристические свойства соответствующих 
метрических предикатов, индуцирующих структуру 
метрического пространства входных сигналов.

Найдены условия существования метрических 
предикатов, однозначно определяемые системой ха­
рактеристических С ВО.ІТСТВ.

Список литературы: 1. Шабанов-Куш паренка Ю. П. Тео­
рия интеллекта: Проблемы и перспективы: Т. 3. — Харь­
ков: Вища школа, 1987. — 158 с. 2. Бондаренко М. Ф., 
Шабанов-Кушмаренко С R). Теория цветового зрения. — 
Харьков: Фактор-Друк, 2002. — 206 с. 3. Луизов А. В. Глаз 
л свет. — Л.: Энергоатом издат, 1989. — 140 с. 4. Шаба- 
нив-Кушнаренк.о Ю. П., РвачовВ. Л., Мурашко А. Г. Мате­
матичні моделі зору. — К.: Техніка, 1966. — 95 с.
5. Ивенс Р. .17. Введение в теорию цвета. — М.: Мир. 
І96І. — 442 с. 6- Шабанов-Ку шнаренко 10. И.. Шля- 
сов В. В. Об одном способе задания структуры лпяелного 
пространства ва языке отношений //АСУ й приборы ав­
томатики. — 1990. — Вып. 96. — С. 111-117.

Поступила в редколлегию 27.10.2006


