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В.В. РАПИН, д-р техн. наук 

ПОГРЕШНОСТЬ МЕТОДОВ МАЛОГО ПАРАМЕТРА  

ПРИ РЕШЕНИИ УКОРОЧЕННЫХ УРАВНЕНИЙ  

СИНХРОНИЗИРОВАННОГО АВТОГЕНЕРАТОРА  
 

Введение 

Развитие современных систем и устройств радиотехники, связи, радиолокации, навига-

ции и информационно-измерительных комплексов невозможно без широкого использования 

автоколебательных систем, которые находят многочисленное и разнообразное применение, 

часто определяя предельные возможности по наиболее важным параметрам. Это обусловле-

но их способностью выполнять различные функции, такие как усиление и демодуляция ам-

плитудно-модулированных, фазо-модулированных и частотно-модулированных сигналов, 

умножение и деление частоты, фильтрацию сигналов и различного рода преобразования, на-

пример малых изменений частоты в фазовый сдвиг [1 – 9]. Введение фазовой обратной связи 

в синхронизированных автогенераторах позволило реализовать потенциальные возможности 

таких устройств, что привело не только к улучшению известных характеристик, например к 

сокращению длительности переходных процессов, но и появлению совершенно новых 

свойств в системах синхронизированных автогенераторов [10 – 12]. Появление дифференци-

альных автогенераторов еще больше расширило сферу применения автоколебательных уст-

ройств [13, 14]. Однако их исследование представляет довольно сложную задачу с математи-

ческой точки зрения. Появление в последнее время таких методов как метод квазималого  

параметра и комбинированного метода малого параметра позволило существенно продви-

нуться в этом направлении [15]. Однако еще недостаточно изучены особенности этих мето-

дов. Таким образом, целью статьи является исследование погрешностей этих методов и  

особенности их применения. 

Модель синхронизированного автогенератора 

Рассмотрим, для определенности, синхронизированный на основном 

тоне одноконтурный LC автогенератор, представленный на рис. 1, для 

исследования которого использовались указанные методы. Модель авто-

генератора получена при традиционных упрощающих предположениях: 

добротность контура автогенератора Q  велика, смещение 
0u  фиксиро-

ванное, транзистор является безынерционным элементом с большим 

входным сопротивлением. Его нелинейная характеристика аппроксими-

руется полиномом четвертой степени 4
4

3
3

2
210 yyyy uauauauaai  , где 

yu  

управляющее напряжение ,0uuuy  . В этом случае )cos(   tAu c  на-

пряжение на затворе транзистора, сигналом синхронизации является ток 

)cos( сccc tIi   . Используя законы Кирхгофа, дифференциальное 

уравнение автогенератора можно представить в виде 
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'
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40 a , Q/1 , 
0  – резонансная частота контура, R  – резонансное сопротивление контура, 

LMK /  – коэффициент положительной обратной связи, L и M  – индуктивность контура и 

взаимная индуктивность. 

Рис. 1. Схема  

автогенератора 
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Пусть 1/  dd с
, 0 c  и constIc  . Выражение )cos(   tAu c  это решение уравне-

ния (1), где A  и  медленно меняющиеся функции времени. Тогда моделью автогенератора 

являются укороченные уравнения, полученные из уравнения (1) методом усреднения: 
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Далее эти уравнения будут использоваться в более удобной безразмерной форме 
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где 0/ AAy   – безразмерная амплитуда, A  и )3/(40 A  это амплитуды сигналов автогене-

ратора, работающего в режиме синхронизации и авономном режиме соответственно,  

c 0 , 0/)(1  BB y
, 0)/()(2  yBB y  ,/ 0IIB c )/(00 KRAI  , .1/)(/ 000   c  

Для решения уравнений (2) и используются указанные методы, которые основаны на  

методе малого параметра, но имеют свою специфику, поскольку малый параметр в уравне-

ниях (2) отсутствует.  

Метод квазималого параметра 

Данный метод представляет собой традиционный метод малого параметра, когда по-

следний вводится в уравнения искусственно.  

Преобразуем уравнения с целью выделения членов, создающих трудности при решении. 

Переходим к переменной составляющей безразмерной амплитуды колебаний путем исполь-

зования подстановки )1(0  yy , где 0y  значение безразмерной амплитуды колебаний при 

нулевой частотной расстройке, а   является переменной составляющей этой амплитуды. 

Тригонометрические функции разлагаем в ряд Тейлора. Переписываем систему (2), группи-

руя малые нелинейные члены, создающие трудности при решении, умножаем их на некото-

рое число  , и делим на число  , в итоге полагая, что 1 . 
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Решение этой системы уравнений ищем в виде рядов 
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Поскольку данное решение является приближенным, а информационным параметром 

является сдвиг фазы, то для оценки погрешности использовалась невязка по этому парамет-

ру. Изменение невязки в полосе синхронизации в зависимости от числа учтенных членов  

ряда показано на рис. 2, где 0  – невязка решения в первом приближении, 1  – невязка,  

учитывающая поправки первого порядка, 2  – невязка, учитывающая поправки первого и 

второго порядка, и 3  – невязка, учитывающая поправки всех трех порядков.  
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эн)/( 0  представляет частотную расстройку.  

В методе квазималого параметра уравнения перво-

го приближения это линейные дифференциальные 

уравнения полученные путем линеаризации ис-

ходных нелинейных дифференциальных уравне-

ний в окрестности нулевой частотной расстройки. 

Эти уравнения и вносят основной вклад в сумму 

ряда, представляющего решение. Для сдвига фазы 

и стационарного режима это выражение  
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Комбинированный метод малого параметра  

Решение уравнений (2) комбинированным методом малого параметра (КМПП) основано 

на использовании особенности функционирования автогенератора в режиме синхронизации, 

заключающийся в том, что для автогенератора, синхронизированного на основном тоне, ам-

плитуду колебаний можно считать установившейся при любом мгновенном значении сдвига 

фазы, т.е. в уравнениях (2) производной ddy /  можно пренебречь, и они принимают вид 
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Представляем безразмерную амплитуду колебаний также в виде )1(0  yy  и проде-

лываем те же преобразования, что и ранее. Однако малый параметр s  определяется исходя 

из процедуры аппроксимации фазовой характери-

стики синхронизированного автогенератора выра-

жением, представляющим первое приближение. 

Изменение невязки в полосе синхронизации в зави-

симости от числа учтенных членов ряда, представ-

ляющего решение, показано на рис 3. 

В комбинированном методе малого параметра 

уравнения первого приближения получены методом 

аппроксимации исходных нелинейных дифферен-

циальных уравнений. Для сдвига фазы и стационар-

ного режима это 
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Легко видеть, что в данном случае малое значение невязки получается уже при исполь-

зовании решения в первом приближении. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Изменение невязки  

в методе квазималого параметра 

Рис. 3. Изменение невязки  

в методе КММП 
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Сравнение методов решения укороченных уравнений 
 

Сравнение кривых, представленных на рис. 2, 3 

говорит о том, что процесс последовательного при-

ближения в обоих случаях является сходящимся, 

однако комбинированный метод малого параметра 

позволяет существенно, в 2,5 раза, снизить макси-

мальную величину невязки.  

На рис. 4 представлены фазовая характеристика 

автогенератора и первые приближения рассматри-

ваемых методов. Фазовая характеристика описыва-

ется выражением 

.]/)/(arcsin[ 0
0  эн  

Рис. 4. Фазовая характеристика 

и первые приближения методов 

В методе квазималого параметра решение в первом приближении фактически является 

линеаризацией фазовой характеристики, которая хорошо описывает процессы в достаточно 

узком диапазоне расстроек в центре полосы синхронизации, поскольку практически совпада-

ет с ней. В центре полосы синхронизации, когда расстройка равна нулю, значение приведен-

ного выражения также равняется нулю, т.е. совпадает со значением фазовой характеристики 

в этой точке. Очевидно, что погрешность здесь также равна нулю. Погрешность этого метода 

является непрерывной функцией расстройки эн)/( 0 . 

Первым приближением в комбинированном методе малого параметра является соотно-

шение (4), которое представляет собой аппроксимацию фазовой характеристики синхрони-

зированного автогенератора и воспроизводит ее с большей точностью во всей полосе рас-

строек, что существенно уменьшает невязку и позволяет обойтись без поправок при иссле-

довании процесса синхронизации практически во всей полосе синхронизации. Однако осо-

бенностью этого метода является поведение погрешности в области малых расстроек. При 

нулевой расстройке значение этой функции также равно нулю, как и значение фазовой  

характеристики, что означает нулевое значение погрешности. Рассмотрим теперь значение 

погрешности при приближении расстройки к нулю справа. Запишем выражение для право-

стороннего предела: 
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Для левостороннего предела получаем аналогичное выражение. Очевидно, что в данном 

случае предел этой функции при стремлении независимой переменной к нулю существует, 

но не равен значению этой функции в этой точке. Из этого факта следует, что функция, 

представляющая погрешность, не является непрерывной. При нулевой расстройке она имеет 

разрыв. Разрыв такого вида, т.е. с существующим общим пределом, относится к категории 

устранимых разрывов. 

Выводы 

Проведен сравнительный анализ двух аналитических методов исследования синхрони-

зированных автогенераторов. Показано, что оба метода могут быть использованы, но метод 

квазималого параметра требует, как минимум, одну поправку к решению, полученному как 

первое приближение.  
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Комбинированный метод малого параметра позволяет обойтись только решением в  

первом приближении. Однако в данном методе функция, представляющая погрешность,  

не является непрерывной. Она имеет устранимый разрыв, который можно избежать ее  

доопределением. 
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