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âîé ñõåìû, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ìåæñîåäèíåíèÿìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ
âûâîäîâ ðàíãåðîâ, âîñïðîèçâîäèòñÿ øèðîêèé íà-
áîð ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé èíâàðèàíòíîé îáðàáîòêè
àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé
ïåðåïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû ñ êîäîâûì óïðàâëåíèåì
îò ìèêðîêîíòðîëëåðà. Â ïîñòîÿííîå çàïîìèíàþùåå
óñòðîéñòâî ìèêðîêîíòðîëëåðà çàêëàäûâàåòñÿ áèá-
ëèîòåêà ìåæñîåäèíåíèé (ñõåì) â âèäå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîäîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå èíâàðèàíòíûå
êëàññèôèêàòîðû ÿâëÿþòñÿ ãèáðèäíûìè ïåðñîíàëü-
íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè. Òàêèì îáðà-
çîì, â ýëåìåíòíîì áàçèñå ðàíãåðîâ âîçìîæíî ïîñò-
ðîåíèå øèðîêîé íîìåíêëàòóðû èíâàðèàíòíûõ êëàñ-
ñèôèêàòîðîâ áåç ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ â öèôðîâîé êîä. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîìûøëåííîãî

âûïóñêà ðàíãåðîâ â âèäå ãèáðèäíûõ èíòåãðàëüíûõ
ìèêðîñõåì îáùåãî ïðèìåíåíèÿ è äàëüíåéøåãî
ðàçâèòèÿ ðàíãåðíîé ìèêðîñõåìîòåõíèêè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîãî òå÷å-
íèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îäíîñâÿçíîé èëè
ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ïðèìåíå-
íèè ìåòîäîâ R-ôóíêöèé è ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé.

Ââåäåíèå

Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàå-
ìûé æèäêîñòè (íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïðîöåññîâ âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ, ïðè ðàñ-
÷åòå îõëàæäåíèÿ ïîäâèæíûõ ÷àñòåé äâèãàòåëåé è
äð.) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà â ïåðåìåííûõ
«ôóíêöèÿ òîêà – òåìïåðàòóðà». Ïðèìåíåíèå ýòèõ
óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ìíîãîñâÿçíûõ
îáëàñòÿõ çàòðóäíåíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî, ïðè-
íÿâ çíà÷åíèå ôóíêöèè òîêà íà îäíîé èç ãðàíèö
ðàâíûì íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, ìû íå
ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ òîêà íà äðóãèõ ãðàíè-
öàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå
òðóäíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå
âÿçêîé æèäêîñòè â ïëîñêîé îáëàñòè  ñ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé  (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàñ-
ñîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò). Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà
â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà (ïðèáëèæåíèå ñëàáîé
ñæèìàåìîñòè) â ïåðåìåííûõ “ôóíêöèÿ òîêà –
òåìïåðàòóðà” èìåþò âèä [1]
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Çäåñü  – ôóíêöèÿ òîêà, ñâÿçàííàÿ ñ êîìïîíåí-
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v y ; Ò – òåìïåðàòóðà æèäêîñòè; Pr  – ÷èñëî

Ïðàíäòëÿ; Gr  – ÷èñëî Ãðàñãîôà.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (2) äîïîëíèì ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Åñëè îáëàñòü  îäíîñâÿçíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ òâåð-
äûìè íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè, òî, èñïîëüçóÿ óñ-
ëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, ìîæíî çàäàòü óñëîâèÿ âèäà
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y,xTT 0 .               (4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü  ìíî-
ãîñâÿçíàÿ (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì äâóõñâÿçíîé îáëàñòè). Ïî-ïðåæíåìó ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü  îãðàíè÷åíà òâåðäûìè
íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0
âíåøíþþ ãðàíèöó îáëàñòè , à ÷åðåç 1  –
âíóòðåííþþ. Èçâåñòíî [1], ÷òî ôóíêöèÿ òîêà

yx,  îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé
ïîñòîÿííîé, ïîýòîìó íà îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû
ìîæíî ïîëîæèòü
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ãäå constc , íî ýòà ïîñòîÿííàÿ íå çàäàíà. Ïîñòî-
ÿííóþ c  èç (6) íàéäåì èç óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîãî
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îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè .
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, êàê è â [2], äëÿ îïðåäåëåíèÿ
c  ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå
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2. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (2) áóäåì ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé ïî íåëèíåéíîñòè, ò.å. ðåøàÿ íà êàæäîì
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ è
Ãðàñãîôà ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðî-
èçâîëüíî, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå 0  ìîæíî âçÿòü
òå÷åíèå Ñòîêñà.
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Ñëó÷àé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè . Ïóñòü èçâåñòíà
ôóíêöèÿ yx, , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

0  â , 0  íà , 1  íà ,

10 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì R-ôóíêöèé [3] è èñïîëü-
çóÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå ðàíåå [3, 4],
ðåøåíèå óðàâíåíèé (8), (9), óäîâëåòâîðÿþùåå êðà-
åâûì óñëîâèÿì (3), (4), áóäåì èñêàòü â âèäå
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1 , 1m

2  – íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû.
Äëÿ èõ àïïðîêñèìàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ,
íàïðèìåð, êàêèì-ëèáî âàðèàöèîííûì ìåòîäîì,
ïðåäñòàâèâ èõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé.

Ñëó÷àé äâóõñâÿçíîé îáëàñòè . Ôóíêöèþ òîêà â
çàäà÷å (8), (9), (5)–(7), (4) áóäåì èñêàòü â âèäå
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ãäå c  – êîíñòàíòà èç (7). Çäåñü ôóíêöèÿ 1m
0u  –

ðåøåíèå çàäà÷è
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à ôóíêöèÿ 1u  – ðåøåíèå çàäà÷è
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0u
01 , 1u
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n
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 1u  â (12) îò íîìåðà
èòåðàöèè íå çàâèñèò è ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëè-
òåëüíîãî ïðîöåññà íàõîäèòñÿ ëèøü îäèí ðàç.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèé 1m
0u ,

1u  ôóíêöèÿ 1m  âèäà (12) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ (8) è êðàåâûì óñëîâèÿì (5), (6); êðîìå
òîãî, ôóíêöèè 1m

0u  è 1u  áóäóò ëèíåéíî-íåçàâè-
ñèìûìè.

Ïîäñòàâèâ òåïåðü (12) â (7) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòî-
ÿííîé c , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (13)-(16) ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ìåòîäîì R-ôóíêöèé [3]. Ïóñòü èçâåñòíû ôóí-
êöèè y,x0  è y,x1 , òàêèå, ÷òî

00  â 1 , 00  íà 0 , 10  íà 0 ;

01  â 0 , 01  íà 1 , 11  íà 1 .

Òîãäà ôóíêöèÿ 10  áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
òàêèì óñëîâèÿì:

0  â , 0  íà , 1  íà .

Ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ çàäà÷ (13)-(16) âîçüìåì ñîîò-
âåòñòâåííî â âèäå
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Çäåñü 1m
0 , 1  – íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû

ñòðóêòóð; 
yyxx

D 1 .

Äàëåå, íàéäÿ çíà÷åíèå 1m , ðåøàåì çàäà÷ó (9),
(4) äëÿ òåìïåðàòóðû. Åå ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ìîæåò
áûòü âûáðàíà â âèäå (11).

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Mathematica 4.2© áûëî ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå çàäà÷è ñâîáîäíîé êîíâåêöèè ïðè

1Pr , 50Gr  äëÿ äâóõ îáëàñòåé: ïðÿìîóãîëüíîé

1y0,1x0yx,
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è èìåþùåé ôîðìó ïîëóýëëèïñà:

1y0,1y5,0x4yx, 22 .

Êðàåâîå óñëîâèå äëÿ òåìïåðàòóðû (4) çàäàâàëîñü â
âèäå 1x210,xT0  è 0y,xT0  íà îñòàëü-
íûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû îáëàñòè . Ïîëó÷åííûå
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñðàâíèâàëèñü ñ ðåøåíèÿ-
ìè, ïîëó÷åííûìè â [5] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôèêòèâ-
íûõ îáëàñòåé. Ðåçóëüòàòû î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ.
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ÐÀÄÈÅÂÑÊÈÉ À. Å.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáåñïå÷åíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðè
âåêòîðíîì óïðàâëåíèè. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à
èññëåäóåòñÿ íà îñíîâå ïîëîæåíèé îäíîãî èç ðàçäåëîâ
ñîâðåìåííîé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ – ôîðìà-
ëèçìå Äóáîâèöêîãî-Ìèëþòèíà.

1. Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûé ýòàï ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî
ïðîãðåññà â îáëàñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ
è ïåðñïåêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ÑÓ) òåõíîëî-
ãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè
áàçèðóåòñÿ íà ïîëîæåíèÿõ ïðèêëàäíîé ñîâðåìåí-
íîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ [1]. Èñïî-
ëüçîâàíèå åå ïîëîæåíèé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñïå-
öèôè÷íîñòü ïðîöåäóðû ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñâÿçàí-
íóþ ñ ïðèìåíåíèåì ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-
íèêè â ñòðóêòóðå óïðàâëÿþùèõ óñòðîéñòâ ÑÓ, à
òàêæå íàëè÷èÿ èíôîðìàöèîííûõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ
çàêîíîìåðíîñòåé è îãðàíè÷åíèé.

2. Ïîñòàíîâêà è îñîáåííîñòè çàäà÷è

Íà äâèæåíèÿõ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (ÎÓ)

t,w,u,xF
dt
dx

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (ÀÓ),
äîñòàâëÿþùèé îïòèìóì âåêòîðíîìó êðèòåðèþ êà-
÷åñòâà

u,xfJuJ 0 ,                (1)

êîòîðûé çàäàåòñÿ êàê íåêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî ìíîæåñòâà m
1iii uJ  ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ

êà÷åñòâà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé

maxxx:xQx ,           (2)

maxuu:uUu             (3)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 00 xtx , 0tx 1 ,  ãäå

10
n t,tCtxx  – ñîñòîÿíèå ( 10

n t,tC -ïðî-

ñòðàíñòâî n -ìåðíûõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå 10 t,t
ôóíêöèé tx  c íîðìîé

,txmaxx 1
10 Rt,tt );

10
r t,tLtuu -óïðàâëåíèå ( 10

r t,tL -ïðî-
ñòðàíñòâî r- ìåðíûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà

îòðåçêå 10 t,t  èçìåðèìûõ ôóíêöèé tu  ñ íîðìîé

1
10 Rt,tt,tusupvraiu ) ; wEtww –

âîçìóùåíèå ( wE  – ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âèäà [2] tctw , tc  –
êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ, – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ïðèíàäëåæàùàÿ ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó); u,xf0  –
ôóíêöèîíàë; m,1i,uJi  – èíòåãðàëüíûé êâàä-
ðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë, m,1i,0i  – âåñîâûå

êîýôôèöèåíòû, ïðè÷åì 

m

1i
i 1; maxmax u,x – çà-

äàííûå ÷èñëà; t  [t 0 , t 1 ]  R 1 – âðåìÿ; [t 0 , t 1 ]–

èíòåðâàë óïðàâëåíèÿ; R 1 – ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

3. Îñîáåííîñòè çàäàíèÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ
êà÷åñòâà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî nm . Âîçìîæíû òðè âàðè-
àíòà ñîîòíîøåíèé ìåæäó âåëè÷èíàìè n è r :

rn ; 1zrnrn ; 2znrrn .

Äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ëîêàëüíûå êðèòåðèè êà÷å-
ñòâà çàäàþòñÿ â âèäå

dtuMuxRxdtu,xWuJ
i1

i0

i1

i0

t

t
ii

T
iii

T
i

t

t
iiii ,(4)

n,1i ;


