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ВВЕДЕНИЕ

Ос нов ные спо со бы пред став ле ния ин фор ма ции яв ля ют ся 
дис крет ны ми: это сло ва и кон ст рук ции язы ков и грам ма тик — есте-
ст вен ных и фор ма ли зо ван ных; таб лич ные мас си вы ре аль ных дан-
ных в тех ни че ских сис те мах и на уч но-ес те ст вен ных на блю де ни ях; 
дан ные хо зяй ст вен ной, со ци аль ной, де мо гра фи че ской, ис то ри че ской 
ста ти сти ки и т.п. 

Для ко ли че ст вен но го ана ли за и вы чис ли тель ных пре об ра зо ва-
ний не пре рыв ных про цес сов при хо дит ся их «дис кре ти зи ро вать». 
По нят но, что ма те ма ти че ские ме то ды об ра бот ки, ана ли за и пре об-
ра зо ва ния дис крет ной ин фор ма ции не об хо ди мы во всех об лас тях 
на уч ной, хо зяй ст вен ной и со ци аль ной сфер. Обыч но эти ме то ды 
из ла га ют ся в кур сах дис крет ной ма те ма ти ки; ино гда упот реб ля-
ет ся тер мин «ко неч ная ма те ма ти ка», или да же «кон крет ная ма-
те ма ти ка». 

Час то для ана ли за ре аль ных сис тем с не пре рыв ны ми кон ст рук-
тив ны ми эле мен та ми стро ят ся мо де ли ко неч ной или дис крет ной 
ма те ма ти ки. На при мер, клас си че ская транс порт ная или ин фор-
ма ци он ная сеть трак ту ет ся как граф с за дан ны ми про пу ск ны ми 
спо соб но стя ми или ве са ми вет вей, а гео мет ри че ская фор ма вет ви 
ме ж ду дву мя пунк та ми-уз ла ми се ти не иг ра ет ро ли. Бо лее то го, 
«не пре рыв ное» строе ние ре аль ной вет ви так же не ра бо та ет в се те вой 
мо де ли: важ но, что ме ж ду дву мя уз ла ми а, b се ти ли бо нет вет ви, 
ли бо есть ветвь с за дан ным ог ра ни че ни ем с(а, b) объ е ма пе ре но-
са ве ще ст ва или ин фор ма ции. В мо де ли дос та точ но за дать чис ла 
с(а, b) для ка ж дой па ры уз лов а, b. Ес ли вет ви нет, то с(а, b) = 0. 
Та кая чи сло вая мо дель ото бра же ния се ти иде аль но при спо соб ле на 
для за пи си, хра не ния и пре об ра зо ва ний в ком пь ю те ре. 

Учеб ник рас счи тан, в пер вую оче редь, на сту ден тов, а так же 
чи та те лей, же лаю щих изу чать ма те ма ти че ские ме то ды для исполь-
зо ва ния их в ес те ст вен ных нау ках и ком пь ю тер ных тех но ло ги ях. 
В нем от ра же ны все ос нов ные раз де лы нор ма тив но го кур са «дис крет-
ная ма те ма ти ка» по спе ци аль но стям ком пь ю тер ных, фи зи ко-ма те-
ма ти че ских и ин же нер но-тех ни че ских на прав ле ний. От чи та те ля 
тре бу ет ся зна ние ма те ма ти ки в объ е ме сред ней шко лы, и вся даль-
ней шая «ма те ма ти че ская тех ни ка» при об ре та ет ся по ме ре ра бо ты 
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с кни гой и пред ла гае мы ми в ней уп раж не ния ми. Ав то ры на де ют ся, 
что не ко то рые раз де лы кни ги мо гут быть по лез ны ми так же пре по-
да ва те лям и ра бо таю щим спе циа ли стам, осо бен но при ис поль зо ва-
нии ре ко мен дуе мой до пол ни тель ной ли те ра ту ры.

Струк ту ра кни ги, пе ре чень из ла гае мых раз де лов и их на пол не-
ние лег ко ус мат ри ва ют ся из содержания. Для луч ше го ус вое ния 
ма те риа ла в тек сте при во дит ся зна чи тель ное ко ли че ст во ил лю ст-
ри ро ван ных при ме ров, а в кон це раз де лов — во про сы и задания. 
В гла вах по тео рии гра фов и ком би на то ри ке часть ин фор ма ции 
со об ща ет ся в фор ме спра вок и за дач. Спи сок ли те ра ту ры со дер жит 
ис точ ни ки двух ти пов: об щие учеб ни ки или мо но гра фии по дис крет-
ной ма те ма ти ке и кни ги по от дель ным раз де лам — ло ги ке, язы кам, 
тео рии гра фов, ком би на то ри ке и др. Для пер вич но го изу че ния весь 
спи сок ли те ра ту ры яв ля ет ся из бы точ ным, од на ко мо жет ока зать ся 
по лез ным при уг луб лен ном изу че нии от дель ных раз де лов.

Эпи тет «ком пь ю тер ная» в на зва нии упот реб лен по двум при чи-
нам. Во-пер вых, по ста нов ки и ма те ма ти че ские мо де ли из ла гае мых 
за дач — тео ре ти че ских и при клад ных — пред по ла га ют ис поль зо-
ва ние ком пь ю те ра: для сим воль ных пре об ра зо ва ний, для чис лен-
ной реа ли за ции вы чис ли тель ных ал го рит мов и т.д. Как пра ви ло, 
ре аль ные об раз цы этих за дач обыч но име ют та кую раз мер ность 
и тру до ем кость, что осу ще ст вить их ана лиз и эф фек тив ное чис лен-
ное ре ше ние без ис поль зо ва ния ком пь ю те ра не воз мож но. Во-вто-
рых, от бор и из ло же ние раз де лов дис крет ной ма те ма ти ки в кни ге 
вы пол не ны с уче том тре бо ва ний фун да мен таль но го об ра зо ва ния 
по ком пь ю тер ным нау кам, ин фор ма ци он ным тех но ло ги ям, со вре-
мен ным ин же нер ным и со ци аль но-эко но ми че ским на прав ле ния м 
с вы со ким уров нем ав то ма ти за ции и компью те ри за ции. 



СПИ СОК  ОБО ЗНА ЧЕ НИЙ

Мно же ст ва
N  — мно же ст во на ту раль ных чи сел. 
Z  — мно же ст во це лых чи сел. 
N

ч
 — мно же ст во четных чисел.

Q
+
  —  мно же ст во положительных ра цио наль ных чи сел. 

R
+
  —  мно же ст во положительных чи сел. 

Q  —  мно же ст во ра цио наль ных чи сел. 
R  — мно же ст во дей ст ви тель ных чи сел.
|M| — мощ ность  мно же ст ва М.
А ⊆ В — нестрогое включение. 
А ⊂ В — строгое включение.
x ∈ A — эле мент x при над ле жит мно же ст ву A.
x ∉ A — эле мент x не при над ле жит мно же ст ву A.
U — уни вер саль ное мно же ст во.
∅ — пус тое мно же ст во.
2X — мно же ст во-сте пень (мно же ст во всех под мно жеств мно же ст ва X) 
или булеан.
A ∪ B — объ е ди не ние мно жеств A и B.
A ∩ B — пе ре се че ние мно жеств A и B.
–
A — до пол не ние мно же ст ва A. 
A\B — раз ность мно жеств A и B.

 — класс множеств, называемых алгеброй.
с — континуум.

От но ше ния
A × B — де кар то во про из ве де ние мно жеств A и B.
Xn — де кар то ва сте пень мно же ст ва X.
R–1 — об рат ное от но ше ние к от но ше нию R.
S ° R — ком по зи ция от но ше ний R и S.
Rn — сте пень от но ше ния R.
R(x) — се че ние от но ше ния R по эле мен ту x.
R(Z) — се че ние от но ше ния R по под мно же ст ву Z.
Y/R — фак торLмно же ст во  мно же ст ва Y по от но ше нию R.
D

R
 — об ласть оп ре де ле ния от но ше ния R.

ℜ
R
 — об ла сть зна че ний от но ше ния R.

F — функциональное отношение.
f: X → Y — отображение.
∼ — отношение эквивалентности.
≤ — отношение частичного порядка.
< — отношение строгого порядка.

Ре ля ци он ная ал геб ра
σ — опе ра ция ог ра ни че ния от но ше ния.
π — опе ра ция про ек ции от но ше ния.
Ι><Ι — опе ра ция ес те ст вен но го со еди не ния от но ше ний.
÷ — опе ра ция де ле ния от но ше ний.

Ал геб раи че ские струк ту ры
e — еди нич ный эле мент.
x′ — об рат ный эле мент к эле мен ту x.
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1 — еди нич ный эле мент от но си тель но ум но же ния.
x–1 — об рат ный эле мент к эле мен ту x от но си тель но ум но жения.
0 — еди нич ный эле мент от но си тель но сло же ния.
–х — об рат ный эле мент к эле мен ту x от но си тель но сло же ния.
⊕

n
 — сло же ние по мо ду лю n.

⊗
n
 — ум но же ние по мо ду лю n.

∧ — опе ра ция оп ре де ле ния ниж ней гра ни для двух эле мен тов в ре шет ке. 
∨ — опе ра ция оп ре де ле ния верх ней гра ни для двух эле мен тов в ре шет ке.
Z

+
 — множество целых неотрицательных чисел.

ϕ: A → C — гомоформизм из структуры (A, ⊗) в структуру (C, ⊕).

Булевы функции и преобразования
(x

1
, x

2
, …, x

n
) — двоичное слово, булевый набор или интерпретация булевой 

функции f.
∧ — конъюнкция.
∨ — дизъюнкция.
– — отрицание.
∼ — эквиваленция.
→ — импликация.
(B, ∧, ∨, –) — алгебраическая структура — булева алгебра.
В(∧, ∨, –, →, ~) — алгебра логики.
f*(x

1
, x

2
, …, x

n
) — функция, двойственная функции f(x

1
, x

2
, …, x

n
).

⊕ — сумма по модулю 2, исключающее «или».
(В, ∧, ⊕, 0, 1) — алгебра Жегалкина.
T

0
 — класс функций, сохраняющих ноль.

T
1
 — класс функций, сохраняющих единицу.

S — класс самодвойственных функций.
L — класс линейных функций.
M — класс монотонных функций.

Математическая логика

({Л, И}, ∧, ∨, –, →, ~, Л, И) — логика высказываний.

,,1

B

AA n…
 — B следствие из посылок A

1
, …, A

n
.

D — предметная область предиката.
(∀x) — квантор всеобщности.
(∃x) — квантор существования.
¬x — циклическое отрицание.
N

x
 — отрицание Лукашевича.

Iσ(x) — обобщенное отрицание.
Jσ(x) — характеристическая функция.
min(x

i
, x

j
) — обобщение конъюнкции.

x
i
x

j
(mod k) — обобщение конъюнкции.

max(x
i
, x

j
) — обобщение дизъюнкции.

Теория графов
G = (X, Y, f) — аб ст ракт ный граф.
X — мно же ст во вер шин гра фа.
Y — мно же ст во ре бер гра фа.
δ(x

i
) = degx

i
 — сте пень вер ши ны x

i
.
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d(G) — диа метр гра фа.
r(G) — ра ди ус гра фа.
ρ — би нар ное от но ше ние.
δ+(х) — чис ло дуг, на чи наю щих ся в вер ши не x.
δ–(x) — чис ло дуг, за кан чи ваю щих ся в вер ши не x.
А — мат ри ца смеж но сти.
В — мат ри ца ин ци ден ций.–
G — двой ст вен ный граф.
γ(G) — хро ма ти че ское чис ло или ин декс.
Т — де ре во.
g

nm
 — чис ло не изо морф ных n-вер шин ных гра фов с m реб ра ми.

τ
n
 — чис ло  по ме чен ных де ревь ев с n вер ши на ми.

t
n
 — чис ло сво бод ных де ревь ев с n вер ши на ми.

T
n
 — чис ло кор не вых де ревь ев.

К(G) — мат ри ца Кирх го фа.
S — мат ри ца се че ний.
Q — мат ри ца цик лов.
K

n
 — пол ный граф с n вер ши на ми.

K
nm

 — дву доль ный граф.
ρ(G) — кли ко вое чис ло гра фа G.
α(G) — чис ло не за ви си мо сти гра фа G.

Языки и грамматики
ε — пус тая стро ка.
A* — мно же ст во всех строк ал фа ви та A,  вклю чая пус тую стро ку. 
A+ — мно же ст во всех строк ал фа ви та A, не вклю чая пус тую стро ку. 
⎪α⎪ — длина стро ки. 
an — n сим во лов a под ряд в стро ке сим во лов.
G(N, T, P, S) — грам ма ти ка. 
T — мно же ст во тер ми наль ных сим во лов. 
N — мно же ст во не тер ми наль ных сим во лов. 
S —  на чаль ный сим вол грам ма ти ки.
Р — мно же ст во про дук ций грам ма ти ки. 
L(G) — язык, оп ре де ляе мый грам ма ти кой G.
ϕ ⇒ ψ  — ψ не по сред ст вен но вы во ди ма из ϕ.
ϕ ⇒ *ψ —  ψ вы во ди ма из ϕ  за ко неч ное чис ло ша гов.
D — де ре во вы во да.
⎪ — сокращенная запись продукции.

Алгоритмы
Ба зо вые функ ции:
O

n
(x

1
, …, x

n
) — функ ции то ж де ст вен но рав ные ну лю.

V
n, i

(x
1
, …, x

n
) — функ ции вы бо ра. 

λ(x) — функ ции сле до ва ния. 
Опе ра то ры по строе ния ре кур сив ных функ ций:
S — опе ра тор под ста нов ки (су пер по зи ции).
R — опе ра тор ре кур сии.
µ — опе ра тор ми ни ми за ции.
T(n) — вре мен ная слож ность ал го рит ма.
Θ(g(x)) — время работы алгоритма с порядком роста g(x).
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Ав то ма ты
λ — кон це вой мар кер на вход ной лен те ав то ма та.
ε — пус тая ячей ка на вход ной лен те ав то ма та.
M = (S, I, O, f, g, s

0
, F) — ко неч ный ав то мат. 

M = (S, I, O, Z, f, g, s
0
, z

0
, F) — ав то мат с ма га зин ной па мя тью. 

T = (S, I, f, s
0
) — ма ши на Тью рин га.

S — ко неч ное мно же ст во со стоя ний ав то ма та.
I — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вход ных сим во лов ав то ма та.
O — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вы ход ных сим во лов ав то ма та.
f — функ ция пе ре хо дов ав то ма та.
g — функ ция выходов ав то ма та.
s

0
 — на чаль ное со стоя ние управ ляю ще го уст рой ст ва ав то ма та.

F — мно же ст во за клю чи тель ных со стоя ний ав то ма та.
Z — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых сим во лов па мя ти. 
z

0
 — на чаль ный сим вол па мя ти.

Комбинаторика
k
nA  — количество kLразмещений nLмножества.

P
n
 — число перестановок из n элементов.

k
nA  — количество kLразмещений (с повторениями) nLмножества.
k
nC  — количество kLсочетаний из n элементов.
k
nC  — количество kLсочетаний с повторениями из элементов n типов.

D
n
 — количество смещений.

D
n, r

 — количество перестановок из n элементов, из которых n – r изменяют 
свое положение, а ровно r элементов не изменяют.

k
nS  — число Стирлинга второго рода — число способов размещения n разных 

предметов по k урнам.
B

n
 — числа Белла (число способов разбиения n-множества на непустые непе-

ресекающиеся подмножества).
p

k
(n) — количество всех разбиений числа n на k частей (натуральных слага-

емых).
p(n) — количество всех разбиений числа n со всевозможными значениями 

числа частей k.



Множествa
раздел 1

1.1. Мно же ст во. Спо со бы за да ния мно жеств
Эле мен ты мно же ст ва, спо со бы за да ния мно жеств, ко неч ные 
и бес ко неч ные мно же ст ва, упо ря до чен ные мно же ст ва, па ра док сы

В по все днев ной жиз ни и прак ти че ской дея тель но сти час-
то при хо дит ся го во рить о не ко то рых со во куп но стях раз лич ных 
объ ек тов: пред ме тов, по ня тий, чи сел, сим во лов и т.п. На при мер, 
со во куп ность де та лей ме ха низ ма, ак си ом гео мет рии, чи сел на ту раль-
но го ря да, букв ал фа ви та. На ос но ве ин туи тив ных пред став ле ний 
о по доб ных со во куп но стях сфор ми ро ва лось ма те ма ти че ское по ня-
тие мно же ст ва. Боль шой вклад в тео рию мно жеств внес Ге орг Кан-
тор. Впо след ст вии, бла го да ря его ис сле до ва ни ям, тео рия мно жеств 
ста ла впол не оп ре де лен ной и обос но ван ной об ла стью ма те ма ти ки, 
а в на стоя щее вре мя она при об ре ла фун да мен таль ное зна че ние. 
Тео рия мно жеств яв ля ет ся ос но ва ни ем для всех раз де лов дис крет-
ной ма те ма ти ки и ком пь ю тер ных на ук в це лом, яв ля ет ся од ной 
из ос нов функ цио наль но го ана ли за, то по ло гии, об щей ал геб ры, 
и в на стоя щее вре мя ве дут ся глу бо кие ис сле до ва ния в са мой тео рии 
мно жеств, свя зан ные с ос но ва ния ми ма те ма ти ки.

Тео рия мно жеств вме сте с дру ги ми раз де ла ми дис крет ной ма те-
ма ти ки име ет мно же ст во по лез ных при ло же ний в про грам ми ро ва-
нии. Она ис поль зу ет ся для по строе ния сис тем управ ле ния ба за ми 
дан ных, при по строе нии и ор га ни за ции ра бо ты ком пь ю тер ных 
се тей, в ча ст но сти се ти Ин тер нет.

Мно же ст во яв ля ет ся на столь ко об щим и од но вре мен но из на-
чаль ным по ня ти ем, что его стро гое оп ре де ле ние че рез бо лее про стые 
по ня тия дать за труд ни тель но. По это му вслед за Г. Кан то ром мы 
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при ни ма ем ин туи тив ное пред став ле ние о мно же ст ве как о со во-
куп но сти не ко то рых  эле мен тов, впол не оп ре де лен ных в слу чае 
ка ж до го кон крет но го мно же ст ва. 

Мно же ст ва обо зна ча ют за глав ны ми, а эле мен ты мно жеств — 
строч ны ми ла тин ски ми бу к ва ми или строч ны ми ла тин ски ми 
бук ва ми с ин дек са ми. Эле мен ты мно жеств обыч но за клю ча ют ся 
в фи гур ные скоб ки. На при мер, за пись А = {a, b, d, h} оз на ча ет, что 
мно же ст во А со сто ит из че ты рех эле мен тов a, b, d, h. В об щем ви де 
ут вер жде ние, что  ко неч ное мно же ст во A со сто ит из n эле мен тов, 
за пи сы ва ет ся так: A = {a

1
, a

2
, …, a

n
}. При над леж ность эле мен та 

мно же ст ву обо зна ча ет ся сим во лом ∈: a ∈ A (чи та ют: эле мент а 
при над ле жит мно же ст ву А). В про тив ном слу чае обо зна ча ют a ∉ A 
(чи та ют: эле мент а не при над ле жит мно же ст ву А). 

В даль ней шем ис поль зу ют ся сле дую щие об ще при ня тые обо зна-
че ния ос нов ных чи сло вых мно жеств: 
N — мно же ст во на ту раль ных чи сел, N = {1, 2, 3, …};
Z — мно же ст во це лых чи сел, Z = {…, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …};
Q — мно же ст во ра цио наль ных чи сел. Вся кое ра цио наль ное чис ло 

мож но пред ста вить в ви де дро би: a/b, где a, b ∈ Z, b ≠ 0;
R — мно же ст во дей ст ви тель ных чи сел. Вся кое дей ст ви тель ное 

чис ло мож но пред ста вить в ви де бес ко неч ной де ся тич ной дро би 
a, b

1 
b

2 
b

3 
… b

n 
… це лой ча стью a ∈ Z и b

k
 ∈ {0, …, 9}. Мно жес т ву 

дей ст ви тель ных чи сел со от вет ст ву ет мно же ст во то чек на чи-
сло вой пря мой.

Эле мен та ми мно жеств мо гут быть дру гие мно же ст ва, то гда эти 
эле мен ты будут обо зна чать ся за глав ны ми бу к ва ми.

При мер. A = {D, C}, D = {a, b}, C = {c, d, e}. При этом D ∈ A, 
C ∈ A, но a ∉ A и с ∉ A.

При мер. E = {{1, 2}, 3}. Эта за пись оз на ча ет, что мно же ст во E 
со дер жит два эле мен та: мно же ст во {1, 2} и эле мент 3.

 Определение
Мно же ст во на зы ва ет ся  ко неч ным, ес ли оно со дер жит ко-
нечное чис ло эле мен тов, и  бес ко неч ным, ес ли оно со дер жит 
не ог ра ни чен ное чис ло эле мен тов.

При мер. Мно же ст во A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} цифр 
в де ся тич ной сис те ме счис ле ния ко неч но, а мно же ст во то чек 
ок руж но сти бес ко неч но.

 Упо ря до чен ным счи та ет ся та кое мно же ст во, в ко то ром важ ны 
не толь ко его эле мен ты, но и по ря док их сле до ва ния в мно же ст ве. 
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На при мер,  упо ря до чен ным яв ля ет ся мно же ст во, в ко то ром ка ж дый 
эле мент име ет свой по ряд ко вый но мер. Обо зна ча ют упо ря до чен-
ное мно же ст во, как пра ви ло, ли бо круг лы ми, ли бо тре уголь ны ми 
скоб ка ми.

A = <1, 2, 3>, в об щем слу чае: 
A = <a

1
, a

2
, …, a

n
 >, n ∈ N; 

В = (а, b, с).

При мер. Рас смот рим упо ря до чен ное мно же ст во А = (x, y) — 
географических координат долготы x и широты y. Если долготу 
и широту поменять местами, то в результате можно попасть в дру-
гую точку света.

Ука зать по ряд ко вый но мер для вся ко го ве ще ст вен но го чис ла 
на мно же ст ве R не воз мож но, и по ря док в R за да ет ся с по мо щью 
срав не ний < и ≤. По это му об щее оп ре де ле ние упо ря до чен но го 
множест ва X пред по ла га ет, что для всех пар  эле мен тов из X оп ре-
де ле но  от но ше ние по ряд ка (см. п. 2.4)

 Спо со бы за да ния мно жеств
1. Мно же ст во мож но за дать про стым  пе ре чис ле ни ем эле-

ментов 
А = {a

1
, a

2
, …, a

n
}. 

При мер. Мно же ст во от лич ни ков в группе обо зна чим O 
и за да дим его пе ре чис ле ни ем: O = {Ива нов, Пет ров, Си до ров, 
Ку куш ки на}.

Спо соб за да ния мно же ст ва пе ре чис ле ни ем его эле мен тов не при-
го ден для за да ния  бес ко неч ных мно жеств, а в слу чае ко неч ных 
мно жеств час то прак ти че ски не реа ли зу ем. Так, не воз мож но пе ре-
чис лить мно же ст во рыб в Ти хом океа не, хо тя их чис ло ко неч но. 

2. Дру гой спо соб за да ния мно же ст ва со сто ит в опи са нии эле мен-
тов  оп ре де ляю щим свой ст вом: Х = {х | Р(x)}, где Р(х) оз на ча ет, 
что эле мент х об ла да ет свой ст вом Р(х). 

При мер. Мно же ст во N
10

 всех на ту раль ных чи сел, мень ших 10, 
мож но за дать так: N

10
 = {x | x ∈ N, x < 10}.

Свой ст ва эле мен тов мо гут быть за да ны не фор маль но, а с по-
мо щью опи са ния на ес те ст вен ном язы ке.

При мер. Мно же ст во S студентов группы ПМL04L1, получаю-
щих стипендию.
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При мер. В гео мет рии час то при хо дит ся иметь де ло с мно же ст-
ва ми, за дан ны ми свои ми ха рак те ри сти че ски ми свой ст ва ми. Так, 
ок руж ность — гео мет ри че ское ме сто то чек плос ко сти, рав но уда-
лен ных от центра дан ной точ ки этой плос ко сти. 

3. Мно же ст во мо жет быть за да но  ре кур сив но указанием спо-
соба по сле до ва тель но го по ро ж де ния его эле мен тов. 

При мер. Мно же ст во зна че ний ре кур сив ной функ ции яв ля ет-
ся ре кур сив ноLза дан ным мно же ст вом F = {ϕ

1
, ϕ

2
, ϕ

3
, …}, где ϕ

i
 ∈ N, 

i = 1, 2, 3, …. Пусть ϕ
1
 = 1, ϕ

2
 = 2, а каждое последующее число 

зависит от двух предыдущих следующим образом:

ϕ
n
 = 3ϕ

n – 2
 + ϕ

n – 1
, n = 3, 4, …

Тогда
ϕ

3
 = 3ϕ

1
 + ϕ

2
 = 3 × 1 + 2 = 5;

ϕ
4
 = 3ϕ

2
 + ϕ

3
 = 3 × 2 + 5 = 11 и т.д.

При за да нии мно жеств мо гут воз ни кать ошиб ки и про ти во ре-
чия. Мно же ст во за да но корректно, ес ли для лю бо го эле мен та мож но 
оп ре де лить, при над ле жит он мно же ст ву или нет.

При мер. Оп ре де ле ние мно же ст ва A как мно же ст ва, со дер жа-
ще го лю бые пять натуральных чи сел, не яв ля ет ся корректным, 
по сколь ку не воз мож но оп ре де лить точ но эле мен ты A. Мно же ст во 
всех про стых чи сел определено корректно. Для лю бо го натурального 
чис ла мож но проверить, является ли оно простым, хо тя прак ти че-
ски на это мо жет по тре бо вать ся очень мно го вре ме ни.

При мер. Мно же ст во всех ди но зав ров, жив ших на Зем ле, 
яв ля ет ся мно же ст вом, за дан ным вер но. Хо тя прак ти че ски не воз-
мож но опре де лить эле мен ты это го мно же ст ва, но тео ре ти че ски 
яс но, что ес ли жи вот ное, ко гда-ли бо жив шее на Зем ле, яв ля ет ся 
ди но зав ром, то оно при над ле жит к это му мно же ст ву, в про тив ном 
слу чае — нет.

Некорректность задания множества часто связана с проти во-

речием при проверке принадлежности некоторого элемента мно-
жеству. Приведем два классических примера.

При мер. Оп ре де лим мно же ст во G как мно же ст во всех мно-
жеств, ко то рые не яв ля ют ся эле мен та ми са мих се бя. Но тогда 
нельзя вы яс нить, яв ля ет ся ли са мо мно же ст во G эле мен том 
мно же ст ва G. Ес ли да, то при хо дим к про ти во ре чию, по сколь ку 
G со держит в ка че ст ве эле мен тов толь ко мно же ст ва, ко то рые не 
яв ля ют ся эле мен та ми са мих се бя. Ес ли мно же ст во G не яв ля ет ся 
эле мен том са мо го се бя, то то гда, по оп ре де ле нию, оно долж но быть 
эле мен том мно же ст ва G, что яв ля ет ся про ти во ре чи ем. 
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При мер. Единственный парикмахер в городке N определяет 
множество K жителей, которых он должен брить, как совокуп-
ность всех тех жителей N, которые не бреются сами. Но тогда для 
самого парикмахера получается противоречие и при включении 
его в множество K, и при отнесении его к жителям, которые бре-
ются сами.

Та кие про ти во ре чия называются ло ги че ски ми  па ра док са ми 

и изу ча ют ся в математической ло ги ке.

 Вопросы
1. За пи ши те с по мо щью обо зна че ний ут вер жде ние, что эле мент a 

при над ле жит мно же ст ву A, а эле мент b не при над ле жит мно жест-
ву A.

2. При ве ди те при ме ры мно жеств, эле мен та ми ко то рых яв ля ют ся 
мно же ст ва.

3. При ве ди те при ме ры конечных и бесконечных множеств.
4. Ка кое мно же ст во на зы ва ет ся упо ря до чен ным? 
5. На зо ви те из вест ные вам спо со бы за да ния мно жеств. В ка ком 

слу чае не при ме ним тот или иной спо соб?
6. В ка ких слу чаях мно же ст во за да но некорректно?
7. Ка кие про ти во ре чия (па ра док сы) мо гут воз ник нуть при оп ре де-

ле нии мно жеств? При ве ди те при ме ры.

 Задания
1. За дай те пе ре чис ле ни ем эле мен тов сле дую щие мно же ст ва:
 a) мно же ст во на ту раль ных чи сел, не боль ших 7;
 б) мно же ст во букв ва ше го име ни;
 в) мно же ст во, един ст вен ным эле мен том ко то ро го яв ля ет ся на-

зва ние ва ше го го ро да;
 г) мно же ст во про стых чи сел ме ж ду 10 и 20;
 д) мно же ст во по ло жи тель ных чи сел, крат ных 12.
2. За дай те в ви де Х = {х | Р(x)} сле дую щие мно же ст ва:
 a) мно же ст во на ту раль ных чи сел, не боль ших 100;
 б) мно же ст во чет ных по ло жи тель ных чи сел;
 в) мно же ст во на ту раль ных чи сел, крат ных 10.
3. Пе ре чис ли те эле мен ты мно жеств:
 a) {x | x ∈ N, 3 ≤ x ≤ 12};
 б) {x | x — десятичная цифра}.
4. Определите, элементом каких из приведенных множеств явля-

ется 2:
 a) {x | x ∈ N, x > 1};
 б) {x | x = y2, y ∈ Z};
 в) {2, {2}}.
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1.2. Ос нов ные по ня тия тео рии мно жеств
Ра вен ст во мно жеств, вклю че ние мно жеств, 
уни вер саль ное и пус тое мно же ст ва, сте пень мно же ст ва

Рас смот рим по ня тие ра вен ст ва мно жеств.

 Определение
 Два мно же ст ва рав ны, ес ли они со дер жат оди на ко вый на бор 
эле мен тов. Обо зна ча ет ся A = B. Ес ли мно же ст ва не рав ны, это 
обо зна ча ет ся A ≠ B. Число элементов конечного множества A 
обозначим через |A|.

Для мно жеств A и B с  бес ко неч ным или боль шим чис лом эле-
мен тов про вер ка сов па де ния на бо ров всех эле мен тов мо жет быть 
прак ти че ски за труд ни тель ной. Бо лее эф фек тив ной ока зы ва ет ся 
ло ги че ская про вер ка  двух сто рон не го вклю че ния. А имен но, 
А = В то гда и толь ко то гда, ко гда из x ∈ A сле ду ет x ∈ B и из y ∈ B 
сле ду ет y ∈ A. 

Рас смот рим при мер.

При мер. Пусть за да ны мно же ст ва 

A = {1, 2, 3, 4, 5}; 

B — мно же ст во на ту раль ных чи сел от 1 до 5;

С = {c | 1 ≤ c ≤ 5, c ∈ N};

D = {4, 1, 5, 2, 3}.

Эти мно же ст ва со дер жат один на бор эле мен тов, по это му 
A = B = C = D.

При за да нии мно жеств мо гут при сут ст во вать не точ но сти, ко-
то рые не об хо ди мо уст ра нять. Рас смот рим при ме ры.

При мер. Рас смот рим мно же ст во A ос тат ков, по лу чае мых при 
по сле до ва тель ном де ле нии на ту раль ных чи сел {3, 4, 5, 6, …} на 3: 
A = {0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, …}. Это мно же ст во со дер жит все-
го три эле мен та: 0, 1, 2. По это му его мож но за пи сать в ви де 
A = {0, 1, 2}.

При мер. Пусть B — мно же ст во всех ви дов шах мат ных фи гур, 
а С — множе ст во всех шах мат ных фи гур, уча ст вую щих в од ной иг-
ре. То гда |B| = 6 (пеш ка, ла дья, слон, конь, ферзь, ко роль), а |С| = 32 
(16 бе лых и 16 чер ных).

 Определение
Мно же ст во А, все эле мен ты ко то ро го при над ле жат мно же ст-
ву В, на зы ва ет ся  под мно же ст вом мно же ст ва В. 
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Обо зна че ние. Не стро гое  вклю че ние обо зна ча ет ся А ⊆ В, оз-
нача ет, что А —  под мно же ст во мно же ст ва В, воз мож но, сов па даю-
щее с В. Стро гое  вклю че ние обо зна ча ет ся А ⊂ В и оз на чает, что 
А — под мно же ст во мно же ст ва В, не сов па даю щее с B. Символьное 
выражение А ⊂ В чи та ют «А вклю че но в В».

Вы пол не ние со от но ше ний А ⊆ В и В ⊆ А воз мож но толь ко при 
А = В. И об рат но, А = В, ес ли А ⊆ В и B ⊆ А одновременно. За ме-
тим, что ино гда в ли те ра ту ре сим во лом ⊂ обо зна ча ют «не стро гое» 
вклю че ние, до пус каю щее и  ра вен ст во мно жеств. В этом слу чае 
сим вол ⊆ не ис поль зу ет ся, а стро гое вклю че ние за пи сы ва ют дву-
мя со от но ше ния ми A ⊂ B, A ≠ B.

При мер. Для мно же ст ва по ло жи тель ных чи сел R
+ 

используется 
знак стро гого включения относительно мно же ст ва дей ст ви тель ных 
чи сел: R

+ 
⊂ R.

При мер. Обо зна чим мно же ст во уче ни ков не ко то ро го клас са че-
рез X, мно же ст во от лич ни ков в этом клас се — че рез Y. То гда Y ⊆ X, 
по сколь ку мно же ст во от лич ни ков в клас се вклю че но во мно же ст во 
уче ни ков это го клас са и тео ре ти че ски мо жет быть рав ным ему.

 Определение
 Уни вер саль ным на зы ва ет ся мно же ст во, ко то рое со дер жит 
все воз мож ные эле мен ты, встре чаю щие ся в дан ной за да че. 
Уни вер саль ное мно же ст во обо зна ча ет ся сим во лом U. 

За ме тим, что уни вер саль ное мно же ст во U мо жет быть ин ди-
видуальным для ка ж дой от дель ной за да чи и оп ре де ля ет ся в ее 
ус ло вии. 

При мер. Рас смот рим не ко то рую груп пу сту ден тов. Пусть A — 
мно жест во юно шей груп пы, B — мно же ст во от лич ни ков. В дан ной 
за да че уни вер саль ным яв ля ет ся мно же ст во сту ден тов груп пы, а мно-
же ст ва A и B яв ля ют ся его под мно же ст ва ми: A ⊆ U, B ⊆ U.

 Определение
 Пус тым на зы ва ет ся та кое мно же ст во, ко то рое не со дер жит 
ни ка ких эле мен тов. Пус тое мно же ст во обо зна ча ет ся спе ци-
аль ным сим во лом ∅.

Роль пус то го мно же ст ва ∅ ана ло гич на ро ли чис ла нуль. Это 
по ня тие мож но ис поль зо вать для оп ре де ле ния за ве до мо не су ще ст-
вую щей со во куп но сти эле мен тов (на при мер, мно же ст ва зе ле ных 
сло нов). Бо лее су ще ст вен ным мо ти вом вве де ния пус то го мно же ст ва 
яв ля ет ся то, что за ра нее не все гда из вест но (или не из вест но во все), 
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су ще ст ву ют ли эле мен ты, удовлетворяющие характеристическому 
свойству ка кого-то мно же ст ва. Напри мер, мно же ст во вы иг ры шей 
в сле дую щем ти ра же спорт ло то на ку п лен ные би ле ты мо жет ока-
зать ся  пус тым. Пус тое мно же ст во ∅ яв ля ет ся  под мно же ст вом 
лю бо го мно же ст ва А, ∅ ⊆ А. Сле ду ет пом нить, что пус тое мно же-
ст во яв ля ет ся мно же ст вом, по это му ес ли не ко то рое мно же ст во A 
не со дер жит ни од но го эле мен та, то A = ∅; |A| = 0. За пись A = {∅} 
оз на ча ет, что A со дер жит один эле мент — ∅, |A| = 1.

Та ким об ра зом, лю бое не пус тое мно же ст во А обя за тель но име-
ет, как ми ни мум, два под мно же ст ва — пус тое мно же ст во и са мо 
это мно же ст во. 

 Определение
Мно же ст во всех под мно жеств мно же ст ва X на зо вем мно жест-

вом -сте пе нью или  булеан X и обо зна чим 2X.

При мер. Пусть за да но мно же ст во A = {a, b, c}. Система всех 
его подмножеств есть 

2A = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, {a, b, c}},

так что 2A содержит 8 элементов.
 Пус тое мно же ст во име ет толь ко од но под мно же ст во — са мо 

пус тое мно же ст во, по это му 2∅ = {∅}. Для про из воль но го мно жест-
ва X из n эле мен тов количество всех его подмножеств (т.е. |2X|) 
равно 2n:

|2X| = 2|X| = 2n.

 Вопросы
1. Ка кие мно же ст ва счи та ют ся рав ны ми?
2. Мо гут ли два эле мен та од но го мно же ст ва быть одинаковыми?
3. Оп ре де ли те по ня тия под мно же ст ва и вклю че ния мно жеств.
4. При ве ди те при ме ры мно жеств A и B для слу ча ев A ⊂ B и A ⊆ B.
5. Чем от ли ча ет ся стро гое вклю че ние от не стро го го? При ве ди те 

при мер.
6. Как оп ре де ля ет ся ра вен ст во мно жеств че рез по ня тие не стро го го 

вклю че ния?
7. Ка кое мно же ст во на зы ва ет ся уни вер саль ным?
8. Ка кое мно же ст во на зы ва ет ся пус тым?
9. За пи ши те от но ше ния вклю че ния ме ж ду уни вер саль ным множе ст-

вом U, про из воль ным его под мно же ст вом A и мно же ст вом ∅.
10. Как обо зна ча ет ся мно же ст во всех под мно жеств не ко то ро го мно-

же ст ва? Сколь ко эле мен тов оно со дер жит?
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 Задания
1. Оп ре де ли те, ка кие из сле дую щих ут вер жде ний спра вед ли вы:
 а) |{∅}| = 1; в) |{{∅}}| = 2; д) {x} ⊆ {x};
 б) {{∅}} ∈ {{{∅}}}; г) х ∈ {x}; е) {x} ∈ {x}; ж) {x} ∈ {{x}}.

2. Сколько элементов содержат следующие множества:
 а) {x};
 б) {{x}};
 в) {x, {x}};
 г) {{x}, x, {{x, {x}}}.

3. Какие из приведенных утверждений верны? Докажите.
 а) если A ⊂ B и B ⊂ C, то A ⊂ C; 
 б) если A ⊆ B и B ⊆ A, то A = B; 
 в) если A ⊆ B и B ⊆ C, то A ⊆ C. 

4. Дано множество D = {7, 13, 25, 34, 101, 112}. Какие из приве-
денных множеств являются подмножествами множества D?

 а) {1, 7, 13};
 б) {0, 1, 12};
 в) {25, 112, 34};
 г) {a, b, c, n};
 д) {7, 13, 25, 34, 101, 112}.
 е) ∅. 

5. Оп ре де ли те, ка кие из при ве ден ных мно жеств рав ны друг другу:
 a) A = {x | существует y такой, что x = 2у, y ∈ N};
 б) C = {1, 2, 3};
 в) D = {0, 2, –2, 3, –3, 4, –4, …};
 г) E = {2x | x ∈ Z}.

6. Постройте 2A для множества A, если
 a) A = {{∅}};
 б) A = {1, 2, 3, 4};
 в) A = {«день», «ночь»};
 г) A = {1, {2, 3}, 4}.

7. Сколь ко под мно жеств со дер жит 
 а) мно же ст во дней не де ли;
 б) мно же ст во ме ся цев го да.

8. Пусть за да ны мно же ст ва S
n – 1

 и S
n
, та кие, что S

n – 1
 = {a

0
, a

1
, …, a

n – 1
}, 

S
n
 = {a

0
, a

1
, …, a

n
}. Объ яс ни те, как по лу чить из мно же ст ва 2S – 1 

мно же ст во 2S.

9. Со ставь те ал го ритм, ко то рый в ка че ст ве вход ных дан ных по-
лу ча ет два мно же ст ва и оп ре де ля ет, рав ны ли эти мно же ст ва, 
яв ля ет ся ли од но из них под мно же ст вом дру го го.

10. Со ставь те ал го ритм, ко то рый в ка че ст ве вход но го дан но го по лу-
ча ет мно же ст во и кон ст руи ру ет спи сок всех воз мож ных под мно-
жеств дан но го мно же ст ва.
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1.3. Гео мет ри че ская ин тер пре та ция 
мно жеств 
 Диа грам мы Вен на, кру ги Эй ле ра

Для на гляд но го изо бра же ния со от но ше ний ме ж ду под мно-
же ст ва ми уни вер саль но го мно же ст ва ис поль зу ют ся диа грам мы 
Вен на и  кру ги Эй ле ра.

По строе ние  диа грам мы Вен на за клю ча ет ся в раз бие нии плос-
ко сти на 2n яче ек с по мо щью n фи гур. Ка ж дая фи гу ра на диа грам-
ме пред став ля ет от дель ное мно же ст во, n — чис ло изо бра жае мых 
мно жеств. При этом каждая последующая фигура должна иметь 
одну и только одну общую область с каждой из ранее построен-
ных фигур. Плос кость, на ко то рой изо бра жа ют ся фи гу ры, пред-
став ля ет  уни вер саль ное мно же ст во U. Та ким об ра зом, точ ки, не 
при над ле жа щие ни од ной из фи гур, при над ле жат толь ко U. Диа-
грам ма Вен на для двух мно жеств A и B вы гля дит сле дую щим 
об ра зом.

С по мо щью диа грамм Вен на 
мож но гра фи че ски по ка зать, при-
надлежит ли не ко то рый эле мент 
x ∈ U рас смат ри вае мым мно же ст-
вам или нет. На при мер, на рис. 1.1 
эле мент x

1
 при над ле жит A и не при-

над ле жит B, x
2
 при над ле жит A и B, 

x
3
 при над ле жит В и не при над ле-

жит A, x
4
 не при над ле жит ни A, ни B. 

Лю бой эле мент при над ле жит уни версаль но му мно же ст ву U. 

Диа грам му Вен на для трех мно-
жеств A, B и C представлено на 
рис. 1.2, где эле мент x

1
 при над ле жит 

мно же ст вам A, B и C, x
2
 при над ле-

жит B и C и не при над ле жит А.
 

Диа грам му Вен на для че ты рех 
мно жеств A, B, C и D представлено на 
рис. 1.3, на котором в ка че ст ве при-
ме ра изо бра жен эле мент x

1
, при над-

ле жа щий всем че ты рем мно же ст-
вам: A, B, C и D. Для бо лее  ясного 
пред став ле ния за штриху ем ка ж дую 

Рис. 1.1. Диаграмма Венна 
для двух множеств A и B

A B
U

• x1

• x2 • x3

• x4

Рис. 1.2. Диаграмма Венна
для трех множеств A, B и C

A B

C

U
 

 

 

 

x1

x2
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об ласть этой диа граммы, ис поль зуя бо лее гус тую штри хов ку там, 
где точ ки при над ле жат боль ше му чис лу мно жеств:

  при над ле жит толь ко од но му из мно жеств;
  при над ле жит толь ко двум из мно жеств;
  при над ле жит толь ко трем из мно жеств;

  при над ле жит всем че ты рем мно же ст вам.

A

B

C
D

U

x1

Рис. 1.3.  Диаграмма Венна для четырех множеств A, B, C и D

Диа грам мы Вен на не от ра жа ют ре аль ные от но ше ния вклю-
че ния, ус та нов лен ные ме ж ду мно же ст ва ми, а рас смат ри ва ют 
их в об щем слу чае. Ин ди ви ду аль ные от но ше ния ме ж ду за дан-
ны ми мно же ст ва ми изо бра жа ют с по мо щью кру гов  Эй ле ра. 
В этом слу чае мно же ст ва, не имею щие об щих эле мен тов, изо бра-
жа ют не пе ре се каю щи ми ся фи гу ра ми. От но ше ние вклю че ния на 
мно жес т вах изо бра жа ют, рас по ла гая од ну фи гу ру вло жен ной в дру-
гую. Рас смот рим по строе ние кру гов Эй ле ра на при ме ре рис 1.4.

A B
A

B B

А

 А = {1, 4, 6}; А = {1, 4, 6}; А = {1, 4, 6};

 В = {1, 5, 8}; В = {1, 6}; С = {3, 5, 8}; 

 Общий элемент — 1 B ⊆ A Нет общих элементов A и B

Рис. 1.4. Изображение множеств с помощью кругов Эйлера
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 Вопросы
1. В чем различия между диаграммами Венна и кругами Эйлера?
2. По пы тай тесь изо бра зить диа грам му Вен на для че ты рех мно жеств, 

ис поль зуя ок руж но сти. Возмож-
но ли та кое изо бра же ние?

3. Яв ля ет ся ли фи гу ра, изо бра-
женная на рис. 1.5, диа грам мой 
Вен на для че ты рех мно жеств? 
Аргу мен ти руй те от вет.

4. Как вы гля дят кру ги Эй ле ра для 
мно жеств, ко то рые не име ют об-
щих эле мен тов?

5. Как с по мо щью кру гов Эй ле ра 
изо бра зить под мно же ст ва дан-
но го мно же ст ва?

 Задания
1. Оп ре де ли те, ка ким множе-

ствам при над ле жат элемен ты 
x

1
 … x

7
, рас по ло жен ные на диа-

грамме Вен на, изо бражен ной 
на рис 1.6.

2. Изо бра зи те сле дую щие мно же-
ст ва в ви де кру гов Эй лера:

 а) A= {0, 1, 2},
  B = {1, 2, 3, 4, 5};
 б) A = {a, b, c, d, e},
  B = {d, a, e};
 в) N — на ту раль ные чис ла,

 Z — це лые чи сел, R — дейст ви тель ные чис ла;
 г) X — мно же ст во птиц, Y — мно же ст во зве рей, Z — мно же ст-

во мле ко пи таю щих, F — мно же ст во кро ли ков, G — мно же ст во 
жи вых ор га низ мов, оби таю щих в мо рях и океа нах. 

3. Изо бра зи те с по мо щью кругов Эйлера мно же ст ва A, B, C, если 
A ⊆ B, B ⊆ C. По ка жи те, что ес ли A ⊆ B, B ⊆ C, то A ⊆ C.

1.4. Опе ра ции на мно же ст вах 
Объ е ди не ние, пе ре се че ние, раз ность, до пол не ние

 Для на гляд но го пред ставле ния опе ра ций бу дем ис поль зо-
вать  диа грам мы Вен на, в ко то рых кру ги изо бра жа ют мно же ст ва, 
уча ст вую щие в опе ра ции, а за штри хо ван ная часть — ре зуль тат 
опе ра ции.

A B

C

D

U

Рис. 1.5. Ус ло вие во про са 3

A

B

C

D

x7

x1

x2

x4

x5

x6

x3

U

Рис. 1.6. Диаграмма Венна
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1.  Объ е ди не ние (сум ма) A ∪ B есть 
мно же ст во, состоящее из тех 
и только тех элементов, которые 
входят ли бо в A, ли бо в B, ли бо 
в A и B од но вре мен но (рис. 1.7).

При мер. Пусть да ны мно же ст ва 
А = {a, b, m}; В = {m, c, p}, то гда их 
объ е ди не ние А ∪ В = {a, b, c, m, p}.

2.  Пе ре се че ние (про из ве де ние) 
A ∩ B есть мно же ст во, состоя-
щее толь ко лишь из эле мен тов, 
вхо дящих в A и B од но вре мен но 
(рис. 1.8).

При мер. Для множеств A и B из 
предыдущего примера А ∩ В = {m}.

3.  Раз ность A\B есть мно же ст во, 
состоящее в точности из всех 
эле мен тов A, не вхо дя щих в B 
(рис. 1.9).

При мер. Для вышерассмотрен-
ных здесь множеств A и B

А\В = {a, b}.

4.  До пол не ние ( от ри ца ние) 
–
A (чи-

тает ся «не А») есть мно же ст во 
U\A (рис. 1.10). 

Раз ность мно жеств мож но вы-
ра зить че рез опе ра ции от ри ца ния 
и пе ре се че ния сле дую щим об ра зом:

A\B = A ∩ –B.

При мер. Бу дем про из во дить 
дей ст вия на мно же ст ве це лых чи-
сел Z = {…, –2, –1, 0, 1, 2, …}, так 
что Z

–
 = {…, –2, –1, 0}.  До пол не ни ем 

к мно же ст ву Z
–
 является мно же ст во на ту раль ных чи сел N = {1, 2, …}: 

–
Z

–
 = N.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние опе ра ци ям на множествах.

A B
U

 

Рис. 1.7. Диаграмма Венна 
для A ∪ B

Рис. 1.8. Диаграмма Венна 
для A ∩ B

A B
U

 

Рис. 1.9. Диаграмма Венна 
для A\B

A B
U

 

Рис. 1.10. Диаграмма Венна
для 

–
A

U

A
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2. При ве ди те самостоятельно примеры множеств и выполните 
каждую из четырех операций.

3. При вы пол не нии ка кой опе ра ции ис поль зу ет ся уни вер саль ное 
мно же ст во?

4. Мо гут ли не ко то рые из этих опе ра ций быть вы ра же ны од на 
че рез дру гую? Ка ким об ра зом?

 Задания
1. Для множеств A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {0, 3, 6} найдите:
 а) A ∪ B; б) A ∩ B; в) A\B; г) B\A.
2. С помощью диаграмм Венна докажите, что 

––
A = A, A\B = A ∩ 

–
B.

3. Пусть A — некоторое множество. Найдите значения выра жений:
 а) A ∪ ∅; в) A\∅; д) A ∩ ∅; ж) ∅\A;
 б) A ∪ A; г) A ∪ U; е) A ∩ A; з) A ∩ U.
4. Найдите множества A и B, если A\B = {1, 5, 7, 8}, B\A = {2, 10}, 

A ∩ B = {3, 6, 9}.
5. Пусть A, B и C — множества. Покажите, что
 а) (A ∩ B) ⊆ A; в) (A\B) ⊆ A;
 б) A ⊆ (A ∪ B); г) (A ∪ B) ⊆ (A ∪ B ∪ C); д) (A ∩ B ∩ C) ⊆ (A ∩ B).
6. Изо бра зи те с по мо щью диа грамм Вен на пе ре се че ние и объ е ди не-

ние трех мно жеств.
7. До ка жи те, что A ⊆ B вер но то гда и толь ко то гда, ко гда вер но –

B ⊆ 
–
A.

8. Ка кие вы во ды мож но сде лать о мно же ст вах A и B, ес ли вер но 
одно из сле дую щих равенств:

 а) A ∪ B = A;
 б) A ∩ B = A;
 в) A\B = A;
 г) A\B = B\A.

1.5.  Ал геб ра мно жеств
При ори тет опе ра ций, то ж де ст ва ал геб ры мно жеств, 
то ж де ст вен ные пре об ра зо ва ния вы ра же ний

 Мно же ст во 2U всех под мно жеств уни вер саль но го мно же ст-
ва U с за дан ны ми на нем че тырь мя опе ра ция ми со став ля ют ал геб-

ру мно жеств. 
В об щем слу чае ал геб ру мо жет со став лять лю бой класс  ⊂ 2U 

под мно жеств  уни вер саль но го мно же ст ва U, замк ну тый от но си тель-
но всех че ты рех опе ра ций. Оп ре де ле ние ал геб ры, не со дер жа щее 
из бы точ ных (точ нее, за ви си мых) ог ра ни че ний, вы гля дит сле дую-
щим об ра зом.
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 Определение
Класс мно жеств  на зы ва ет ся ал геб рой (мно жеств), ес ли:
1. U ∈ .
2. Из А, В ∈  следует А ∪ В ∈ .
3. Из А, В ∈  следует А\В ∈ .

Ал геб ра мно жеств ши ро ко при ме ня ет ся в про грам ми ро ва нии, 
в ча ст но сти, при ра бо те с раз но об раз ны ми ба за ми дан ных и со став-
ля ет ос но ву для по строе ния мно гих ма те ма ти че ских струк тур. Вме-
сте с тем, что ал геб ра мно жеств име ет ос но во по ла гаю щее зна че ние 
в ма те ма ти ке, она очень про ста и близ ка к ре аль ной жиз ни. Мы 
еже днев но при ме ня ем опе ра ции и за ко ны ал геб ры мно жеств, не 
за ду мы ва ясь об этом. Мы вы чи та ем из мно же ст ва за дач, ко то рые 
не об хо ди мо ре шить, мно же ст во ре шен ных и при сту па ем к ре ше нию 
ос тав ших ся. Из них мы, ве ро ят но, в пер вую оче редь вы бе рем те, 
ко то рые от но сят ся к мно же ст ву лег ких. Мы го то вим зав трак, оп ре-
де ляя пе ре се че ние мно же ст ва имею щих ся про дук тов с мно же ст вом 
про дук тов, ко то рые нам нра вят ся. Да и во об ще, вся на ша жизнь 
про хо дит сре ди мно жеств, ко то рые как-то взаи мо свя за ны. 

Мы име ем дос та точ но опе ра ций, что бы со став лять слож ные ал-
геб раи че ские вы ра же ния. Для это го не об хо ди мо оп ре де лить, ка ким 
при ори те том об ла да ют опе ра ции от но си тель но друг дру га.

 При ори тет опе ра ций в ал геб ре мно жеств сле дую щий:

1. 
–
A.

2. A ∩ B.
3. A ∪ B.
4. A\B.
Рас смот рим при мер.
При мер. Пусть нуж но рас ста вить скоб ки (оп ре де лить по сле до-

ва тель ность вы пол не ния опе ра ций) в фор му ле:
E = (A\B ∪ –A ∩ D)\B, 

с уче том при ори те тов это сле ду ет сде лать так:
E = (A\(B ∪ ((

–
A) ∩ D)))\B.

В алгебре множеств  автоматически выполняются следующие 
тождества, которые позволяют отнести  к классу так называемых 
булевых алгебр (см. раздел 4).
1.  Коммутативные законы

1.1. A ∪ B = B ∪ A.  1.2. A ∩ B = B ∩ A.
2.  Ассоциативные законы

2.1. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C.
2.2. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C.
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3.  Дистрибутивные законы

3.1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).
3.2. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

4.  Свойства пустого и  универсального множеств

4.1. A ∪ ∅ = A. 4.2. A ∩ U = A.
4.3. A ∪ U = U. 4.4. A ∩ ∅ = ∅.

5. Законы  идемпотентности

5.1. A ∪ A = A. 5.2. A ∩ A = A.
6. Закон   инволюции 

––
A = A.

7. Закон  противоречия

A ∩ –A = ∅.

8. Закон  исключенного третьего

A ∪ –A = U.

9. Закон  элиминации

9.1. A ∩ (A ∪ B) = A.  9.2. A ∪ (A ∩ B) = A.
10.  Законы  де Моргана.

10.1. 
–
A

––
 
–∪– –B = 

–
A ∩ –B.  10.2. 

–
A

––
 
–∩– –B = 

–
A ∪ –B.

Все перечисленные тождества мож но на гляд но пред ста вить 
и до ка зать, ис поль зуя диа грам мы Вен на. 

При мер. До ка зать с по мо щью  диа грамм Вен на ди ст ри бу тив ный 
за кон 3.2. А ∩ (В ∪ С) =  (А ∩ В) ∪ (А ∩ С).

Про ил лю ст ри ру ем на диа грам ме ле вую часть то ж де ст ва, вы-
пол нив сна ча ла объ е ди не ние мно жеств В и С, а за тем пе ре се че ние 
с A (рис. 1.11).

В ∪ С А ∩ (В ∪ С)

A B

C

U

A B

C

U

Рис. 1.11. Построение диаграммы Венна для А ∩ (В ∪ С)

Те перь по стро им диа грам му для пра вой части то ж де ст ва — 
(А ∩ В) ∪ (А ∩ С) (рис. 1.12).
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(А ∩ В) (А ∩ С) (А ∩ В) ∪ (А ∩ С)

A B

C

U

A B

C

U

A B

C

U

Рис. 1.12. Построение  диаграммы Венна для (А ∩ В) ∪ (А ∩ С) 

Как ви дим, пра вые диа грам мы на рис. 1.11 и 1.12 сов па да ют, 
сле до ва тель но то ж де ст во 3.2 вер но.

С по мо щью тождеств ал геб ры мно жеств мож но про из во дить 
эк ви ва лент ные пре об ра зо ва ния вы ра же ний. Рас смот рим та кие 
пре об ра зо ва ния на при ме ре.

При мер. Уп ро стить вы ра же ние

(–A ∪ B ∪ C) ∩ (A ∩ (B ∪ –C)) ∩ –B = (применим закон 
  де Моргана)

= (A ∩ –B ∩ –C) ∩ (A ∩ (B ∪ –C)) ∩ –B = ( ассоциативность 
 и  коммутативность)

= A ∩ –B ∩ –C ∩ A ∩ –B ∩ (B ∪ –C)) = (используем закон 
  идемпотентности)

= A ∩ –B ∩ –C ∩ (B ∪ –C)) = (используем 
 дистрибутивный закон)

= A ∩ –B ∩ –C ∩ B ∪ A ∩ –B ∩ –C ∩ –C = (согласно свойствам 
 пустого множества)

= ∅ ∪ A ∩ –B ∩ –C = A ∩ –B ∩ –C.

Ответ: A ∩ –B ∩ –C.

 Вопросы
1. Рас по ло жи те опе ра ции ал геб ры мно жеств в со от вет ст вии с их 

при ори те том.

2. На зо ви те то ж де ст ва ал геб ры мно жеств, за пи ши те со от вет ст вую-
щие фор му лы.

3. Ка ким об ра зом мож но гра фи че ски пред ста вить и до ка зать за ко-
ны и то ж де ст ва ал геб ры мно жеств? При ве ди те при мер та ко го 
до ка за тель ст ва.
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4. Ка ким об ра зом про из во дят ся эк ви ва лент ные пре об ра зо ва ния 
фор мул ал геб ры мно жеств? Приведите примеры.

 Задания

1. До ка жи те при по мо щи диа грамм Вен на:

 а) ас со циа тив ные за ко ны;

 б) ди ст ри бу тив ные за ко ны;

 в) свой ст ва пус то го и уни вер саль но го мно жеств.

2. До ка жи те при по мо щи эк ви ва лент ных пре об ра зо ва ний за ко ны 
эли ми на ции.

3. Ис хо дя из свойств пус то го мно же ст ва, с по мо щью эк ви ва лент ных 
пре об ра зо ва ний по лу чи те свой ст ва уни вер саль но го мно же ст ва.

4. Уп ро сти те вы ра же ния

 а) –A ∪ C  ∪ (B ∪ B ∩ C) ∩ (–B ∪ B ∪ C );
 б) (A ∩ –B ∪ C) ∩ (A ∪ B) ∩ –C;

 в) A ∩ ((B ∩ –C ∪ C ∪ B ) ∩ C) ∩ –A);
 г) (A ∩ B ∩ C) ∪ (–A ∩ B ∩ C).

5. В ка ком от но ше нии на хо дят ся мно же ст ва A и B, ес ли A\B =
= B\A = ∅?

6. Яв ля ет ся ли ал геб рой класс мно жеств, замк ну тых от но си тельно: 
 а) опе ра ций ∪, ∩;
 б) опе ра ций ∪, до пол не ния.

1.6. Бес ко неч ные мно же ст ва
Счет ные и континуальные мно же ст ва, мощность

 В дис крет ной ма те ма ти ке, как и во всей ма те ма ти ке, в ес те-
ст во зна нии очень важ на роль на ту раль но го ря да чи сел N = {1, 2, …}. 
Хо тя прак ти че ские вы чис ле ния все гда про из во дят ся с ко неч ным 
от рез ком {1, 2, …, n} это го бес ко неч но го мно же ст ва, нет воз мож но сти 
ука зать наи боль шее чис ло n, ко то рое не бу дет пре вы ше но во всех 
слу ча ях жиз ни. По это му при хо дит ся ис сле до вать свой ст ва все го 
бес ко неч но го мно же ст ва чи сел N. На ве ще ст вен ной чи сло вой оси R 
на ту раль ные и це лые чис ла об ра зу ют до воль но «раз ре жен ные» под-
мно же ст ва N, Z (рис. 1.13), ко то рые ин туи тив но мож но назвать 
«дис крет ные». Мно же ст во ра цио наль ных чи сел Q, об ра зующих-
ся при де ле нии це лых чи сел m/n, плот но рас по ла га ет ся на ве ще ст-
вен ной оси R: ин тер вал (а, b) сколь угод но ма лой дли ны ε = b – a 
(a ≠ b) со дер жит бес ко неч ное мно же ст во раз лич ных ра циональ ных 
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то чек. Мож но ли мно же ст во Q счи тать «дис крет ным»? Ока зы ва ет-
ся да, хо тя ин туи ция от ка зы ва ет ся это при знать. 

0–1–2 1 2 a  b

m/n

n R

Рис. 1.13. На ту раль ные, це лые и ра цио наль ные чис ла на оси R

На ко нец, вся ве ще ст вен ная ось R — яв но не пре рыв ное мно же ст-
во, и здесь ин туи тив ное за клю че ние нас не под во дит. Для стро го го 
оп ре де ле ния дис крет ных и не пре рыв ных бес ко неч ных мно жеств 
ис поль зу ют ся со пос та вления дис крет ных мно же ст в на ту раль но му 
ря ду чи сел, а не пре рыв ных мно же ст в — от рез ку [0, 1] ве ще ст вен ной 
оси. Не об хо ди мо толь ко уточ нить тер мин «со пос та вить». Име ет ся 
в ви ду ус та но вить  вза им но од но знач ное со от вет ст вие. 

По ня тие вза им но од но знач но го со от вет ст вия яв ля ет ся пер вич-
ным в соз на нии че ло ве ка при диф фе рен ци ро ван ном вос при ятии 
пред ме тов внеш не го ми ра. Ес ли зри тель ный зал за пол нен и нет 
сво бод ных мест, нам не обя за тель но счи тать ко ли че ст во си дя щих 
зри те лей, оно рав но чис лу кре сел в за ле. Что бы сде лать этот вы вод, 
мы ин туи тив но ис поль зу ем на ли чие вза им но од но знач но го со от-
ветс т вия ме ж ду зри те ля ми и крес ла ми. От ме тим од ну осо бен ность: 
фак ти че ски на дан ном кон цер те реа ли зо ва но кон крет ное вза им но 
од но знач ное со от вет ст вие зри те ли — крес ла (ка ж до му зри те лю от-
ве ча ет од но и толь ко од но оп ре де лен ное крес ло и на обо рот). По сле 
пе ре ры ва не ко то рые зри те ли мо гут по ме нять ся мес та ми, и кон крет-
ное со от вет ст вие ста нет дру гим, но вы вод ос та нет ся преж ним: чис-
ло зри те лей рав но чис лу мест. 

 Определение
Вза им но од но знач ным на зы ва ет ся та кое  со от вет ст вие меж-
ду мно же ст ва ми A и B, при ко то ром ка ж до му эле мен ту 
a ∈ A от ве ча ет один и толь ко один эле мент b ∈ B и ка ж до му 
эле мен ту b ∈ B от ве ча ет один и толь ко один эле мент a ∈ A. 
 Функ ция, оп ре де ляю щая вза им но од но знач ное со от вет ст вие, 
на зы ва ет ся  би ек тив ной функ ци ей или  би ек ци ей.

 Определение
Мно же ст ва A и B на зы ва ют ся эк ви ва лент ны ми или   равно-

мощными (A ∼ B), ес ли ме ж ду ни ми можно установить вза-
имно однозначное соответствие. 

В при ме ре с за пол нен ным зри тель ным за лом мно же ст во 
зри те лей эк ви ва лент но мно же ст ву кре сел. Та ким об ра зом, 
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эк ви ва лент ны ми друг дру гу ока зы ва ют ся все ко неч ные мно же ст-
ва с оди на ко вым чис лом эле мен тов n, и число n считается  мощ-

ностью этих множеств. 
Для бес ко неч но го мно же ст ва стро гое по ня тие мощ но сти не вво-

дит ся, но сам тер мин мощ ность ис поль зу ет ся для обо зна че ния 
свой ст ва, об ще го для всех эк ви ва лент ных мно жеств. Если два 
бесконечных множества A и B эквивалентны (A ∼ B), то равенство 
их мощностей формально записывается как |A| = |B|.

 Определение
Мно же ст во A на зы ва ет ся  счет ным, ес ли оно эк ви ва лент но 
на ту раль но му ря ду N (A ∼ N). Тер мин «счет ность» яв ля ет ся 
точ ным за ме ни те лем ин туи тив но го по ня тия «дис крет ность». 
С по мо щью  би ек ции ϕ = N → A мож но пе ре счи тать все эле-
мен ты a из A, присвоив им ин дек сы по правилу ϕ(n) = a

n
. 

Мож но за пи сать, что A = {a
n
, n = 1, 2, …}. Мно же ст ва чет ных 

на ту раль ных чи сел N
ч
 = {2, 4, …, m, …}, всех на ту раль ных 

чи сел N = {1, 2, …, n, …}, це лых чи сел Z и ра цио наль ных чи-
сел Q по сле до ва тель но вло же ны: N

ч
 ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q. Хо тя для 

лю бых двух из этих мно жеств нет ра вен ст ва, они эк ви ва лент-

ны друг дру гу, то есть име ют оди на ко вую  мощ ность и яв ля-
ют ся счет ны ми: |N

ч
| = |N| = |Z| = |Q|. Поэтому в соответствии 

с нашими соглашениями множества N
ч
, N, Z, Q являются 

дискрет ными.

Дей ст ви тель но,  эк ви ва лент ность N ∼ N
ч
 ар гу мен ти ру ет ся с по-

мо щью би ек ции ϕ(n) = 2n : 2n = m. Мно же ст во це лых чи сел Z мож-
но «пе ре счи тать» (то есть присвоить его эле мен там на ту раль ные 
ин дек сы) по пра ви лу:

0 = z
1
; 1 = z

2
; –1 = z

3
; 2 = z

4
; –2 = z

5
; 3 = z

6
; …

Сле до ва тель но Z ∼ N.
Для до ка за тель ст ва эк ви-

ва лент но сти мно жеств Q и N 
дос та точ но ука зать пра ви ло ну-
ме ра ции мно же ст ва Q

+
 по ло жи-

тель ных ра цио наль ных чи сел, 
об ра зую щих ся де ле ни ем m/n 
на ту раль ных чи сел m и n. Про-
ну ме ру ем столб цы и стро ки бес-
конеч ной таб ли цы ин дек са ми m 
и n со от вет ст вен но (рис. 1.14).

n 
m

1 2 3 4 …

1 1/1 2/1 3/1 4/1 …

2 1/2 2/2 3/2 4/2 …

3 1/3 2/3 3/3 4/3 …

4 1/4 2/4 3/4 4/4 …

… … … … … …

Рис. 1.14. Таблица множества Q
+
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Бу дем ну ме ро вать по сле до ва тель но чис ла n/m вдоль пунк тир-
ных на клон ных стре лок, на чи ная с ле во го верх не го уг ла таб ли цы 
и пе ре хо дя по сле про хо ж де ния ка ж дой стрел ки к со сед ней, бо лее 
длин ной. При этом про пус ка ют ся от но ше ния m/n, чис лен ные зна-
че ния ко то рых встре ча лись ра нее: 

q
1
 = 1 = 1/1, q

2
 = 1/2, q

3
 = 2 = 2/1, q

4
 = 1/3, 

q
5
 = 3 = 3/1, q

6
 = 1/4, q

7
 = 2/3, q

8
 = 3/2, q

9
 = 4 = 4/1, …

Та ким об ра зом, мно же ст во Q ра цио наль ных чи сел  счет но:

Q = {q
n
}, n = 1, 2, ….

Ра зу ме ет ся, су ще ст ву ют бес ко неч ные  не счет ные мно же ст ва, 
и их  мощ ность ес те ст вен но счи тать боль шей, чем |N|. Так, мно жест-
во то чек от рез ка [0, 1] = {x ∈ R; 0 ≤ x ≤ 1} не яв ля ет ся счет ным 
(тео ре ма Г. Кан то ра). Его мощ ность на зы ва ет ся  кон ти ну ум и обо-
зна ча ет ся ма лой бу к вой c: |[0, 1]| = c. Са мо мно же ст во [0, 1] и лю бое 
эк ви ва лент ное ему мно же ст во на зы ва ют ся  кон ти ну аль ны ми. 

Ока зы ва ет ся, что на ве ще ст вен ной оси R  кон ти ну аль ны ми 
(то есть эк ви ва лент ны ми друг дру гу и от рез ку [0, 1]) яв ля ют ся, 
на при мер, мно же ст ва [a, b], (a, b), при лю бом a < b; (0, +∞); мно-
же ст во (–∞, +∞), рав ное R.

Кон ти ну аль ны так же мно же ст ва то чек лю бо го квад ра та 
и кру га на плос ко сти R2, па рал ле ле пи пе да и ша ра в про стран ст ве R3 
и са мо го про стран ст ва R3: |R| = |R2| = |R3| = c. 

 Задания

1. До ка зать сле дую щие ут вер жде ния:

 1.1. Из вся ко го бес ко неч но го мно же ст ва мож но вы де лить счет ное 
под мно же ст во. 

 1.2. Вся кое бес ко неч ное под мно же ст во счет но го мно же ст ва так-
же счет но.

 1.3. Сум ма (объ е ди не ние) ко неч но го и счет но го мно жеств есть 
счет ное мно же ст во.

 1.4. Объ е ди не ние ко неч но го чис ла счет ных мно жеств есть счет-
ное мно же ст во.

2. Ка ко ва мощ ность мно же ст ва мно го чле нов лю бых сте пе ней с це-
лы ми ко эф фи ци ен та ми?

3. Вещественное число называется алгебраическим, если оно явля-
ется корнем некоторого многочлена с целыми коэффициентами. 
Все остальные числа называются трансцендентными. Какова 
мощность множества алгебраических чисел?



Отношения
раздел 2

2.1. По ня тие от но ше ния. 
За да ние от но ше ний
Де кар то во про из ве де ние мно жеств, n-ар ное от но ше ние, 
би нар ное от но ше ние, спо со бы за да ния от но ше ний. Частные 
случаи отношений

От но ше ния реа ли зу ют в ма те ма ти че ских тер ми нах на аб ст-
ракт ных мно же ст вах ре аль ные свя зи ме ж ду ре аль ны ми объектами. 
От но ше ния применяются при по строе нии ком пь ю тер ных баз дан-
ных, которые ор га ни зо ваны в ви де таб лиц данных. Связи между 
 группами данных в таблицах описываются на языке отношений. 
Сами данные обрабатываются и преобразуются с помощью опера-
ций, математически точно определенных для отношений. Такие 
ба зы дан ных на зы ва ют ся ре ля ци он ны ми и ши ро ко при ме ня ют ся 
для хра не ния и об ра бот ки са мой раз но об раз ной ин фор ма ции: про-
из вод ст вен ной, ком мер че ской, ста ти сти че ской и др. От но ше ния 
также часто используются в про грам ми ро ва нии. Та кие со став ные 
струк ту ры дан ных, как спи ски, де ре вья и др. обыч но ис поль зу ют ся 
для опи са ния не ко то ро го мно же ст ва дан ных вме сте с от но ше ни ем 
ме ж ду эле мен та ми это го мно же ст ва. 

При мер. Некоторые предприятия, занимающиеся дизайном 
интерьера помещений, используют виды  продукции ряда произ-
водственных фирм, расположенных в двух городах. Для анализа 
необходимо составить «отношение» реальных комбинаций трех 
параметров: название фирмы, места ее расположения (город), 
вида выпускаемой продукции.
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Пусть известно, что ЧПП «Orion» (Одес са) про да ет ме бель, 
ООО «День» (Харь ков) про да ет све тиль ни ки, ЧКП «Sit» (Одес са) 
тор гу ет ме бе лью и све тиль ни ка ми, ООО «House» (Харь ков) про да ет 
све тиль ни ки и ма те риа лы для ре мон та. 

В этом от но ше нии уча ст ву ют три мно же ст ва: 

Фир мы = {ЧПП «Orion», ООО «День», ЧКП «Sit», 
ООО «House»} — мно же ст во фирм.

Го ро да = {Одес са, Харь ков} — мно же ст во го ро дов.

 Про дук ция = {ме бель, све тиль ни ки, ма те риа лы 
для ре мон та} — мно же ст во ви дов про дук ции.

Это от но ше ние мож но фор маль но пред ста вить спи ском эле-
мен тов сле дую щим об ра зом: {(ЧПП «Orion» (Одес са) — ме бель), 
(ООО «День» (Харь ков) — све тиль ни ки), (ЧКП «Sit» (Одес са) — ме-
бель), (ЧКП «Sit» (Одес са) — све тиль ни ки), (ООО «House» (Харь-
ков) — све тиль ни ки), (ООО «House» (Харь ков) — ма те риа лы для 
ре мон та)}. Мы ви дим, что по лу чен ное от но ше ние — это мно же ст во, 
со стоя щее из упо ря до чен ных групп ти па (ЧПП «Orion» (Одес са) — 
мебель). Пер вый эле мент груп пы при над ле жит мно же ст ву «Фир-
мы», вто рой — мно же ст ву «Го ро да», тре тий — мно же ст ву «Про дук-
ция». Кро ме то го, не все воз мож ные ком би на ции эле мен тов этих 
мно жеств при над ле жат на ше му от но ше нию, а толь ко не ко то рые из 
них, на при мер, та кая  груп па, как (ЧПП «Orion» (Одес са) — ма те-
риа лы для ре мон та) не при над ле жит на ше му от но ше нию, по сколь-
ку ЧПП «Orion» тор гу ет толь ко ме бе лью, а груп па (ЧПП «Orion» 
(Харь ков) — ме бель) не при над ле жит на ше му от но ше нию, по сколь ку 
ЧПП «Orion» на хо дит ся в Одес се, а не в Харь ко ве. По лу ча ет ся, что 
на ше от но ше ние — это не ко то рое  под мно же ст во мно же ст ва все воз-
мож ных ком би на ций фирм, го ро дов, про дук ций. 

Для фор маль но го опи са ния все воз мож ных ком би на ций из эле-
мен тов мно жеств, вхо дя щих в от но ше ние, ис поль зу ет ся по ня тие 
де кар то ва про из ве де ния мно жеств. Рас смот рим это по ня тие и за тем, 
ис поль зуя его, оп ре де лим фор маль но по ня тие от но ше ния.

 Определение
 Де кар то вым про из ве де ни ем мно жеств X

1 
× X

2 
× … × X

n
 

на зы ва ет ся мно же ст во всех воз мож ных упо ря до чен ных 
на бо ров (x

1
, x

2
, …, x

n
) из n эле мен тов, в ко то рых пер вый 

эле мент при над ле жит мно же ст ву X
1
, вто рой — мно же ст ву 

X
2
, …, n-й — мно же ст ву X

n
. Де кар то во про из ве де ние X × X ×

× … × X, в ко то ром од но и то же мно же ст во X ум но жа ет ся 
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n раз са мо на се бя, на зы ва ют де кар то вой  сте пе нью мно же-
ст ва и обо зна ча ют Xn. При этом X1 = X. Мно же ст во X2 на-
зы ва ют де кар то вым  квад ра том мно же ст ва X, мно же ст во 
X3 —  декарто вым ку бом мно же ст ва X. 

При мер. Пусть А = {a
1
, a

2
, a

3
}, B = {b

1
, b

2
}, С = {c

1
, c

2
}. Тогда

A × B = {(a
1
, b

1
), (a

1
, b

2
), (a

2
, b

1
), (a

2
, b

2
), (a

3
, b

1
), (a

3
, b

2
)}.

B × A = {(b
1
, a

1
), (b

1
, a

2
), (b

1
, a

3
), (b

2
, a

1
), (b

2
, a

2
), (b

2
, a

3
)}.

A × B × C = {(a
1
, b

1
, c

1
), (a

1
, b

1
, c

2
), (a

1
, b

2
, c

1
), (a

1
, b

2
, c

2
),

(a
2
, b

1
, c

1
), (a

2
, b

1
, c

2
), (a

2
, b

2
, c

1
), (a

2
, b

2
, c

2
), (a

3
, b

1
, c

1
), 

(a
3
, b

1
, c

2
), (a

3
, b

2
, c

1
), (a

3
, b

2
, c

2
)}.

B2 = {(b
1
, b

1
), (b

1
, b

2
), (b

2
, b

1
), (b

2
, b

2
)}.

По ря док сле до ва ния пар мо жет быть про из воль ным, но раз ме-
ще ние эле мен тов в ка ж дой па ре оп ре де ля ет ся по ряд ком сле до ва ния 
пе ре мно жае мых мно жеств, т.е. A × B ≠ B × A, если A ≠ B.

 Определение
n -ар ное от но ше ние R на мно же ст вах X

1
, X

2
, …, X

n
 — это 

 под мно же ст во де кар то ва про из ве де ния этих n мно жеств: 
R ⊆ X

1 
× X

2 
×,…, × X

n
. 

Ес ли на бор эле мен тов (x
1
, x

2
,…, x

n
) при над ле жит от но ше нию R, 

то го во рят, что эле мен ты x
1
, x

2
, …, x

n
 на хо дят ся в от но ше нии R. 

Под n-ар ным от но ше ни ем R на мно же ст ве X по ни ма ет ся под-
мно же ст во n-й сте пе ни это го мно же ст ва: R ⊂ Xn. Ес ли n = 1, то 
от но ше ние на зы ва ет ся  унар ным, ес ли n = 2 — би нар ным. От ме-
тим, что  унар ное от но ше ние R на мно же ст ве X — это под мно же ст во 
в са мом X: R ⊂ X.

При мер. От но ше ни ем на мно же ст вах A, B, C из предыдуще-
го примера яв ля ет ся всякое под мно же ст во мно же ст ва A × B × C, 
в частности

R
1 

= {(a
1
, b

1
, c

1
), (a

2
, b

1
, c

1
), (a

2
, b

1
, c

2
), (a

3
, b

1
, c

1
),

(a
3
, b

1
, c

2
), (a

3
, b

2
, c

2
)};

R
2
 = {(a

2
, b

2
, c

1
), (a

2
, b

2
, c

2
), (a

3
, b

1
, c

1
)}.

Пе рей дем к ис сле до ва нию би нар ных от но ше ний, которые яв-
ляются «базисными» в том смысле, что любое nLарное отношение 
можно представить в виде цепочки последовательно конструируемых 
бинарных отношений. Этот очевидный факт является следствием 
ассоциативности декартового произведения множеств.
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Спо со бы за да ния би нар ных от но ше ний 
Если R —  бинарное отношение на множествах X, Y, то факт 

(x, y) ∈ R часто записывается в виде xRy, и говорят, что элемент 
x ∈ X находится в отношении R с элементом y ∈ Y.

1. Лю бое  бинарное от но ше ние мо жет быть за да но в ви де спис-

ка, эле мен та ми ко то ро го яв ля ют ся па ры, из которых состоит от-
но ше ни е.

При мер. На мно же ст вах чи сел A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; 
B = {24, 25, 26} построим от но ше ние «де ли тель», ко то рое со сто ит 
из упо ря до чен ных пар ви да (x, y), где x — де ли тель y, x ∈ A, y ∈ B. 
Обо зна чим это от но ше ние че рез R: 

R = {(1, 24), (1, 25), (1, 26), (2, 24), (2, 26), (3, 24), 
(4, 24), (5, 25), (6, 24), (8, 24)}.

2.  Би нар ное от но ше ние R на множествах X и Y мо жет быть 
за да но с по мо щью мат ри цы (W = W(R)), строки которой отвеча-
ют элементам множества X, столбцы — элементам множества Y. 
Если n = |X|, m = |Y| — количества элементов мно жеств X и Y соот-
ветственно, то произвольная матрица W имеет размерность n × m. 
Элемент w

ij
 матрицы соответствует паре (x

i
, y

j
) ∈ A × B декартового 

произведения множеств, причем w
ij
 = 1, если (x

i
, y

j
) ∈ R, и w

ij
 = 0, 

если (x
i
, y

j
) ∉ R, то есть отношение R не содержит пару (x

i
, y

j
).

При мер. Следующая мат ри ца W задает от но ше ние R «де ли тель» 
для числовых мно жеств A и B из пре ды ду ще го при ме ра:

W = 

A B 24 25 26

1 1 1 1

2 1 0 1

3 1 0 0

4 1 0 0

5 0 1 0

6 1 0 0

7 0 0 0

8 1 0 0

9 0 0 0

3. Би нар ное от но ше ние R на множествах X, Y мо жет быть за-
да но  гра фи че ски. На плоскости изобразим точ ка ми x

i
 и y

j
 эле мен-

ты мно жеств X и Y. Если пара (x
i
, y

j
) при над ле жит от но ше нию R, 

со еди ня ем изображащие точки x
i
, y

j
 ли ни ей, на прав ле нной от 

пер во го эле мен та па ры ко вто ро му. Обо зна чив та ким об ра зом все 
па ры, при над ле жа щие от но ше нию R, по лу чим фи гу ру, ко то рая 
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назы ва ет ся  гра фом от но ше ния. На прав лен ные ли нии, со еди няю-
щие па ры то чек, на зы ва ют ся ду га ми, а точ ки, изображаю щие эле-
мен ты мно жеств, — вер ши на ми гра фа. Ес ли  би нар ное от но ше ние R 
за да но на од ном мно же ст ве X (R ⊆ X2), то вер ши на ми гра фа бу дут 
 эле мен ты мно же ст ва X.

При мер. В ка че ст ве при ме ра гра фи че ско го за да ния от но ше ния 
рас смот рим ге неа ло ги че ское де ре во не ко то рой се мьи, изо бра жен-
ное на рис. 2.1 

Петров
Иван Иванович

Петрова
Мария Степановна

Петров
Михаил Иванович

Петрова
Анна Ивановна

Заречный
Олег Семенович

Заречная
Ирина Игоревна

Заречный
Петр Олегович

Заречная
Ольга Петровна

Заречная
Татьяна Петровна

Рис. 2.1.   Граф отношения «родитель»

От но ше ние «ро ди тель» в дан ном слу чае за да но на мно же ст ве, 
со стоя щем из 9 че ло век. Рис 2.1 пред став ля ет со бой  граф от но-
ше ния «ро ди тель». Упо ря до чен ные па ры эле мен тов мно же ст ва, 
при над ле жа щие от но ше нию, со еди не ны ду га ми гра фа. Пер вый 
эле мент та кой па ры яв ля ет ся ро ди те лем, вто рой — его ре бен ком. 
Ду га гра фа на прав ле на от пер во го эле мен та ко вто ро му.

Рас смот рим не ко то рые ча ст ные слу чаи от но ше ний. Пусть 
за да но би нар ное от но ше ние R на мно же ст ве A: R ⊆ A2. Воз мо жен 
слу чай, ко гда R = A2, — та кое от но ше ние на зы ва ет ся пол ным. Для 
пятиэлементного множества A граф пол но го от но ше ния пред став-
лен на рис. 2.2,б. Мо жет слу чить ся, что R = ∅ — та кое  от но ше ние 
на зы ва ет ся пус тым. При |A| = 5 граф пред став лен на рис 2.2,в. 
Ес ли от но ше ние со дер жит все воз мож ные па ры ви да (a, a) и не 
со дер жит дру гих пар эле мен тов, то та кое от но ше ние на зы ва ет ся 
 то ж де ст вен ным. Граф это го от но ше ния пред став лен на рис. 2.2,а 
для |A| = 5.

Ес ли  пол ное от но ше ние за да но с по мо щью мат ри цы, то все 
элементы этой мат ри цы равны еди ни це. Мат ри ца пус то го от но-

ше ния состоит из нулевых элементов. 
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a1

a5
a4

a3

a2

a1

a5 a4

a3

a2

a1

a5
a4

a3

a2

 Рис. 2.2,а. Рис. 2.2,б. Рис. 2.2,в.
 Граф тождественного Граф полного Граф пустого
 отношения отношения отношения

Мы изу чи ли три спо со ба за да ния от но ше ний. Пе ре чис ле ни-
ем эле мен тов воз мож но за да вать n-ар ные от но ше ния при n ≥ 2. 
С по мо щью мат ри цы и гра фа удобно за да вать толь ко би нар ные 
от но ше ния.

 Вопросы
1. Как свя за ны тео рия от но ше ний и тео рия мно жеств?
2. Дай те оп ре де ле ние де кар то ва про из ве де ния мно жеств.
3. Пусть А — не ко то рое мно же ст во. Что оз на ча ет за пись A2, 

A3, An?
4. Пусть A и B — мно же ст ва. Объ яс ни те, по че му A × B ≠ B × A.
5. Что на зы ва ет ся от но ше ни ем? Что та кое n-ар ное от но ше ние, 

бинар ное, унар ное?
6. Пе ре чис ли те спо со бы за да ния от но ше ний. Ка кие из них при ме-

ни мы для n-ар ных от но ше ний при n > 2?
7. Объ яс ни те по ня тия «граф», «вер ши на», «ду га».
8. Что та кое то ж де ст вен ное от но ше ние, пол ное от но ше ние, пус тое 

от но ше ние? Изо бра зи те гра фы этих от но ше ний, по строй те их 
мат ри цы.

 Задания
1. По строй те мат ри цу и граф для сле дую щих от но ше ний, оп ре де-

лен ных на мно же ст ве A = {1, 2, 3}:
 а) {(1, 1), (1, 2), (1, 3)};
 б)  {(1, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3)};
 в)  {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)};
 г)  {(1, 3), (3, 1).
2. По строй те граф и спи сок эле мен тов для сле дую щих от но ше ний, 

оп ре де лен ных на мно же ст ве A = {a, b, c} матрицами:
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 а) б) в) г)
a b c a b c a b c a b c

a 1 0 1 a 0 1 0 a 1 1 1 a 1 0 1
b 0 1 0 b 0 1 0 b 1 0 1 b 0 1 0
c 1 0 1 c 0 1 0 c 1 1 1 c 1 0 1

3. По строй те мат ри цу и спи сок эле мен тов для сле дую щих от но ше-
ний, за дан ных гра фи че ски:

 а) б)

a b

c d

a

b c

d

4. За пи ши те спи сок эле мен тов для 3-ар но го от но ше ния R, за дан-
но го на мно же ст ве на ту раль ных чи сел сле дую щим об ра зом: 
(a, b, c) ∈ R, ес ли 0 < a < b < c < 5.

5. За пи ши те спи сок эле мен тов для 4-ар но го от но ше ния R, за дан-
но го на мно же ст ве на ту раль ных чи сел сле дую щим об ра зом: 
(a, b, c, d) ∈ R, ес ли abcd = 6.

6. За дай те за кон, оп ре де ляю щий от но ше ние H, свя зы ваю щее клет-
ки шах мат ной дос ки, рас по ло жен ные на рас стоя нии од но го хо да 
ко нем, т.е. (x, y) ∈ H, ес ли конь мо жет пе рей ти с клет ки x на 
клет ку y за один ход.

7. До ка жи те, что на мно же ст ве A, со стоя щем из n эле мен тов, мо-
жет быть за да но 2n2

 раз лич ных би нар ных от но ше ний. Сколь ко 
3-ар ных от но ше ний мо жет быть за да но на этом мно же ст ве?

8. Сколь ко раз лич ных от но ше ний мо жет быть за да но ме ж ду мно-
же ст ва ми A и B, ес ли |A| = n, |B| = m? 

9. Со ставь те 16 раз лич ных от но ше ний на мно же ст ве {0, 1}.
10. Оп ре де ли те ал го ритм со став ле ния мат ри цы от но ше ния по за дан-

но му спи ску эле мен тов и на обо рот.

2.2. Опе ра ции над от но ше ния ми
Об рат ное от но ше ние, ком по зи ция от но ше ний, сте пень 
от но ше ния, се че ние от но ше ния, фак тор-мно же ст во

 Вер нем ся к от но ше нию «ро ди тель». Ес ли упо ря до чен ная 
па ра эле мен тов (x, y) при над ле жит это му от но ше нию, это зна чит, 
что x яв ля ет ся ро ди те лем y. Но ес ли x яв ля ет ся ро ди те лем y, то y 
яв ля ет ся ре бен ком x. Из это го сле ду ет, что су ще ст ву ет и от но ше-
ние «ре бе нок», ко то ро му при над ле жит па ра (y, x). Оче вид но, что 
 граф от но ше ния «ре бе нок» мож но по лу чить из гра фа от но ше ния 
«ро ди тель» из ме не ни ем на прав ле ния дуг, как по ка за но на рис. 2.3, 
который «обращает» рис. 2.1.
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Петров
Иван Иванович

Петрова
Мария Степановна

Петров
Михаил Иванович

Петрова
Анна Ивановна

Заречный
Олег Семенович

Заречная
Ирина Игоревна

Заречный
Петр Олегович

Заречная
Ольга Петровна

Заречная
Татьяна Петровна

 Рис 2.3.  Граф отношения «ребенок», 
обратного отношению «родитель»

Этот пример поясняет понятие обратного отношения. 

 Определение
Пусть R- би нар ное от но ше ние.  Об рат ное от но ше ние к R обо-
зна ча ет ся R–1. Упо ря до чен ная па ра (x, y) при над ле жит R–1 

то гда и толь ко то гда, ко гда (y, x) при над ле жит R. 

Ес ли R ⊆ X2, то R–1 ⊆ X2, где X — не ко то рое мно же ст во. Ес ли 
R ⊆ X × Y, то R–1 ⊆ Y × X.

Ес ли би нар ное от но ше ние за да но на двух мно же ст вах, то 
 граф от но ше ния мож но по стро ить сле дую щим об ра зом. Вер ши-
ны гра фа, со от вет ст вую щие эле мен там пер во го мно же ст ва, рас-
по ла га ют ся сле ва, вер ши ны гра фа, со от вет ст вую щие эле мен там 
вто ро го мно же ст ва, рас по ла га ют ся спра ва. Та ким об ра зом, ду ги 
гра фа на прав ле ны сле ва на пра во. Рас смот рим пример. Пусть за-
да ны мно же ст ва A = {a, b, c, d, e, f}, B = {1, 2, 3, 4} и от но ше ние 
R = {(a, 1), (a, 2), (b, 4), (d, 1), (f, 4)}. Граф это го от но ше ния изо-
бра жен на рис. 2.4.

a 
A B
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c 

d 

e 
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 1

 2

 3

 4

Рис. 2.4. Граф отношения R = {(a, 1), (a, 2), (b, 4), (d, 1), (f, 4)}



38 Раздел 2

Для то го что бы по стро ить  граф от но ше ния R–1, из ме ним на-
прав ле ния дуг (рис. 2.5).

a 
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 1

 2

 3

 4

Рис. 2.5. Граф отношения R–1 = {(1, a), (2, a), (4, b), (1, d), (4, f)}

Те перь изу чим спо соб по лу че ния от но ше ния из двух дру гих 
от но ше ний, ис поль зуя опе ра цию ком по зи ции. Пусть име ет ся мно-
же ст во С = {w, x, y, z} и B = {1, 2, 3, 4} и от но ше ние S = {(1, x), 
(2, y), (3, x), (3, z)}, S ⊆ B × C. До пол ним рис. 2.4, изо бра зив на 
нем, кро ме гра фа от но ше ния R, граф от но ше ния S.

w

x

y

z

R S
a 

A B C

b 
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e 
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 1

 2

 3

 4

Рис. 2.6. Граф отношения R и отношения 
S ={(1, x), (2, y), (3, x), (3, z)} 

 Определение
Пусть R и S — от но ше ния, та кие, что R ⊆ X × Y, S ⊆ Y × Z, где 
X, Y, Z — не ко то рые мно же ст ва. Ком по зи ци ей от но ше ний 

R и S на зы ва ет ся от но ше ние, со стоя щее из упо ря до чен ных 
пар (x, z), x ∈ X, z ∈ Z, для ко то рых су ще ст ву ет эле мент 
y ∈ Y, та кой, что вы пол ня ют ся ус ло вия (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S. 
 Ком по зи ция от но ше ний R и S обо зна ча ет ся S ° R.

В частности, для от но ше ний R ⊆ A × B и S ⊆ B × C, изображен-
ных на рис. 2.6, ком по зи ция S ° R есть от но ше ние, изо бра жен ное 
на рис. 2.7 и являющееся  подмножеством декартового произведе-
ния A × C.
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Рис. 2.7.  Граф отношения S ° R 

За ме тим, что для па ры (x, z) ∈ S ° R «про ме жу точ ных» эле мен-
тов Y мо жет быть не сколь ко, од на ко их ко ли че ст во (ес ли оно не 
ну ле вое) не влия ет на вид ком по зи ции S ° R.

Операция ком по зи ци й от но ше ний позволяет ввести по ня тие 
сте пе ни бинарного отно ше ния, заданного на одном множестве.

 Определение
Пусть R — не ко то рое от но ше ние, оп ре де лен ное на мно же ст ве 
X: R ⊆ X × X. То гда  n-ая сте пень от но ше ния R обо зна ча ет ся 
Rn и оп ре де ля ет ся ре кур сив но так:
R0 — то ж де ст вен ное от но ше ние на мно же ст ве X;
Rn = Rn – 1 

° R, для n = 1, 2, …

Из оп ре де ле ния сле ду ет, что R1 = R, R2 = R ° R, R3 = R2
 ° R, и т.д.

При мер. Пусть от но ше ние R на мно же ст ве A = {a, b, c, d} за да-
но гра фом, изо бра жен ным на рис. 2.8.

a b c d

 Рис. 2.8. Граф отношения R

По стро им сте пе ни от но ше ния R. Квад рат от но ше ния R2 мож но 
по стро ить, ис поль зуя пра ви ло: в гра фе R2 при сут ст ву ет ду га (x, y), 
ес ли су ще ст ву ет та кая вер ши на z, что вер но xRz и zRy (рис. 2.9). 

a b c d

Рис. 2.9. Граф отношения R2

Степень R3 мож но по стро ить ана ло гич но, ис поль зуя пра ви ло: 
в гра фе R3 при сут ст ву ет ду га (x, y), ес ли су ще ст ву ет та кая вер ши-
на z, что вер но xR2z и zRy (рис. 2.10). 
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a b c d

Рис 2.10.  Граф отношения R3

По стро им так же от но ше ние R4. Пра ви ло по строе ния ана ло гич-
но: xR4y вер но, ес ли су ще ст ву ет та кая вер ши на z, что вер но xR3z 
и zRy (рис. 2.11). 

a b c d

Рис 2.11. Граф отношения R4

Мы ви дим, что по стро ен ный граф R4 не от ли ча ет ся от гра фа 
от но ше ния R2, по это му в ре зуль та те даль ней ших по строе ний от но-
ше ний R5, R6…, мы по лу чим от но ше ния, сов па даю щие с R2, R3.

Яс но, что спра вед ли ва сле дую щая гра фи че ская трак тов ка сте-
пе ни от но ше ния: в гра фе от но ше ния Rn име ет ся ду га из x в y, ес ли 
в гра фе R из вер ши ны x в вер ши ну y ве дет хо тя бы один маршрут 
дли ны n (со стоя щий из n дуг), при чем од на и та же ду га мо жет 
быть вклю че на в маршрут сколь ко угод но раз.

Рас смот рим еще од ну опе ра цию, ко то рая на зы ва ет ся се че ни ем 
би нар но го от но ше ния.

 Определение
Пусть R ⊂ X × Y — от но ше ние на множествах X и Y. Ес ли 
x ∈ X, то  се че ние от но ше ния R по x, обо зна чае мое R(x), 
есть мно же ст во R(x) ⊆ Y, со стоя щее из элементов y ∈ Y, 
та ких, что (x, y) ∈ R. Объ е ди не ние се че ний по эле мен там 
не ко то ро го под мно же ст ва Z ⊂ X называется  се че ни ем R(Z) 

от но си тель но под мно же ст ва Z. Мно же ст во, со стоя щее 
из се че ний от но ше ния R ⊆ X × Y по ка ж до му эле мен ту из X, 
на зы ва ет ся  фак тор3мно же ст вом мно же ст ва Y по от но ше-
нию R и обо зна ча ет ся Y/R. Формально можно записать, что 
Y/R = {R(x), ∀x ∈ X}.

При мер. Рас смот рим се че ния от но ше ния R на мно же ст вах 
A = {a, b, c, d, e, f}, B = {1, 2, 3, 4}, R ⊆ A × B, заданного графом 
(рис. 2.4): R = {(a, 1), (a, 2), (b, 4), (d, 1), (f, 4)}. Мож но по лу чить 
сле дую щие се че ния: R(a) = {1, 2}, R(b) = {4}, R(d) = {1}, R(e) = ∅, 
R(f) = {4}. Фак торLмно же ст во B/R = {{1, 2}, {4}, {1}, ∅}. Рас смот-
рим мно же ст во D = {d, e, f}, D ⊂ A. Се че ние от но ше ния R по 
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множеству D вы гля дит сле дую щим об ра зом: R(D) = R(d) ∪ R(e) ∪
∪ R(f) = {{1}, {4}, ∅}.

Кро ме пе ре чис лен ных опе ра ций, к от но ше ни ям при ме ни мы 
обыч ные тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции, как объ е ди не ние, 
пе ре се че ние,  до пол не ние и раз ность. Рас смот рим два от но ше ния 
R и S, оп ре де лен ные на мно же ст вах X и Y, R ⊆ X × Y, S ⊆ X × Y. 
В ре зуль та те вы пол не ния опе ра ций R ∪ S, R ∩ S и R\S по лу ча ем 
мно же ст ва упо ря до чен ных пар, яв ляю щие ся со от вет ст вен но объ-
е ди не ни ем, пе ре се че ни ем и раз но стью мно жеств R и S. Ре зуль та-
ты вы пол не ния этих опе ра ций так же яв ля ют ся от но ше ния ми на 
мно же ст вах X и Y. До пол не ние от но ше ния R обо зна ча ет ся 

–
R и со-

дер жит все упо ря до чен ные па ры мно же ст ва X × Y, кро ме тех пар, 
ко то рые при над ле жат R. 

 Вопросы
1. Что на зы ва ет ся об рат ным от но ше ни ем, и как оно обо зна ча ется?
2. Как по лу чить граф от но ше ния, об рат но го дан но му?
3. Что на зы ва ет ся ком по зи ци ей от но ше ний?
4. Пусть R — не ко то рое от но ше ние. Что оз на ча ет за пись R2, R3, 

Rn (сте пень от но ше ния рас смат ри ва ет ся от но си тель но опе ра ции 
ком по зи ции от но ше ний)? Как по стро ить эти от но ше ния, и всегда 
ли это возможно?

5. Дай те оп ре де ле ния се че ния отношения R и фак торLмно же ст ва 
по от но ше нию R.

6. Пе ре чис ли те тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции, ко то рые при-
ме ни мы к от но ше ни ям. Объ яс ни те, ка ким об ра зом эти опе ра ции 
при ме ня ют ся к от но ше ни ям.

 Задания
1. Пусть R

1
 и R

2
 — би нар ные от но ше ния на мно же ст ве A =

= {a, b, c, d}, где R
1 

= {(a, a), (a, b), (b, d)}, R
2 

= {(a, d), (b, c), 
(b, d), (c, d)}:

 а) по строй те от но ше ния R
1 ° R2

,
 
R

2 ° R1
, R

1
2

, 
R

2
3;

 б) по строй те се че ния от но ше ний R
1
,

 
R

2
 по эле мен там a, d и под-

мно же ст ву {a, b};
 в) по строй те фак тор-мно же ст во по от но ше нию R

2
. 

2. Най ди те от но ше ние R–1, ес ли от но ше ние R за да но сле дую щим 
об ра зом:

 a) (a, b) ∈ R, ес ли a, b ∈ N, a > b;
 б) (a, b) ∈ R, ес ли a, b ∈ N, a — де ли тель b;
 в) A — мно же ст во стран ми ра; (a, b) ∈ R, ес ли a, b ∈ A и страна a 

гра ни чит с b.
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3. Пусть A — некоторое мно же ст во лю дей, R — от но ше ние «ро ди-
тель», опре де лен ное на этом мно же ст ве так, что (a, b) ∈ R, ес ли 
a — ро ди тель b. Да лее S — от но ше ние «брат-се ст ра», оп ре де лен-
ное на мно же ст ве A по правилу (a, b) ∈ S, ес ли a и b име ют одну 
и ту же пару ро ди те лей. Опи ши те от но ше ния R ° S, S ° R, R2, R–1, 
S ° R

–1. Вы ра зи те че рез от но ше ния S, R от но ше ние C — «двою-
род ный брат-се ст ра», где (a, b) ∈ C, ес ли a — двою род ный брат 
или се ст ра b.

4. Пусть да ны мно же ст ва A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4} и от но ше ния 
R

1
, R

2 
⊆ A × B: R

1 
={(1, 2), (2, 3), (3, 4)}, R

2 
= {(1, 1), (1, 2), (2, 1), 

(2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}. Оп ре де ли те:
 а) R

1 
∪ R

2
;

 б) R
1 

∩ R
2
;

 в) R
1
\R

2
;

 г) R
2
\R

1
.

5. Пусть A — мно же ст во сту ден тов уни вер си те та, B — мно же ст во 
книг в биб лио те ке. Пусть за да ны от но ше ния R

1
, R

2
 ⊆ A × B, такие, 

что (a, b) ∈ R
1
, ес ли сту дент a, со глас но учеб ной про грам ме, дол-

жен в хо де обу че ния про честь кни гу b, и (a, b) ∈ R
2
, ес ли сту дент a 

в хо де обу че ния уже про чел кни гу b. Дай те сло вес ное опи са ние 
отно ше ний, по лу чае мых в ре зуль та те вы пол не ния опе ра ций:

 а) R
1 

∪ R
2
;

 б) R
1 

∩ R
2
;

 в) R
1
\R

2
;

 г) R
2
\R

1
.

2.3. Свой ст ва би нар ных от но ше ний
Реф лек сив ность, ан ти реф лек сив ность, сим мет рич ность, 
асим мет рич ность, ан ти сим мет рич ность, тран зи тив ность, 
ан ти тран зи тив ность

Ка ж дое  би нар ное от но ше ние мо жет об ла дать од ним или не-
сколь ки ми из пе ре чис лен ных свойств. Эти свой ст ва оп ре де ля ют 
вид мат ри цы и гра фа от но ше ния.

1. Реф лек сив ность
 От но ше ние R на мно же ст ве X на зы ва ет ся реф лек сив ным, 

ес ли для лю бо го x ∈ X име ет ме сто xRx, то есть ка ж дый эле мент 
x ∈ X на хо дит ся в от но ше нии R к са мо му се бе.

Свой ст во реф лек сив но сти при за да нии от но ше ния мат ри цей 
ха рак те ри зу ет ся тем, что все диагональные эле мен ты матрицы 
равны 1; при за да нии от но ше ния гра фом ка ж дый эле мент име ет 
пет лю — ду гу (x, x).
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При мер. Реф лек сив ным является от но ше ние, пред став лен ное 
на рис. 2.12.
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a
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a
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a
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a
4

1 1 1 1 0

a
5

0 1 1 0 1

Рис. 2.12. Пример графа и матрицы рефлексивного отношения 

2.  Ан ти реф лек сив ность
От но ше ние R на мно же ст ве X на зы ва ет ся ан ти реф лек сив-

ным, ес ли из x
1
Rx

2
 сле ду ет, что x

1 
≠ x

2
. 

Свой ст во ан ти реф лек сив но сти при за да нии от но ше ния мат ри-
цей ха рак те ри зу ет ся тем, что все диагональные эле мен ты являются 
нулевыми. При за да нии такого от но ше ния гра фом ни одна вершина 
не име ет пет ли — нет дуг ви да (x, x). 

От но ше ние ≤ на мно же ст ве ве ще ст вен ных чи сел реф лек сив но, 
от но ше ние < на мно же ст ве ве ще ст вен ных чи сел — ан ти реф лек-
сив но. От но ше ние «иметь об щий де ли тель» на мно же ст ве це лых 
чи сел реф лек сив но, от но ше ние «быть сы ном» на мно же ст ве лю-
дей — ан ти реф лек сив но. От но ше ние «быть сим мет рич ным от но-
си тель но оси X на мно же ст ве то чек ко ор ди нат ной плос ко сти» не 
яв ля ет ся ни реф лек сив ным, ни ан ти реф лек сив ным: точ ка плос ко сти 
сим мет рич на са ма се бе, ес ли она ле жит на оси x, и не сим мет рич на 
са ма се бе в про тив ном слу чае.

3. Сим мет рич ность
 От но ше ние R на мно же ст ве X на зы ва ет ся сим мет рич ным, 

ес ли для па ры (x
1
, x

2
) ∈ X2 из x

1
Rx

2
 сле ду ет x

2
Rx

1
 (ина че го во ря, 

для лю бой па ры R вы пол ня ет ся ли бо в обе сто ро ны, ли бо не вы пол-
ня ет ся во об ще). 

Мат ри ца сим мет рич но го от но ше ния яв ля ет ся сим мет рич ной 
от но си тель но глав ной диа го на ли, а в задающем графе для каждой 
дуги из x

i
 в x

k
 существует противоположно направленная дуга из 

x
k
 в x

i
.

При мер. При мер сим мет рич но го от но ше ния пред став лен на 
рис. 2.13.
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Рис. 2.13. Пример графа и матрицы симметричного отношения

4.  Асим мет рич ность
От но ше ние R на зы ва ет ся асим мет рич ным, ес ли для па ры 

(x
1
, x

2
) ∈ X2 из x

1
Rx

2
 сле ду ет, что не вы пол ня ет ся x

2
Rx

1
 (ина че го-

во ря, для лю бой па ры R вы пол ня ет ся ли бо в од ну сто ро ну, ли бо 
не вы пол ня ет ся во об ще).

5.  Ан ти сим мет рич ность
От но ше ние R на зы ва ет ся ан ти сим мет рич ным, ес ли из x

1
Rx

2
 

и x
2
Rx

1
 сле ду ет, что x

1 
= x

2
. 

При мер. От но ше ние «быть сим мет рич ным от но си тель но оси X 
на мно же ст ве то чек ко ор ди нат ной плос ко сти» яв ля ет ся сим мет рич-
ным: ес ли пер вая точ ка сим мет рич на вто рой, то и вто рая сим мет-
рич на пер вой. При мер ан ти сим мет рич но го от но ше ния — от но ше ние 
≤ на мно же ст ве дей ст ви тель ных чи сел: ес ли a ≤ b и b ≤ a, то a = b. 
От но ше ние < на ве ще ст вен ной оси яв ля ет ся асим мет рич ным, т.к. 
ес ли a < b, то b < a не вы пол ня ет ся.

6.  Тран зи тив ность
От но ше ние R на зы ва ет ся тран зи тив ным, ес ли из x

1
Rx

2
 

и x
2
Rx

3
 сле ду ет x

1
Rx

3
. 

В гра фе, за даю щем тран зи тив ное от но ше ние R, для вся кой 
па ры дуг, та ких, что ко нец пер вой сов па да ет с на ча лом вто рой, 
су ще ст ву ет тре тья ду га, имею щая об щее на ча ло с пер вой и об щий 
ко нец со вто рой.

При мер. От но ше ния ≤ и < на мно же ст ве дей ст ви тель ных 
чи сел тран зи тив ны: ес ли a ≤ b и b ≤ с, то a ≤ b.

При мер. При мер тран зи тив но го от но ше ния пред став лен на 
риc. 2.14.

7.  Ан ти тран зи тив ность
От но ше ние R на зы ва ет ся ан ти тран зи тив ным, ес ли из x

1
Rx

2
 

и x
2
Rx

3
 сле ду ет, что не вы пол ня ет ся x

1
Rx

3
. 
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Рис. 2.14. Пример графа и матрицы транзитивного отношения 

При мер. От но ше ния «ра вен ст во», «быть де ли те лем», за дан ные 
на мно же ст ве це лых чи сел, и от но ше ние «жить в од ном го ро де», 
за дан ное на мно же ст ве лю дей, — тран зи тив ны; от но ше ние «быть 
сы ном» — анти тран зи тив но.

 Вопросы
1. Вер но ли вы ска зы ва ние: «Свой ст во от но ше ния — это оп ре де лен ное 

ус ло вие, ко то ро му удов ле тво ря ют эле мен ты это го от но ше ния»? 
Под твер ди те от вет с по мо щью при ме ра. 

2. Дай те оп ре де ле ние свой ст вам:
 – реф лек сив но сти; – ан ти реф лек сив но сти;
 – сим мет рич но сти; – асим мет рич но сти;
 – ан ти сим мет рич но сти; – тран зи тив но сти;
 – ан ти тран зи тив но сти.
 Для ка ж до го из пе ре чис лен ных свойств объ яс ни те, чем граф 

и мат ри ца от но ше ний, об ла даю щих этим свой ст вом, от ли ча ют ся 
от гра фа и мат ри цы от но ше ний, не об ла даю щих этим свой ст вом.

3. Мо жет ли от но ше ние об ла дать не од ним, а не сколь ки ми свойст-
вами? При ве ди те при ме ры. Ка кие из из вест ных вам свойств мо-
гут од но вре мен но ха рак те ри зо вать от но ше ние, а ка кие яв ля ют ся 
взаи мо ис клю чаю щи ми, т.е. не мо гут од но вре мен но ха рак те ри зо-
вать од но от но ше ние?

 Задания
1. Оп ре де ли те, ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет ка ж дое из при ве ден ных 

от но ше ний. От но ше ния за да ны на мно же ст ве A = {1, 2, 3, 4}:
 а) {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 3), (3, 4)};
 б)  {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)};
 в)  {(2, 4), (4, 2)};
 г)  {(1, 2), (2, 3), (3, 4)};
 д) {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)};
 е)  {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 4)}.



46 Раздел 2

2. Оп ре де ли те, ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет ка ж дое из от но ше ний, 
пред став лен ных сле дую щи ми гра фа ми: 

a b

b c

a

 

a)

г)

a b

б)

aв)

b c

d

3. Пусть R
1
 и R

2
 — не ко то рые от но ше ния. За пол ни те таб ли цу сле-

дую щим об ра зом. В ячей ку таб ли цы по мес ти те «+», ес ли из 
то го, что R

1
 и R

2
 об ла да ют ука зан ным свой ст вом сле ду ет, что 

ре зуль тат опе ра ции то же об ла да ет этим свой ст вом, «–» — ес ли 
при том, что R

1
 и R

2
 об ла да ют ука зан ным свой ст вом, ре зуль тат 

опе ра ции мо жет не об ла дать этим свой ст вом. Обос нуй те вы бор 
ка ж до го «+» и «–».

R
1
 ∪ R

2
R

1
 ∩ R

2

–
R

1
R

1
\R

2
R

1
 ° R

2
Rn, (n ∈ N) R–1

Реф лек сив ность

Ан ти реф лек сив ность

Сим мет рич ность

Асим мет рич ность

Ан ти сим мет рич ность

Тран зи тив ность

Ан ти тран зи тив ность

4. Оп ре де ли те, ка ки ми свой ст ва ми об ла да ют сле дую щие от но ше-
ния, за дан ные на некотором мно же ст ве лю дей. Пусть (a, b) ∈ R, 
ес ли:

 а) a вы ше ростом, чем b;
 б)  a и b ро ди лись в один день;
 в)  a яв ля ет ся род ст вен ни ком b;
 г)  a зна ком с b.
5. Най ди те ошиб ку в до ка за тель ст ве сле дую ще го ут вер жде ния 

(это ут вер жде ние не вер но). 
 Ут вер жде ние: Ес ли не ко то рое от но ше ние R сим мет рич но 

и транзитив но, то оно яв ля ет ся так же и реф лек сив ным.
 До ка за тель ст во: Возь мем па ру эле мен тов (a, b), та кую, что 

(a, b) ∈ R, то гда и (b, a) ∈ R (от но ше ние сим мет рич но). Если 
(a, b) ∈ R и (b, a) ∈ R, то, по свой ст ву тран зи тив но сти, (a, a) ∈ R, 
зна чит от но ше ние реф лек сив но.
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6. При ве ди те при мер от но ше ния, ко то рое 
 а) яв ля ет ся сим мет рич ным и ан ти сим мет рич ным;
 б) не яв ля ет ся ни сим мет рич ным, ни ан ти сим мет рич ным.
7. Сколь ко су ще ст ву ет от но ше ний, за дан ных на мно же ст ве A, |A| =

= n, об ла даю щих сле дую щим свой ст вом:
 а) сим мет рич ность; г) ан ти реф лек сив ность;
 б) ан ти сим мет рич ность; д) сим мет рич ность и реф лек сив ность.
 в) асим мет рич ность; 
8. Пусть R — реф лек сив ное и тран зи тив ное от но ше ние. Вер но ли, 

что Rn = R для всех n ∈ N.
9. Пусть R

1
 и R

2
 — не ко то рые от но ше ния, при чем R

1 
⊇ R

2
. По ка жи те, 

что ес ли R
1
 ан ти сим мет рич но, то R

2 
то же ан ти сим мет рич но.

10. Со ставь те ал го ритм оп ре де ле ния свойств от но ше ния. Вход ным 
дан ным мо жет быть мат ри ца от но ше ния или спи сок эле мен тов 
от но ше ния.

2.4. От но ше ния эк ви ва лент но сти, 
по ряд ка, то ле рант но сти
От но ше ние эк ви ва лент но сти, клас сы эк ви ва лент но сти, путь 
в гра фе, час тич ный (не стро гий) по ря док, стро гий по ря док, 
ли ней ный по ря док, срав ни мые и не срав ни мые эле мен ты, 
от но ше ние то ле рант но сти

Рас смот рим не ко то рые наи бо лее час то ис поль зуе мые клас-
сы би нар ных от но ше ний. 

 Определение
 Би нар ное от но ше ние, об ла даю щее свой ст ва ми реф лек сив но-
сти, сим мет рич но сти и тран зи тив но сти, на зы ва ет ся от но ше-

ни ем  эк ви ва лент но сти (обо зна ча ет ся ~). 

Пусть за да но мно же ст во A и от но ше ние эк ви ва лент но сти, оп-
ре де лен ное на этом мно же ст ве: R ⊆ A × A. Эле мен ты a, b ∈ A, для 
ко то рых вы пол ня ет ся aRb, на зы ва ют ся эк ви ва лент ны ми. Важ ное 
свой ст во лю бо го от но ше ния эк ви ва лент но сти R, оп ре де лен но го 
на мно же ст ве A, за клю ча ет ся в том, что оно раз би ва ет мно же ст-
во A на не пе ре се каю щие ся под мно же ст ва, которые на зы ва ют ся 
 клас са ми эк ви ва лент но сти. В слу чае ко неч но го мно же ст ва A раз-
бие ние его на  клас сы эк ви ва лент но сти про ис хо дит сле дую щим об ра-
зом. Пусть на мно же ст ве A за да но от но ше ние эк ви ва лент но сти R. 
Вы бе рем эле мент а

1 
∈ A и об ра зу ем класс С

1
, со стоя щий из всех эле-

мен тов y ∈ A, для ко то рых вы пол ня ет ся от но ше ние а
1
Ry. Класс C

1
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мо жет со сто ять толь ко из од но го эле мен та а
1
, ес ли не су ще ст ву ет 

дру гих эле мен тов y, та ких, что а
1
Ry. За ме тим, что в си лу реф лек-

сив но сти от но ше ния  эк ви ва лент но сти все гда вы пол ня ет ся а
1
Ra

1
. 

Ес ли С
1
 ≠ A, то вы бе рем из A эле мент a

2
, не во шед ший в класс С

1
, 

и об ра зу ем класс С
2
, со стоя щий из эле мен тов y ∈ A, для ко то рых 

вы пол ня ет ся от но ше ние а
2
Ry. Ес ли (С

1
 ∪ С

2
) ≠ A, то вы бе рем из 

A эле мент a
3
, не во шед ший в клас сы С

1
 и С

2
,

 
и об ра зу ем класс С

3
. 

Бу дем про дол жать по строе ние клас сов до тех пор, по ка в A не ос-
та нет ся ни од но го эле мен та, не во шед ше го в один из клас сов C

i
. 

По лу чит ся сис те ма клас сов С
1
, С

2
, …, С

n
. Эта сис те ма клас сов на зы-

ва ет ся сис те мой клас сов эк ви ва лент но сти и об ла да ет сле дую щи ми 
свой ст ва ми:

а) клас сы по пар но не пе ре се ка ют ся;
б) лю бые два эле мен та из од но го клас са эк ви ва лент ны;
в) лю бые два эле мен та из раз ных клас сов не эк ви ва лент ны.

При меры. От но ше ние ра вен ст ва «=» на лю бом мно же ст ве чисел 
яв ля ет ся от но ше ни ем эк ви ва лент но сти. От но ше ние «учить ся в од-
ном клас се» на мно же ст ве уче ни ков шко лы яв ля ет ся от но ше ни ем 
эк ви ва лент но сти и раз би ва ет все мно же ст во уче ни ков шко лы на 
от дель ные клас сы. От но ше ние «иметь оди на ко вое имя» на опре де-
лен ном мно же ст ве лю дей яв ля ет ся от но ше ни ем эк ви ва лент но сти 
и раз би ва ет все мно же ст во лю дей на  клас сы эк ви ва лент но сти — груп-
пы лю дей с оди на ко вы ми име на ми.

 Определение
От но ше ние на зы ва ет ся от но ше ни ем  час тич но го по ряд ка 

(обо зна ча ет ся ≤), ес ли оно:
а) реф лек сив но (a ≤ a);
б) aнти сим мет рич но (ес ли a ≤ b и b ≤ a, то a = b);
в) тран зи тив но (ес ли a ≤ b и b ≤ c, то a ≤ c).

Ес ли на мно же ст ве за да но от но ше ние час тич но го по ряд ка, 
то это мно же ст во на зы ва ет ся час тич но упо ря до чен ным. 

Су ще ст ву ет спо соб на гляд но го пред став ле ния ко неч но го час-
тич но упо ря до чен но го мно же ст ва, ко то рый на зы ва ют диа грам-

мой Хас се. Ка ж дый эле мент а ∈ A обо зна ча ют точкой, и лю бую 
па ру точек, со от вет ст вую щих эле мен там а ∈ A и b ∈ A, со еди ня ют 
стрел кой, иду щей из точки а в точку b, то гда и толь ко то гда, ко гда 
(a ≤ b), (a ≠ b), и не су ще ст ву ет c ∈ A та ко го, что a ≤ с ≤ b, и эле мент с 
отличает ся и от а, и от b.

При мер. При ме ром от но ше ния час тич но го по ряд ка яв ля ет ся 
от но ше ние вклю че ния мно жеств, спра вед ли вое для не ко то рых пар 
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под мно жеств фиксированного мно же ст ва. На рис. 2.15 изображен 
 граф отношения включения на мно же ст ве 2A всех под мно жеств трех-
эле мент но го мно же ст ва A = {a, b, c}.

{a, b, c}

{a, b}
{a, c}

{b, c}

{a}

{b}

{c}

{∅}

Рис. 2.15. Граф отношения включения множеств

Со свой ст вом тран зи тив но сти свя за но по ня тие пу ти в гра фе.

 Определение
Путь в гра фе от но ше ния из вер ши ны a в вер ши ну b — это 
по сле до ва тель ность дуг (a, x

1
), (x

1
, x

2
), (x

2
, x

3
),…, (x

n – 1
, b), 

n ≥ 1. Число дуг n называется длиной пути.

Ис поль зуя по ня тие пу ти в гра фе, мо жно пока зать, что свой ст-
во тран зи тив но сти вы пол ня ет ся в от но ше нии, за дан ном гра фом, 
ес ли лю бые две вер ши ны, ме ж ду ко то ры ми су ще ст ву ет путь, со-
еди не ны ду гой. 

 Час то при изо бра же нии гра фа от но ше ния по ряд ка опус ка ют 
ду ги, ко то рые мож но до строить, ис поль зуя свой ст во тран зи тив но-
сти, то есть, ес ли на гра фе су ще ст ву ет путь из a в b, то ду гу (a, b) 
не изо бра жа ют. Кро ме то го, рас по ла га ют вер ши ны так, что бы на-
правле ние всех дуг бы ло снизуLвверх. То гда на прав ле ние дуг мож но 
не ука зы вать. По лу чен ная та ким об ра зом диа грам ма дос та точ на 
для  оп ре де ле ния от но ше ния по ряд ка. Так, от но ше ние вклю че ния 
мно жеств с графом на рис. 2.15 мож но изо бра зить с по мо щью диа-
грам мы Хас се, как по ка за но на рис. 2.16.
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{a, b, c}

{a, b}
{a, c}

{b, c}

{a}

{b}

{c}

{∅}

Рис. 2.16.  Диаграмма Хассе отношения включения множеств

Из рас смот рен но го при ме ра вид но, что не все вер ши ны гра фа 
от но ше ния со еди не ны ме ж ду со бой пу тя ми. На при мер, не су ще ст-
ву ет пу ти ме ж ду {a, b} и {a, с}.

 Определение
Эле мен ты a и b на зы ва ют ся  срав ни мы ми в от но ше нии 
 час тич но го по ряд ка R, ес ли вы пол ня ет ся хотя бы одно из 
соотношений aRb или bRa. Мно же ст во A, на ко то ром за да но 
от но ше ние частичного по ряд ка R и для ко то ро го лю бые два 
эле мен та это го мно же ст ва срав ни мы, на зы ва ет ся  ли ней но 

упо ря до чен ным или  пол но стью упо ря до чен ным. 

Пол но стью упо ря до чен ное мно же ст во от ли ча ет ся от час тич но 
упо ря до чен но го тем, что в час тич но упо ря до чен ном мно же ст ве A 
мо гут при сут ст во вать эле мен ты, из которых можно состав лять не-
сравнимые пары.

При мер. Множество N натуральных чисел полностью упоря-
дочено относительно естественной операции сравнения ≤, кото-
рая истинна на некотором подмножестве R пар (a, b) декартового 
квадрата N2. Любые два элемента a, b ∈ N сравнимы по R, так 
как хотя бы одно из неравенств a ≤ b, b ≤ a истинно. На рис. 2.17 
рассмотренное множество N задано с помощью графа отношений 
и диаграммы Хассе.
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. . .

а) задание с помощью
 графа отношений

б) задание с помощью
 диаграммы Хассе

1

2

3

4

5

. . .

1

2

3

4

5

Рис. 2.17. Линейно упорядоченное множество натуральных чисел 

От но ше ние  час тич но го по ряд ка, яв ляю щее ся реф лек сив ным, 
aнти сим мет рич ным и тран зи тив ным, на зы ва ет ся так же от но ше ни-

ем  не стро го го по ряд ка. В от ли чие от не го  от но ше ние стро го го 

по ряд ка (обо зна ча ет ся <) определяется свойствами:
а)  ан ти реф лек сив ность (ес ли a < b, то a ≠ b);
б)  асим мет рич ность (ес ли a < b, то не вер но b < a);
в)  тран зи тив ность (ес ли a < b и b < c, то a < c).
Таким образом, если в отношении нестрогого порядка свойство 

антисимметричности заменить асимметричностью, то получится 
строгий порядок. 

 Определение
От но ше ние на зы ва ет ся от но ше ни ем  то ле рант но сти, ес ли 
оно: а) реф лек сив но; б) сим мет рич но и в) ан ти тран зи тив но.

То ле рант ность пред став ля ет со бой фор маль ное пред став ле ние 
ин туи тив но го по ня тия сход ст ва. Сход ст во двух объ ек тов не за ви сит 
от то го, в ка ком по ряд ке они срав ни ва ют ся, в этом про яв ля ет ся 
свой ст во сим мет рич но сти. В то же вре мя, ес ли один объ ект схо ден 
с дру гим, а дру гой схо ден с треть им, то это не оз на ча ет, что пер вый 
и тре тий объ ек ты сход ны, то есть свой ст во тран зи тив но сти может 
не вы пол ня ться.

Рассмотрим отношение то ле рант но сти на примере популяр-
ной за да чи «превращения мухи в слона» как сходстве между 
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четы рех бук венными словами, если они отличаются одной буквой. 
Получим: муха — мура — тура — тара — кара — каре — кафе — 
кафр — каюр — каюк — крюк — крок — срок — сток — стон — 
слон.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние от но ше ния эк ви ва лент но сти.
2. Ка ким об ра зом про ис хо дит раз бие ние мно же ст ва на клас сы эк ви-

ва лент но сти? Ка кие эле мен ты на зы ва ют ся эк ви ва лент ны ми?
3. Ка кие свой ст ва ха рак тер ны для клас сов эк ви ва лент но сти?
4. При ве ди те при ме ры от но ше ний эк ви ва лент но сти и по лу чае мых 

при этом клас сов эк ви ва лент но сти.
5. Дай те оп ре де ле ние от но ше ния час тич но го по ряд ка. Как оно обо-

зна ча ет ся? При ве ди те при мер.
6. Что та кое путь в гра фе? Как по ня тие пу ти при ме ня ет ся для ис-

сле до ва ния гра фов от но ше ния по ряд ка?
7. Ка кое мно же ст во на зы ва ет ся ли ней но упо ря до чен ным? Что та-

кое срав ни мые и не срав ни мые эле мен ты?
8. Чем от ли ча ет ся от но ше ние полного по ряд ка от от но ше ния 

час тич но го по ряд ка? Дай те оп ре де ле ние от но ше ния стро го го 
по ряд ка.

9. Дай те оп ре де ле ние от но ше ния то ле рант но сти. При ве ди те при мер.

 Задания

1. До ка жи те, что лю бое от но ше ние эк ви ва лент но сти на мно же ст ве A 
раз би ва ет это мно же ст во на не пе ре се каю щие ся под мно же ст ва — 
клас сы эк ви ва лент но сти. 

2. Ка кие из сле дую щих на бо ров под мно жеств мно же ст ва A =
= {1, 2, 3, 4, 5, 6} мо гут яв лять ся раз бие ния ми это го мно же ст ва 
на клас сы эк ви ва лент но сти?

 a) {1, 2}, {2, 3, 4}, {4, 5, 6}; в) {2, 4, 6}, {1, 3, 5};
 б) {1}, {2, 3, 6}, {4, 5}; г) {1, 4, 5}, {2, 6}.

3. Пусть R
1 

и R
2
 — от но ше ния эк ви ва лент но сти. Оп ре де ли те, 

яв ля ют ся ли сле дую щие от но ше ния от но ше ния ми эк ви ва лент-
ности:

 a) R
1 

∪ R
2
; б) R

1 
∩ R

2
; в) 

–R
1
.

4. Пусть R
1 

и R
2
 — от но ше ния час тич но го по ряд ка. Оп ре де ли те, 

яв ля ют ся ли сле дую щие от но ше ния от но ше ния ми час тич но го 
по ряд ка:

 a) R
1 

∪ R
2
; б) R

1 
∩ R

2
; в) 

–R
1
.

5. Оп ре де ли те, ка кие от но ше ния эк ви ва лент но сти раз би ва ют мно же ст-
во на наи боль шее и наи мень шее чис ло клас сов эк ви ва лент но сти.
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6. Пусть R — от но ше ние час тич но го по ряд ка. До ка жи те, что 
R–1 — то же от но ше ние час тич но го по ряд ка.

7. Ка кие из сле дую щих мат риц за да ют от но ше ние час тич но го по-
ряд ка? Для на хо ж де ния от ве та ис сле дуй те гра фы от но ше ний.

a b c d a b c a b c

a 1 0 1 0 a 1 0 1 a 1 0 0

b 0 1 1 0 b 1 1 0 b 0 1 0

c 0 0 1 1 c 0 0 1 c 1 0 1

d 1 1 0 1

8. Ка кие из сле дую щих мат риц за да ют от но ше ние эк ви ва лент но-
сти? Для на хо ж де ния от ве та ис сле дуй те гра фы от но ше ний.

a b c d a b c a b c d

a 1 0 1 0 a 1 1 1 a 1 1 1 0

b 0 1 0 0 b 0 1 1 b 1 1 1 0

c 1 0 1 0 c 1 1 1 c 1 1 1 0

d 0 1 0 1 d 0 0 0 1

9. Ка кие из сле дую щих от но ше ний на мно же ст ве лю дей яв ля ют ся 
от но ше ния ми то ле рант но сти, ка кие — от но ше ния ми эк ви ва лент-
но сти?

 а) a и b оди на ко во го воз рас та;
 б) a и b име ют об щих ро ди те лей;
 в) a и b зна ко мы;
 г) a и b раз го ва ри ва ют на од ном язы ке.

10. Ка кие из сле дую щих от но ше ний, за дан ных гра фа ми, яв ля ют ся от-
но ше ния ми по ряд ка, ка кие — от но ше ния ми эк ви ва лент но сти?

a b

а)

b c

a

d

в)

b c

a

г)

д)

b c

a d

е)

b c

a d

a b

б)

11. Со ставь те воз мож ную по сле до ва тель ность вы пол не ния за дач по 
соз да нию не ко то ро го про грамм но го про дук та, ес ли диа грам ма, за-
даю щая час тич ный по ря док на мно же ст ве за дач, сле дую щая:
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Завершение

βLтест

αLтест

Написание
документации

Интеграция
модулей

Создание
модуля A Создание

модуля В

Создание
модуля С

Создание
тестовОпределение требований

к системе Определение функциональных
требований

Определение требований пользователя

12. Со ставь те ал го ритм, оп ре де ляю щий по за дан ной мат ри це от но ше-
ния, яв ля ет ся ли от но ше ние час тич ным или стро гим по ряд ком, 
эк ви ва лент но стью или то ле рант но стью.

2.5. Функ цио наль ные от но ше ния 
Функ цио наль ное от но ше ние, об лас ти оп ре де ле ния и зна че ний, 
ото бра же ние, сюръ ек ция, инъ ек ция, би ек ция

 Функциональная зависимость между переменными или 
 функция является частным случаем отношения.

 Определение
От но ше ние R ме ж ду мно же ст ва ми X и Y (R ⊆ X × Y) яв ля ет-
ся функ цио наль ным, ес ли все его эле мен ты (упо ря до чен ные 
па ры) раз лич ны по пер во му эле мен ту: ка ж до му x ∈ X либо 
со от вет ст ву ет толь ко один эле мент y ∈ Y, та кой, что xRy, 
либо такого элемента y вообще не существует.

Мат ри ца функ цио наль но го от но ше ния, за дан но го на ко неч ных 
мно же ст вах X и Y, со дер жит не бо лее од ной еди ни цы в ка ж дой 
строке. Ес ли функ цио наль ное от но ше ние за да но в ви де гра фа, то 
из ка ж дой вер ши ны, изо бра жаю щей пер вую ко ор ди на ту, вы хо дит 
не бо лее од ной ду ги. При меры функ цио наль но го и не функ цио наль-
но го от но ше ний пред став лены на рис. 2.18.

a1 b 1

a2 b 2

a1 b 1

a2

a1 b 1

b 2

а) функциональное
 отношение 

б) функциональное
 отношение 

в) нефункциональное
 отношение

Рис. 2.18. Примеры функционального и нефункционального отношений
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При мер. Пусть име ет ся мно же ст во A кро ли ков и мно же ст-
во B кле ток. Пусть R — от но ше ние раз ме ще ния кро ли ков по 
клет кам — «Кро лики — Клет ки». В та ком слу чае, как бы мы ни 
раз ме ща ли кро ли ков по клет кам, в лю бом слу чае от но ше ние R 
бу дет функ цио наль ным, по сколь ку ка ж до му кро ли ку мо жет со-
от вет ст во вать толь ко од на клет ка. Обо зна чим кро ли ков бу к ва ми, 
а клет ки — но ме ра ми. Пусть A = {a, b}, B = {1, 2, 3}. На рис. 2.19 
изо бра же ны функ цио наль ные от но ше ния R

1 
= {(a, 1), (b, 3)} 

и R
2 

= {(a, 1), (b, 1)}.

1

2

3

a

b

1

2

3

b

1

2

3

a
b

1

2

3

a

b

a

R 1 R 2

Рис. 2.19. Примеры функциональных отношений 
«Кролики — Клетки»

При ме ром не функ цио наль но го от но ше ния яв ля ет ся от но ше ние 
R

3 
= {(a, 1), (a, 2), (b, 3)}. Оно мо жет быть пред став ле но в тер ми нах 

раз ме ще ния кро ли ков по клет кам, как по ка за но на рис. 2.20, где 
кролик a занимает одновременно две клетки 1, 2, благодаря сло-
манной перегородке.

1

2

3

a

b

1

2

3

b

a

R 3

Рис. 2.20. Пример отношения «Кролики — Клетки», 
не являющегося функцией

 Определение
Пусть R — не ко то рое от но ше ние, R ⊆ X × Y. Об ла стью  оп ре-

де ле ния от но ше ния R на зы ва ет ся мно же ст во D
R
, со стоя щее из 

всех эле мен тов мно же ст ва X, ко то рые свя за ны от но ше ни ем R 
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с  эле мен та ми мно же ст ва Y: D
R
 ⊆ X, D

R
 = {x: ∃ у ∈ Y, (x, y) ∈ R}. 

Об ла стью  зна че ний от но ше ния R на зы ва ет ся мно же ст во ℜ
R
, 

со стоя щее из всех эле мен тов мно же ст ва Y, ко то рые свя за-
ны от но ше ни ем R с эле мен та ми мно же ст ва X: ℜ

R
 ⊆ Y, ℜ

R
 =

= {y: ∃ x ∈ X, (x, y) ∈ R}. 

 Определение
Пусть F — функ цио наль ное от но ше ние, F ⊆ X × Y. Соответс-
твие x → y от первого ко второму элементу каждой пары 
(x, y) ∈ F отношения F называется функцией f или отобра-

жением f множества D
F
 в Y и обозначается как f:D

F
 → Y, 

либо как DF
 → Yf .

Множество D
F
 называется областью определения или задания 

функции (отображения) f и обозначается как D
f
(≡D

F
). Говорят 

также, что  функция f действует из X в Y и определена на 
подмножестве D

f
 из X. Если D

f
 = X(=D

F
), то пишут f: X → Y 

и говорят, что задано отображение X → Y.
Если множество A ⊆ X, то через f(A) = {y ∈ Y: y = f(x), ∀x ∈ A} 
обозначается образ множества A. Множество f(X) ⊆ Y назы-
вается образом или областью  значений  отображения f 
и обозначается через ℜ

f
 = f(X).

Если множество B ⊆ Y, то множество f–1(B) = {x ∈ X: f(x) ∈ B} 
называется  прообразом множества B относительно отобра-
жения f.

Запись y = f(x) функциональной зависимости переменной y от 
переменной x (называемой аргументом функции) менее инфор-
мативна, чем запись в виде отображения f:D

f
 → Y, так как должна 

дополняться информацией об области определения — подмножестве 
допустимых значений аргумента x.

  Графиком функции (отображения) f:X → Y называется сово-
купность «двумерных» точек (x, y) вида (x, f(x)) в декар товом произ-
ведении X × Y. Именно в этом смысле синусоида является графиком 
функции sinx, парабола (охватывающая ось y) — графиком квадра-
тичной функции x2 и т.д. Таким образом, если F ⊂ X × Y — исход ное 
функциональное отношение, порождающее фунцию (отображение) 
f, то F в точности есть график функции f. Не следует смешивать 
понятия «график функции f» и  «граф отношения F»: граф с по-
мощью дуг со стрелками описывает действие отображения f на 
каждом значении аргумента x (рис. 2.21).
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Ви ды ото бра же ний

1.  Функ ция f: X → Y на-
зы ва ет ся сюръ ек тив ным ото-

бра же ни ем, ес ли ℜ
f
 = Y.

На гра фе, пред став ляю-
щем  сюръ ек тив ное ото бра же-
ние X → Y, из лю бой вер ши-
ны x ∈ X вы хо дит в точ но сти 
од на ду га, а в лю бую вер ши ну, 
пред став ляю щую эле мент мно же ст ва Y, вхо дит не ме нее од ной ду-
ги (рис. 2.21). 

2.  Функ ция f: X → Y на зы ва ет ся  инъ ек тив ным ото бра же ни-

ем, ес ли из x
1
 ≠ x

2
 следует f(x

1
) ≠ f(x

2
).

На гра фе, пред став ляю-
щем  инъ ек тив ное ото бра же ние 
X → Y из лю бой вер ши ны x ∈ X 
вы хо дит в точ но сти од на ду га, 
а в лю бую вер ши ну, пред став-
ляю щую эле мент мно же ст ва Y, 
вхо дит не бо лее од ной ду ги 
(рис. 2.22). 

Если f: X → Y — инъектив-
ное отображение и F = {(x, f(x)), 
∀x ∈ X} — соответствующее 
функ циональное отношение 
(F ⊂ X × Y), то  обратное отношение F–1 = {(y, x), ∀y ∈ ℜ

f
} также 

является функциональным. Задаваемая отношением F–1 функ-
ция x = f–1(y), f–1: ℜ

f
 → X обладает свойствами: f–1(f(x)) = x, ∀x ∈ X; 

f(f–1(y)) = y, ∀y ∈ ℜ
f
 и называется  обратной к функции f.

3. Функ ция f: X → Y на зы ва ет ся би ек тив ным ото бра же ни-

ем, ес ли она сюръ ек тив на и инъек-
тивна.

На гра фе, пред став ляю щем 
 би ек тив ное ото бра же ние X → Y
ко неч ных мно жеств, из лю бой 
вер ши ны x ∈ X вы хо дит в точ но-
сти од на ду га, а в лю бую вер ши ну 
y ∈ Y вхо дит од на и толь ко од на 
ду га (рис. 2.23). Та ким об ра зом, 

x1 y1

x2 y2

x3 y3

y4

Рис. 2.22. Пример инъективного 
отображения

x1 y1

x2 y2

x3 y3

Рис. 2.23. Пример биективного 
отображения

x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4

Рис. 2.21. Пример сюръективного 
отображения
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 би ек тив ное ото бра же ние f: X → Y осу ще ст в ля ет вза им но од но знач-
ное ото бра же ние ме ж ду мно же ст ва ми X и Y, по это му X ∼ Y, ⏐X⏐ =
= ⏐Y⏐(см. п. 1.6). 

Свой ст во би ек тив но сти обес печи ва ет су ще ст во ва ние об рат но го 
ото бра же ния. Это оз на ча ет, что ес ли f: X → Y би ек тив но, то су ще-
ст ву ет об рат ное ото бра же ние f–1: Y → X, при чем D

f–1 = Y.
Проиллюстрируем общее понятие функции и сюръективные, 

инъективные и биективные отображения на примерах функцио-
нальных отношения типа «Кролики — Клетки». Отношения R

1
, 

R
2
 на рис. 2.19 определяют отображения f

1
: A → B, f

2
: A → B соот-

ветственно, причем f
1
 инъективно, f

2
 — нет. Оба отображения не 

являются сюръективными, так как после размещения кроликов 
остаются свободные клетки. На схе ме, пред став лен ной на рис. 2.24, 
мно же ст во из шес ти кро ли ков X = {a, b, c, d, e, f} раз ме ща ет ся в мно-
же ст ве кле ток Y = {1, 2, 3, 4}.

a

b

c
d

e

f

1 3

42

Рис. 2.24. Функция «Кролики — Клетки», 
не являющаяся отображением X → Y

Эта схе ма раз ме ще ния со от вет ст ву ет от но ше нию R, граф ко то-
ро го пред став лен на рис. 2.25.

a 

b 

c 

d 

e 

f 

 1

 2

 3

 4

Рис. 2.25.  Граф отношения R = {(с, 1), (d, 3), (e, 3), (f, 4)}

Это отношение R не является функциональным, но опреде-
ляемая им функция f определена не на всем множестве X, так 
как не все кро ли ки раз ме ще ны в клет ках. Об ла стью оп ре де ле ния 
функции f является множество D

R
 = {c, d, e, f} и об ла стью зна че-

ний ℜ
R
 = {1, 3, 4}.
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Рас смот рим два дру гих ва ри ан та раз ме ще ния шести кро ли ков 
X по четырем клеткам Y, ука зан ных на рис. 2.26 и 2.27. 

Рис. 2.26. Отображение «Кролики — Клетки»

R яв ля ет ся сюръ ек тив ным ото бра же ни ем, ес ли все клет ки 
за ня ты.

Рис. 2.27.  Сюръективное отображение «Кролики — Клетки»;
⏐X⏐= 6,⏐Y⏐= 4

Для реа ли за ции инъ ек тив но го раз ме ще ния шес ти кро ли ков 
(⏐X⏐ = 6) не об хо ди мо уве ли чить чис ло кле ток так, чтобы оно было 
не меньше числа кроликов. Соответствующее отображение f: X → Y 
бу дет яв лять ся инъ ек тив ным ото бра же ни ем, ес ли в ка ж дой клет ке 
по ме ще но не бо лее од но го кро ли ка, но мо гут ос та вать ся и пус тые 
клет ки, как по ка за но на рис. 2.28.

Рис. 2.28.  Инъективное отображение «Кролики — Клетки»;
⏐X⏐= 6,⏐Y⏐= 8

R яв ля ет ся би ек тив ным ото бра же ни ем, ес ли в ка ж дой клет ке 
на хо дит ся точ но по од но му кро ли ку (рис. 2.29).
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Рис. 2.29.  Биективное отображение «Кролики — Клетки»; 
⏐X⏐= 6,⏐Y⏐= 6

 Вопросы
1. Ка кое от но ше ние на зы ва ет ся функ цио наль ным?
2. Что та кое об ласть оп ре де ле ния и об ласть зна че ния от но ше ния? 
3. Ка кое от но ше ние R ⊂ X × Y задает ото бра же ни е X → Y?
4. Дай те оп ре де ле ние сюръ ек тив но го, инъ ек тив но го и би ек тив но го 

ото бра же ний. Чем ха рак те ри зу ет ся граф ка ж до го из этих ото-
браже ний?

5. Ка кой вид ото бра же ния мож но на звать «мно го к од но му», 
ка кой — «один к од но му»?

6. Ка кой вид ото бра же ния мно же ст ва A на мно же ст во B ста вит 
в со от вет ст вие ка ж до му эле мен ту мно же ст ва A один и толь ко 
один эле мент мно же ст ва B так, что ка ж дый эле мент мно же ства B 
по став лен в со от вет ст вие од но му и толь ко од но му эле мен ту мно-
же ст ва A?

 Задания

1. Ка кие из сле дую щих от но ше ний R ⊂ A2, за дан ных на мно же ст ве 
A = {–20, –19, …, 0, 1, …, 19, 20}, яв ля ют ся функ циональными? 
Для функциональных отношений укажите соответствующие 
функции:

 а) (а, b) ∈ R, ес ли a = b2;
 б) (а, b) ∈ R, ес ли a2 = b;
 в) (а, b) ∈ R, ес ли a ≤ b;
 г) (а, b) ∈ R, ес ли ab = 6;
 д) (а, b) ∈ R, ес ли a = b3;
 е) (а, b) ∈ R, ес ли b = a3;
 ж) (а, b) ∈ R, ес ли a = b4; 
 з) (а, b) ∈ R, ес ли a = 1/b.

2. Ка кие из функ ций f, най ден ных при ре ше нии за да чи 1, яв ля ют-
ся ото бра же ния ми вида f: A → A?

3. Пусть за да ны мно же ст ва A, B, С и от но ше ния R ⊆ A × B 
и S ⊆ B × C. По ка жи те на при ме рах, что сле дую щие вы во ды не 
вер ны:
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 а) ес ли R — функ циональное отношение, то S ° R — функ-
циональное отношение;

 б) ес ли R задает ото бра же ние A → B, то S ° R — ото бра же ние 
A → C;

 в) ес ли S определяет сюръ ек цию B → C, то S ° R — сюръ ек цию 
A → C;

 г) ес ли S определяет инъ ек цию B → C, то S ° R — инъ ек цию 
A → C.

4. Пусть за да ны мно же ст ва A, B, С и от но ше ния R ⊆ A × B и S ⊆ B × C. 
До ка жи те, что

 а) ес ли R и S — функ циональные отношения, то S ° R — функ-
циональное отношение;

 б) ес ли R и S определяют ото бра же ния A → B и B → C соответс-
твенно, то S ° R определяет ото бра же ние A → C;

 в) ес ли R и S определяют сюръ ек ции, то S ° R — также сюръ-
екцию;

 г) ес ли R и S определяют инъ ек ции, то S ° R — также инъ-
екцию;

 д) ес ли R и S определяют би ек ции, то S ° R — также би-
екцию.

5. До ка жи те, что ес ли f — инъ ек тив ная функ ция, то су ще ст ву ет 
функ ция f–1.

6. Пусть F ⊂ X × Y определяет сюръ ек тив ную функ цию. Определяет 
ли F–1 ото бра же ни е Y → X?

7. Най ди те об ласть оп ре де ле ния и об ласть зна че ний сле дую щих 
функ ций:

 а) функ ция, ко то рая ка ж до му не от ри ца тель но му це ло му чис лу x, 
x ≤ n, ста вит в со от вет ст вие его по след нюю циф ру;

 б) функ ция, ко то рая стро ке би тов дли ной ≤ n ста вит в со от вет-
ст вие ко ли че ст во еди ниц в этой стро ке;

 в) функ ция, ко то рая стро ке би тов дли ной ≤ n ста вит в со от ветс-
т вие ко ли че ст во ос тав ших ся би тов при раз бие нии этой стро ки 
на бай ты;

 г) функ ция, ко то рая для це ло го по ло жи тель но го чис ла x, x ≤ n, 
на хо дит наи боль ший квад рат, не пре вос хо дя щий это число.

8. Пусть A и B — ко неч ные мно же ст ва, со дер жа щие со от вет ст вен но 
n и m эле мен тов: |A| = n, |B| = m. Оп ре де ли те со от но ше ние ме ж ду 
n и m, ес ли:

 а) су ще ст ву ет инъ ек тив ное ото бра же ние из A в B;
 б) су ще ст ву ет сюръ ек тив ное ото бра же ние из A в B;
 в) су ще ст ву ет би ек тив ное ото бра же ние из A в B.
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2.6. Ре ля ци он ная мо дель дан ных
Кор теж, до мен, ат ри бут. Ре ля ци он ная ал геб ра и операции в ней: 
объ е ди не ние, пе ре се че ние, раз ность, пря мое про из ве де ние, 
ог ра ни че ние, про ек ция, ес те ст вен ное со еди не ние, де ле ние

 Од на из наи бо лее важ ных об лас тей при ме не ния ком пь ю-
те ров в на стоя щее вре мя — это хра не ние и об ра бот ка боль шо го 
объ е ма ин фор ма ции, имею щей слож ную внут рен нюю струк ту ру. 
Эта ин фор ма ция долж на быть пред став ле на в па мя ти ЭВМ так, 
что бы ее бы ло лег ко из вле кать, по пол нять и пре об ра зо вы вать. 
Мы рас смот рим один из ме то дов по строе ния баз дан ных, раз ра бо-
тан ный в кон це 60-х го дов и ши ро ко ис поль зуе мый в на стоя щее 
вре мя. По сколь ку пред став ле ние ин фор ма ции в ви де таб лиц яв-
ля ет ся наи бо лее удоб ным и при выч ным для че ло ве ка, оно бы ло 
взя то за ос но ву и по ка за но, что лю бое пред став ле ние дан ных 
сво дит ся к со во куп но сти дву мер ных таб лиц. С ма те ма ти че ской 
точ ки зре ния таб лич ное пред став ле ние дан ных лег ко фор му ли ру-
ет ся в тер ми нах от но ше ний, и по это му к не му при ме ним ап па рат 
тео рии мно жеств. Та кая мо дель дан ных на зы ва ет ся ре ля ци он ной 
(relation — отношение). Для ра бо ты с ре ля ци он ной мо де лью бы-
ла соз да на  ре ля ци он ная ал геб ра. Ка ж дая опе ра ция этой ал геб ры 
ис поль зу ет од ну или не сколь ко таб лиц (от но ше ний) в ка че ст ве ее 
 опе ран дов и про ду ци ру ет в ре зуль та те но вую таб ли цу, т.е. по зво-
ля ет «раз ре зать» и «склеи вать» таб ли цы. Ос нов ная идея ре ля ци-
он ной ал геб ры: по сколь ку от но ше ния яв ля ют ся мно же ст ва ми, то 
сред ст ва ма ни пу ли ро ва ния от но ше ния ми мо гут ба зи ро вать ся на 
та ких тра ди ци он ных тео ре ти ко-мно же ст вен ных опе ра ци ях, как 
объ е ди не ние, пе ре се че ние, раз ность, де кар то во про из ве де ние, до-
пол нен ных не ко то ры ми спе ци аль ны ми опе ра ция ми.

Рас смот рим примеры ре ля ци он но го пред став ле ния дан ных. 
Пусть име ет ся ин фор ма ция о сту ден тах уни вер си те та, пред став-
лен ная в таб ли це 2.1.

Таб ли ца 2.1

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Алек се ев И. А. ПО-01

Ан д рее ва О. П. ПМ-01

Ба ра нов Н. П. ПМ-01

Бы ко ва Н. А. ПО-01

Вол ков В. В. ПМ-01

Эта ин фор ма ция пред став ля ет со бой не ко то рое от но ше ние R
1
, 

за дан ное на трех мно же ст вах — мно же ст ве фа ми лий, мно же ст ве 
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ини циа лов и мно же ст ве групп. Отношение R
1
 можно задать спис-

ком его элементов: 

R
1 

= {(Алек се ев, И. А., ПО-01), (Ан д рее ва, О. П., ПМ-01), …,
(Вол ков, В. В., ПМ-01)}.

Рас смот рим тер ми но ло гию, при ме няе мую при по строе нии 
по добных таб лиц дан ных. Эле мен ты от но ше ния, как (Алек се-
ев, И. А., ПО-01) и (Ан д рее ва, О. П., ПМ-01), со от вет ст вую щие 
стро кам таб ли цы, на зы ва ют ся  кор те жа ми. Мно же ст ва или облас ти 
дан ных, на ко то рых оп ре де ле но от но ше ние, та кие, как мно же ство 
фа ми лий, мно же ст во ини циа лов и мно же ст во групп, со от вет ст вую-
щие столб цам таб ли цы, на зы ва ют ся  до ме на ми. На име но ва ния 
столб цов таб ли цы на зы ва ют  ат ри бу та ми. От но ше нию при сваи-
ва ют имя, на при мер, СТУ ДЕНТ 1. Схе мой от но ше ния яв ля ет ся 
спи сок ат ри бу тов, на при мер, схе мой от но ше ния СТУ ДЕНТ 1 яв-
ля ет ся спи сок: (Фа ми лия, Ини циа лы, Груп па). Пред ста вим это 
от но ше ние на рис. 2.30.

Для из ме не ния со дер жи мо го та ких таб лиц в ба зах дан ных 
ис поль зу ют опе ра ции до бав ле ния, уда ле ния кор те жей и из ме не-
ния зна че ния ат ри бу тов. Это про стые опе ра ции по за пол не нию 
таб ли цы.

Рас смот рим тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции, при ме няе мые 
для пре об ра зо ва ния от но ше ний в ба зе дан ных, ис поль зуя тер ми ны 
ре ля ци он ной ал геб ры. От но ше ния, к ко то рым при ме ня ет ся опе ра-
ция, бу дем на зы вать от но ше ния ми-  опе ран да ми.

домены

Алексеев

Андреева

Баранов

Быкова

Волков

атрибуты

кортежи

СТУДЕНТ 1

И. А.

О. П.

Н. П.

Н. А.

В. В.

ПМL01
КНL01

Фамилия Инициалы Группа
Алексеев И. А. КНL01
Андреева О. П. ПМL01
Баранов Н. П. ПМL01
Быкова Н. А. КНL01
Волков В. В. ПМL01

Рис. 2.30. Отношение СТУДЕНТ 1
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Тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции 
реляционной ал геб ры

Объ е ди не ние от но ше ний. При вы пол не нии опе ра ции объ е ди-
не ния двух от но ше ний (∪) по лу ча ем от но ше ние, вклю чаю щее все 
 кор те жи, вхо дя щие хо тя бы в од но из от но ше ний- опе ран дов. 

 Пе ре се че ние от но ше ний. При вы пол не нии опе ра ции пе ре се че-
ния двух от но ше ний (∩) по лу ча ем от но ше ние, вклю чаю щее толь ко 
те кор те жи, ко то рые вхо дят в оба от но ше ния-опе ран да.

 Раз ность от но ше ний. От но ше ние, яв ляю щее ся раз но стью (\\) 
двух от но ше ний вклю ча ет все кор те жи, вхо дя щие в от но ше ние — 
пер вый опе ранд, та кие, что ни один из них не вхо дит в от но ше ние, 
яв ляю щее ся вто рым опе ран дом. 

Эти опе ра ции име ют смысл для от но ше ний, оп ре де лен ных на 
оди на ко вых  до ме нах. Рас смот рим от но ше ния СТУ ДЕНТ 1 и СТУ-
ДЕНТ 2 (рис. 2.31).

СТУ ДЕНТ 1

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Алек се ев И. А. КН-01

Ан д рее ва О. П. ПМ-01

Ба ра нов Н. П. ПМ-01

Бы ко ва Н. А. КН-01

Вол ков В. В. ПМ-01

СТУ ДЕНТ 2

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Алек се ев И. А. КН-01

Бы ко ва Н. А. КН-01

Дроз дов И. К. КН-01

Зай цев О. Н. ПМ-01

Куз не цо ва Е. В. КН-01

Рис. 2.31. От но ше ния СТУ ДЕНТ 1 и СТУ ДЕНТ 2

При ме нив опе ра ции ∩, ∪ и \ к от но ше ни ям СТУ ДЕНТ 1 и СТУ-
ДЕНТ 2, по лу чим сле дую щие ре зуль та ты (рис. 2.32):

СТУ ДЕНТ 1 ∩ СТУ ДЕНТ 2

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Алек се ев И. А. КН-01

Бы ко ва Н. А. КН-01
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ВСЕ СТУ ДЕН ТЫ = СТУ ДЕНТ 1 ∪ СТУ ДЕНТ 2

ВСЕ СТУ ДЕН ТЫ

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Алек се ев И. А. КН-01

Ан д рее ва О. П. ПМ-01

Ба ра нов Н. П. ПМ-01

Бы ко ва Н. А. КН-01

Вол ков В. В. ПМ-01

Дроз дов И. К. КН-01

Зай цев О. Н. ПМ-01

Куз не цо ва Е. В. КН-01

СТУ ДЕНТ 1 \ СТУ ДЕНТ 2

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па

Ан д рее ва О. П. ПМ-01

Ба ра нов Н. П. ПМ-01

Вол ков В. В. ПМ-01

Рис. 2.32. Ре зуль тат вы пол не ния опе ра ций ∩, ∪, \ 

Схе ма ти че ски вы пол не ние опе ра ций ∩, ∪, \ изо бра же но на 
рис. 2.33.

∩ ∪  \

Рис. 2.33. Схема выполнения операций ∩, ∪, \

Рас смот рим опе ра цию, ко то рая пред став ля ет со бой де кар то во 
или  пря мое про из ве де ние от но ше ний.

 Пря мое про из ве де ние от но ше ний. При вы пол не нии пря мо го 
про из ве де ния (×) двух от но ше ний по лу ча ем от но ше ние, мно же ст во 
 кор те жей ко то ро го яв ля ет ся де кар то вым про из ве де ни ем мно жеств 
кор те жей пер во го и вто ро го  опе ран дов. Рас смот рим от но ше ния СТУ-
ДЕНТ 1 (рис. 2.30) и КУРС (рис. 2.34). 
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КУРС

Уч. год Курс

2001–2002 1

2002–2003 2

Рис. 2.34. От но ше ние КУРС

Вы пол ним пря мое про из ве де ние от но ше ния СТУ ДЕНТ 1 на 
от но ше ние КУРС (рис. 2.35).

СТУ ДЕНТ 1 × КУРС

Фа ми лия Ини циа лы  Груп па Уч. год Курс

Алек се ев И. А. КН-01 2001–2002 1

Алек се ев И. А. КН-01 2002–2003 2

Ан д рее ва О. П. ПМ-01 2001–2002 1

Ан д рее ва О. П. ПМ-01 2002–2003 2

Ба ра нов Н. П. ПМ-01 2001–2002 1

Ба ра нов Н. П. ПМ-01 2002–2003 2

Бы ко ва Н. А. КН-01 2001–2002 1

Бы ко ва Н. А. КН-01 2002–2003 2

Вол ков В. В. ПМ-01 2001–2002 1

Вол ков В. В. ПМ-01 2002–2003 2

Рис. 2.35. Ре зуль тат вы пол не ния пря мо го про из ве де ния от но ше ний 
СТУ ДЕНТ 1 и КУРС

Схе ма ти че ски вы пол не ние опе ра ции × пред став ле но на 
рис. 2.36.
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Рис. 2.36. Схема выполнения операции 
прямого произведения отношений
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Те перь пе рей дем к рас смот ре нию спе ци аль ных опе ра ций, при-
ме няе мых в ба зах дан ных.

Спе ци аль ные опе ра ции ре ля ци он ной ал геб ры

Ог ра ни че ние от но ше ния. Ре зуль та том ог ра ни че ния (σ) 
от но ше ния по не ко то ро му ат ри бу ту или ат ри бу там σ яв ля ет ся 
от но ше ние, состоящее в точности из тех  кортежей, ко то рые удов-
ле тво ря ют ус ло вию σ.

Вы пол ним ог ра ни че ние от но ше ния ВСЕ СТУ ДЕН ТЫ (рис. 2.32) 
по  ат ри бу ту Груп па = КН-01. На зо вем ре зуль тат — СТУ ДЕНТ 
КН-01. В ре зуль та те по лу чим от но ше ние, со дер жа щее толь ко 
кор те жи, в ко то рых зна че ние ат ри бу та Груп па рав ня ет ся КН-01 
(рис. 2.37).

σ
 Груп па = КН-01 

(ВСЕ СТУ ДЕН ТЫ) = СТУ ДЕНТ КН-01
СТУ ДЕНТ КН-01

Фа ми лия Ини циа лы Груп па

Алек се ев И. А. КН-01

Бы ко ва Н. А. КН-01

Дроз дов И. К. КН-01

Куз не цо ва Е. В. КН-01

Рис. 2.37. Ог ра ни че ние σ по зна че нию КНL01 ат ри бу та Груп па 

 Про ек ция от но ше ния. При вы пол не нии про ек ции от но ше-
ния (π) на за дан ный на бор его ат ри бу тов от но ше ние-ре зуль тат 
по лу ча ет ся пу тем уда ле ния из от но ше ния- опе ран да ат ри бу тов, не 
ука зан ных в за дан ном на бо ре. 

Вы пол ним про ек цию от но ше ния СТУ ДЕНТ 1 КУРС по ат ри бу-
там Груп па, Уч. год, Курс (рис. 2.38).

π
Груп па, Уч. год, Курс

 (СТУ ДЕНТ 1 КУРС)

Груп па Уч. год Курс

КН-01 2001–2002 1

КН-01 2002–2003 2

ПМ-01 2001–2002 1

ПМ-01 2002–2003 2

Рис. 2.38. Про ек ция по ат ри бу там Груп па, Уч. год, Курс

Схе ма ти че ски вы пол не ние опе ра ции π пред став ле но на 
рис. 2.39.



68 Раздел 2

Ai Aj

Ai Aj

p(Ai, Aj)

Рис. 2.39. Схема выполнения операции проекции по A
i
, A

j

Ес те ст вен ное со еди не ние от но ше ний. При ес те ст вен ном со-
еди не нии двух от но ше ний (Ι><Ι) об ра зу ет ся ре зуль ти рую щее от но-
ше ние,  кор те жи ко то ро го яв ля ют ся со еди не ни ем кор те жей пер во го 
и вто ро го от но ше ний, ес ли зна че ние об щих  ат ри бу тов сов па да ет.

Схе ма ти че ски вы пол не ние опе ра ции Ι><Ι пред став ле но на 
рис. 2.40.

I><I

Рис. 2.40. Схема выполнения операции соединения отношений (Ι><Ι )

Рас смот рим от но ше ние НО МЕР (рис. 2.41).

НО МЕР

Фа ми лия Ини циа лы За чет ка № Студ №

Алек се ев И. А. 11197 784567

Ан д рее ва О. П. 11215 784565

Ба ра нов Н. П. 11213 784598

Бы ко ва Н. А. 11216 784588

Вол ков В. В. 11217 784599

Дроз дов И. К. 11193 784611

Зай цев О. Н. 11191 784601

Куз не цо ва Е. В. 11195 785587

Рис. 2.41. От но ше ние НО МЕР



69Отношения

Вы пол ним ес те ст вен ное со еди не ние от но ше ний СТУ ДЕНТ 
КН-01 и НО МЕР (рис. 2.42).

СТУ ДЕНТ КН-01 Ι><Ι НО МЕР

Фа ми лия Ини циа лы Груп па За чет ка № Студ №

Алек се ев И. А. КН-01 11197 784567

Бы ко ва Н. А. КН-01 11216 784588

Дроз дов И. К. КН-01 11193 784611

Куз не цо ва Е. В. КН-01 11195 785587

Рис. 2.42. Ес те ст вен ное со еди не ние СТУ ДЕНТ КН-01 и НО МЕР

 Де ле ние от но ше ний. Опе ра ция де ле ния от но ше ний (÷) про-
ис хо дит сле дую щим об ра зом. От но ше ние — де ли тель долж но 
иметь на бор  ат ри бу тов, вклю чен ный в на бор ат ри бу тов де ли мо го. 
Ре зуль ти рую щее от но ше ние со дер жит те ат ри бу ты де ли мо го, ко то-
рые не при сут ст ву ют в де ли те ле. Зна че ния этих ат ри бу тов бе рут-
ся из тех  корте жей де ли мо го, ко то рые вклю ча ют в се бя кор те жи 
де ли те ля.

Схе ма ти че ски вы пол не ние опе ра ции де ле ния от но ше ний пред-
став ле но на рис. 2.43.

÷

Рис. 2.43. Схема выполнения операции деления отношений (÷)

Вы пол ним про ек цию от но ше ния СТУ ДЕНТ КН-01 по ат ри бу-
там Фа ми лия, Ини циа лы (рис. 2.44).

ФА МИ ЛИЯ СТ КН_01 = π
Фа ми лия, Ини циа лы 

(СТУ ДЕНТ КН-01)

ФА МИ ЛИЯ СТ КН_01

Фа ми лия Ини циа лы

Алек се ев И. А.

Бы ко ва Н. А.

Дроз дов И. К.

Куз не цо ва Е. В.

Рис. 2.44. Про ек ция СТУ ДЕНТ КН-01 по ат ри бу там 
Фа ми лия, Ини циа лы
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Те перь про из ве дем де ле ние от но ше ния НО МЕР (рис. 2.41) на 
от но ше ние ФА МИ ЛИЯ СТ КНL01 (рис. 2.44), ис поль зуя схе му 
рис. 2.43.

В ре зуль та те де ле ния мы по лу чи ли таб ли цу но ме ров сту ден тов 
груп пы КН-01 (рис. 2.45).

НО МЕР ÷ ФА МИ ЛИЯ СТ КН_01 

За чет ка № Студ №

11197 784567

11216 784588

11193 784611

11195 785587

Рис. 2.45. Де ле ние НО МЕР на ФА МИ ЛИЯ СТ КНL01

Кро ме рас смот рен ных на ми опе ра ций ре ля ци он ной ал геб ры, 
в на бор опе ра ций ба зы дан ных обыч но вклю ча ет ся опе ра ция при-
сваи ва ния, по зво ляю щая со хра нить ре зуль та ты вы чис ле ния ал-
геб раи че ских вы ра же ний, опе ра ция пе ре име но ва ния  ат ри бу тов, 
даю щая воз мож ность кор рект но сфор ми ро вать за го ло вок (схе му) 
ре зуль ти рую ще го от но ше ния и дру гие по лез ные опе ра ции. 

 Вопросы

1. Что пред став ля ет со бой ре ля ци он ный ме тод по строе ния баз 
дан ных?

2. Что на зы ва ет ся кор те жем, ат ри бу том, до ме ном? При ве ди те 
при мер.

3. Пе ре чис ли те тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции, при ме няе мые 
при ра бо те с ре ля ци он ны ми ба за ми дан ных. Объ яс ни те прин цип 
их вы пол не ния.

4. Пе ре чис ли те спе ци аль ные ре ля ци он ные опе ра ции, ко то рые вам 
из вест ны. Объ яс ни те прин цип вы пол не ния ка ж дой из них. 

5. Как реа ли зо ва ны рас смот рен ные в этом раз де ле опе ра ции над 
от но ше ния ми в СУБД, с ко то рой вы ра бо тае те?

 Задания

 Вер нем ся к от но ше нию, ко то рое рас смат ри ва лось в п. 1 и было 
со став ле но для не ко то рой ди зай нер ской фир мы в г. Харь ко ве.
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Фир ма-про дук ция-1

На зва ние Го род Про дук ция

ЧПП «Orion» Одес са ме бель

ООО «День» Харь ков све тиль ни ки

ЧКП «Sit» Одес са ме бель

ЧКП «Sit» Одес са све тиль ни ки

ООО «House» Харь ков све тиль ни ки

ООО «House» Харь ков ма те риа лы для ре мон та

 До пус тим, су ще ст ву ет еще од но от но ше ние, со став лен ное не ко-
то рой фир мой в г. Кие ве.

Фир ма-про дук ция-2

На зва ние Го род Про дук ция

ООО «Днепр» Ки ев ма те риа лы для ре мон та

ЧКП «Virta» Ки ев сан тех ни ка

ЧКП «Virta» Ки ев плит ка

ЧПП «Orion» Одес са ме бель

ЧКП «Со фия» Ки ев сан тех ни ка

ЧКП «Со фия» Ки ев плит ка

ООО «День» Харь ков све тиль ни ки

1. Вы пол ни те опе ра ции объ е ди не ния, пе ре се че ния и раз но сти над 
от но ше ния ми Фир ма-про дук ция-1 и Фир ма-про дук ция-2. Ка кой 
смысл мо жет иметь при ме не ние этих опе ра ций? На зо ви те таб ли-
цу, по лу чен ную в ре зуль та те вы пол не ния опе ра ции объ е ди не ния, 
Фир ма-про дук ция-3.

2. Вы пол ни те со еди не ние от но ше ний Фир ма-про дук ция-3 и Фир-
ма-телефон. От но ше ние Фир ма-телефон сле дую щее:

Фир ма-телефон

На зва ние Телефон

ЧПП «Orion» 784-556, 784-557

ООО «День» 145-134

ЧКП «Sit» 356-777

ООО «House» 122-890, 126-713

ООО «Днепр» 555-78-12, 555-77-09

ЧКП «Virta» 233-77-77, 233-77-78

ЧКП «Со фия» 550-09-09

 На зо ви те от но ше ние, по лу чен ное в ре зуль та те опе ра ции со еди-
не ния Фир ма-про дук ция-телефон.
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3. Вы бе ри те два ва ри ан та вы пол не ния опе ра ции про ек ции от но ше-
ния Фир ма-про дук ция-телефон. По ка ким ат ри бу там вы про из-
во ди ли про ек ции?

4. Вы пол ни те ог ра ни че ние от но ше ния Фир ма-про дук ция-телефон 
по ус ло ви ям:

 а) Про дук ция = ме бель;
 б) Про дук ция = ма те риа лы для ре мон та, Го род = Харь ков;
 в) Го род = Одес са.
5. Как из ме ня ет ся чис ло кор те жей и (или) ат ри бу тов от но ше ния 

при вы пол не нии изу чен ных на ми опе ра ций. Рас смот ри те ка ж-
дую опе ра цию от дель но.



 Алгебраические 
структуры

раздел 3

3.1.  Алгебраические операции и их свойства
Унарная операция, бинарная операция, n-арная операция, 
операнд, записи infix, prefix, postfix, таблица Кэли, 
коммутативность, ассоциативность, дистрибутивность, 
единица, обратный элемент, операции сложения 
и умножения по модулю

Понятие алгебраической структуры включает в себя опре-
деленное множество объектов и операций над этими объектами. 
Поскольку практически в любой задаче обработки данных с помо-
щью компьютера выделяется множество самих данных и операции, 
которые применимы к этим данным, очевидно, что при этом форми-
руются определенные алгебраические структуры. Мы уже знакомы 
с алгебраическими структурами на множестве натуральных, целых 
и действительных чисел, на множествах и отношениях. Мы рассмот-
рим такие алгебраические структуры, как  полугруппы,  моноиды 
и группы, которые, в частности, используются для преобразований 
строк символов и участвуют в формировании более сложных струк-
тур — колец и полей. Эти понятия являются базовыми для общей 
и линейной алгебры, используются при работе с матрицами, при 
кодировании информации и обработке данных.

 Определение
Операцией на множестве S называется  функция f, которая 
является отображением вида Sn → S, n ∈ N, где Sn — декартово 
произведение S × S ×…× S, в которое S входит n раз.

В этом определении есть два важных момента. Во-первых, 
поскольку опе рация  является функцией, то результат применения 
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операции определен однозначно. Поэтому данный упорядоченный 
набор из n элементов множества S  функция ƒ переводит только 
в один эле мент из S. Во-вторых, операция замкнута на S в том 
смысле, что область определения и область значений операции 
лежат в Sn и S соответственно.

Говорят, что операция Sn → S имеет порядок n или является 
nLарной операцией. Чаще встречает ся ситуация, когда порядок ра-
вен 1 или 2. Операции вида S → S называют  унарными, а операции 
S2 → S называют бинарными.  Элементы упорядоченного набора 
из n элементов в области опре деления Sn называют  операндами. 
Операции обычно обозначают сим волами, называемыми  операто-

рами. В случае унарных операций обычно символ оператора ставят 
перед или над операндом. 

Примеры. Примерами унарных операций являются опера-
ции изменения знака (–) на множестве действительных чисел 
R: –2,678 – 56, операция возведения в степень (например, в квадрат) 
на множестве R: 562, 72. В алгебре множеств примером унарной 
операции является операция дополнения множества. Бинарны-
ми операциями на множестве действительных чисел R являются 
ариф метические операции — сложение, вычитание, умножение, 
деление (+, –, ∗, /). В алгебре множеств бинарными являются опе-
рации — объединение (∪), пересечение (∩), разность (\). 

Операции записывают одним из трех способов. В первом случае 
оператор ставится между операндами ( infix), во втором — перед 
операндами ( prefix) и в третьем — после операндов ( postfix). Рас-
смот рим три варианта записи бинарной операции арифметического 
выражения a + b.

 infix: а + b, 

prefix: +ab, 

postfix: аb+. 

В соответствии с большинством математических текстов 
мы будем использовать обозначение infix. Формы записи postfix 
и prefix имеют то преимущество, что не требуют скобок при опре-
делении порядка вычислений сложных выражений, и это делает 
их особенно удобными для автоматической обработки, они часто 
используются для представления выражений в памяти компьютера. 
Мы рассмотрим их более подробно на примере postfix. Алгоритм 
вычисления значения выражения, записанного в форме postfix, 
выглядит так: 
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1) При просмотре записи слева направо выполняется первая 
найденная операция, которой непосред ственно предшествует 
достаточное для нее количество  операн дов.

2) На место выполненной операции и использованных для этого опе-
рандов в строку записывается результат выполнения операции.

3) Возвращаемся к п.1.

Пример. Пусть имеется выражение, которое в стандартной 
привычной для нас  infix_форме выглядит так:

1 + 2 ∗ 3 + (4 + 5 ∗ (6 + 7)).

Результат перевода его в  postfix будет следующим:

123 ∗ + 4567 + ∗ + +.

Вычислим теперь значение выражения, используя приведен-
ный алгоритм:

1 2 3 ∗ + 4 5 6 7 + ∗ + + = 1 6 + 4 5 6 7 + ∗ + + =
= 7 4 5 6 7 + ∗ + + = 7 4 5 13 ∗ + + = 7 4 65 + + =

= 7 69 + = 76.

Аналогично записываются выражения с нечисловыми пере-
менными в алгебраической форме. Сле ду ющие пары выражений 
записаны в формах infix и postfix соот ветственно:

а) (a + b) ∗ c + d + e ∗ f + g, a b + с ∗ d + e f ∗ + g +;

б) a + (b ∗ (c + d) + e) ∗ f + g, a b c d + ∗ e + f ∗ + g +. 

Кроме стан дарт ных известных нам операций (например, +, –, ∗), 
существует много других. Мы будем использовать символы ⊗ и ⊕ 
для обозначения абстрактных бинарных операций. Иначе говоря, 
символы ⊗ и ⊕ используются в качестве пере менных для обозначения 
любых операций. Бинарные операции, определенные на конечных 
множествах, удобнее задавать при помощи таблиц. Таблица, зада-
ющая некоторую бинарную операцию ⊗ на некотором множе стве 
A, называется таблицей  Кэли, ее строки и столбцы нумеруются 
 элементами множества A, а элементом таблицы, стоящем на пере-
сечении строки a

i
 и столбца a

j
, является элемент a

k 
= a

i
 ⊗ a

j
.

Пример. Пусть операция ⊗ определена на множестве {а, b, с} 
при помощи таблицы.

⊗ a b c

a a a b

b b a c

c a b b
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Следовательно, a ⊗ b = a, b ⊗ b = a, c ⊗ b = b, …
Очевидно, что использование таблиц имеет большое значение, 

так как некоторые операции, с которыми приходится иметь дело 
в компьютерной математике, не пригодны для словесного задания.

Перечислим важные свойства, которыми могут обладать опе-
рации. 

 Определение
Пусть дано множество А, на котором определена некоторая 
бинарная операция ⊗. Если а ⊗ b = b ⊗ а для всех а, b ∈ А, то 
говорят, что бинарная операция ⊗ на множестве А облада ет 
свойством коммутативности.

Если (а ⊗ b) ⊗ с = а ⊗ (b ⊗ с) для всех а, b, c ∈ А, то гово рят, 
что бинарная операция ⊗ на множестве А обладает свойством 
ассоциативности.

Пусть на множестве А определены две бинарные опера-
ции ⊗ и ⊕. Если для всех а, b, с ∈ А а ⊗ (b ⊕ с) = (а ⊗ b) ⊕ 
⊕ (а ⊗ с), то говорят, что операция ⊗ обладает свойством 
дистри бутивности по отношению к операции ⊕.

Заметим, что в определении ассоциативности порядок  опе ран-
дов а, b и с сохранен (операция может быть некоммутативной) 
и использованы круглые скобки, чтобы указать порядок выполнения 
операций. Таким образом, выражение (a ⊗ b) ⊗ с требует, чтобы 
сначала вычислялось а ⊗ b и затем результат этого (скажем, х) 
участвовал в операции x ⊗ с в качестве первого операнда. Если 
операция ассоциативна, то порядок вычислений несуществен 
и, следовательно, скобки не требуются.

Пример. Обычная бинарная операция сложения (+) на мно жест-
ве дей ствительных чисел R коммутативна и ассоциативна, а опера-
ция вычитания (–) — некоммутативна и неассоциативна, т.е.

a + b = b + a, но a – b ≠ b – a;
(a + b) + c = a + (b + c), но (a – b) – c ≠ a – (b – c).

Кроме того, на множестве действительных чисел R умножение 
дистрибутивно по отношению к сложению, а сложение не дистри-
бутивно по отношению к умножению, т.е.

a ∗ (b + c) = a ∗ b + a ∗ c, (a + b) ∗ c = a ∗ c + b ∗ c,
но a + (b ∗ c) ≠ (a + b) ∗ (a + c).

Для решения уравнений относительно каждой операции во 
множествеLносителе алгебраической структуры выделяется осо-
бый элемент, называемый единичным элементом.
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 Определение
Если для бинарной операции ⊗ на множестве А существует 
элемент e ∈ А такой, что для всех а ∈ А 

e ⊗ а = а ⊗ e = а, 

тогда e называется единицей  по отношению к операции ⊗. 
Пусть ⊗ — операция на А с единицей e и элементы х, у ∈ A 
удовлетворяют равенствам

x ⊗ у = e = у ⊗ х. 

Тогда у называется  обратным элементом к x по отношению 
к операции ⊗, и x называется обратным элементом к y по 
отно шению к операции ⊗. 

Иногда различают левые и правые единицы (e
лев. 

⊗ а = а либо 
а ⊗ e

прав. 
= а для любого a ∈ A) и левые и правые обратные элементы, 

однако, в большинстве случаев единицы являются двусторонними, 
как в нашем определении. 

В случаях, когда бинарная операция считается аналогичной 
умножению (∗), единичный элемент обозначается 1, а обратный 
к элементу х элемент записывается в виде x–1. Когда бинарная опера-
ция считается аналогичной сложению (+), единичный элемент обо-
значается 0, а обратный к элементу х элемент записывается в виде 
–х. Обозначим обратный элемент к x как x′.

Приведем примеры единиц и обратных элементов. На мно-
жестве действительных чисел R правой единицей  по отношению 
к вычитанию и единицей по отношению к сложению является 0, 
так как

а – 0 = а, но 0 – а ≠ а, если а ≠ 0;

а + 0 = а и 0 + а = а для всех а. 

В алгебре множеств для операции объединения ∪ единичным 
элементом является пустое множество ∅, для операции пересече-
ния единицей является  универсальное множество U.

Для дальнейшего необходимо определить операции сложения 
и умножения по модулю n на множестве целых чисел. 

 Определение
Пусть n — произвольное натуральное число.  Сложением 

по модулю n целых чисел a и b называется алгебраи ческая 
операция, результатом которой является остаток от деления 
суммы a + b на n.  Умножением по модулю n чисел a и b 
называется алгебраическая операция, результатом ко торой 
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является остаток от деления произведения a ∗ b на n. Эти 
операции (обозначим их ⊕

n
, ⊗

n
) определены на множестве 

целых неотрицательных чисел Z
+
:

a ⊕
n
 b = с, так, что a + b = k ∗ n + c, 0 ≤ c < n; a, b, k ∈ Z

+

a ⊗
n
 b = d, так, что a ∗ b = f ∗ n + d, 0 ≤ d < n; a, b, f ∈ Z

+

Областью значений этих операций является множество 
целых неотрицательных чисел, меньших n, обозначим его Z

n
, 

Z
n 

= {0, 1, …, n – 1}.
Часто используется обозначение 

a + b ≡ c (mod n), 
a × b ≡ d (mod n)

для сложения и умножения по модулю n.

Пример. Приведем примеры сложения и умножения по мо-
дулю n.

2 ⊕
3
 2 = Ост (4/3) = 1, 2 ⊗

3
 2 = Ост (4/3) = 1,

2 ⊕
4
 2 = Ост (4/4) = 0, 2 ⊗

4
 2 = Ост (4/4) = 0,

7 ⊕
10

 8 = Ост (15/10) = 5, 7 ⊗
10

 8 = Ост (56/10) = 6,
7 ⊕

12
 8 = Ост (15/12) = 3, 7 ⊗

12
 8 = Ост (56/12) = 8.

 Вопросы
1. Дайте определение операции и приведите примеры операций, 

заданных на различных множествах.
2. Какие из перечисленных действий, заданных на множестве 

натуральных чисел N, можно назвать операциями:
 а) увеличение на 1;
 б) нахождение числа, кратного данному;
 в) сложение по модулю 5;
 г) нахождение числа, меньшего, чем данное;
 д) нахождение наибольшего общего делителя;
 е) нахождение числа, которое при делении на 7 дает в ос-

татке 6.
3. Что называется порядком операции? Приведите примеры унар-

ной, бинарной, n-арной операции.
4. Что называется оператором? Приведите пример.
5. Что представляют собой формы записи infix, prefix и postfix? 

Приведите примеры. Почему форма записи infix менее удобна 
для автоматической обработки?

6. Какие операции можно и удобно задавать с помощью таблиц. 
Почему? 

7. Дайте определение свойств ассоциативности, дистрибутивности 
и коммутативности операции. Приведите примеры.
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8. При выполнении какого условия элемент e называется единицей 
по отношению к некоторой операции ⊕?

9. Что такое обратный элемент к некоторому элементу x по отно-
шению к некоторой операции ⊕?

10.  Является ли существование единицы необходимым и (или) до-
статочным условием для существования обратных элементов?

 Задания
1. Определите, замкнуты ли данные операции относительно данных 

множеств. Заполните таблицу обозначениями «З» — замкнута 
или «Н» — не замкнута. 

x + y x ∗ y x – y |x – y| max(x, y) min(x, y) –x |x|

Z (целые числа) 

N (натуральные чис ла)

{x⎪0 ≤ x ≤ 10, x ∈ Z}

{x⎪–5 ≤ x ≤ 5, x ∈ Z}

{x⎪–10 ≤ x ≤ 0, x ∈ Z}

{2x⎪0 ≤ x ≤ 10, x ∈ Z}

2. Определите, обладают ли приведенные операции перечисленными 
свойствами. Заполните таблицу обозначениями «Да» — обладает 
и «Нет» — не обладает. Операции рассматриваются на множе с т-
ве действительных чисел.

x + y x ∗ y x – y |x – y| max(x, y) min(x, y)

Ассоциативна
Коммутативна
Имеет единицу

3. Опишите алгоритм, который определяет, ассоциативна бинарная 
операция или нет. Входным данным является таблица операции 
(операция задана на конечном множестве). 

4. Опишите алгоритм, который определяет, коммутативна бинарная 
операция ⊗ относительно ⊕ или нет. Входными данными явля-
ются таблицы операций ⊗ и ⊕ (операции заданы на конечном 
множестве). 

3.2. Понятие алгебраической структуры
Алгебраическая структура, подструктура, гомоморфизм, 
изоморфизм

 Определение
Алгебраической структурой (кратко — структурой) на-
зывается множество вместе с заданными операциями, опре-
деленными и замкнутыми на этом множестве. Это множество 
называется  носителем алгебраической структуры.
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Пример. Алгебраическая структура c операцией сложения на 
множестве N натуральных чисел обозначается (N, +).

Пример. Множество Z
7
 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} вместе с обычной 

операцией сложения (+) не будет являться алгебраической струк-
турой, поскольку результат выполнения операции может не при-
надлежать множеству Z

7
, напри мер, 6 + 3 = 9, 9 ∉ Z

7
. Но (Z

7
, ⊕

7
) 

является алгебраической структу рой, поскольку область значений 
операции ⊕

7
 лежит в Z

7
.

 Определение
Структура S′: (A′, ⊕′) является  подструктурой алгебраиче-
ской структуры S: (A, ⊕), если:
1. A′ ⊂ A.
2. ⊕′ и ⊕ операции одного порядка и  сужение операции ⊕ на 
подмножестве A′ совпадает с операцией ⊕′ (например, бинар-
ных операций a ⊕ b = a ⊕′ b для всех a, b ∈ A′).

Очевидно, что самой крупной подструктурой структуры S 
является сама структура S. В некоторых случаях других подструк-
тур может не быть.

Примеры. Пусть E — множество четных натуральных чисел, 
тогда (E, +) будет подструктурой структуры (N, +), где N — мно-
жество натуральных чисел.

Структура ({0, 1}, ∗) является подструктурой структуры (Z, ∗), 
где Z — множество целых чисел.

Отношения между алгебраическими структурами могут быть не 
только включающие (структура — подструктура). Возможны и дру-
гие отношения, позволяющие осуществлять переход от структуры 
к структуре, с потерей некоторой информации или без потери ин-
формации.

 Определение
Пусть заданы две структуры (А, ⊗), (C, ⊕) с операциями ⊗, 
⊕ одного порядка n. Отображение ϕ: А → С называется  гомо-

морфизмом из структуры (А, ⊗) в структуру (C, ⊕), если оно 
перестановочно с операциями в следующем смысле:

ϕ ⋅ ⊗ = ⊕ ⋅ ϕ,

где отображение ϕ: Аn → Сn действует по правилу

ϕ(a
1
, a

2
, …, a

n
) = (ϕ(a

1
), ϕ(a

2
), …, ϕ(a

n
)), ∀a

i
 ∈ A.

Для бинарных операций (n = 2), в частности,

ϕ(x ⊗ y) = ϕ(x) ⊕ ϕ(y) для любых x, y ∈ A.
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Графическое определение  гомоморфизма для случая бинарных 
операций поясняет рис. 3.1.

A × A A

C × C C

(x, y) x ⊗ y

⊕

⊗

(ϕ(x), ϕ(y))

ϕ

ϕ(x ⊗ y) =
= ϕ(x) ⊕ ϕ(y)

ϕ

Рис. 3.1. Гомоморфизм ϕ: ϕ (x ⊗ у) = ϕ (x) ⊕ ϕ(у)

Если упростить приведенную иллюстрацию, то получим ком-
мутативную диаграмму, которая связывает отдельные элементы 
множеств, изображенную на рис. 3.2.

(x, y) x ⊗ y

(ϕ(x), ϕ(y)) ϕ(x) ⊕ ϕ(y) = ϕ(x ⊗ y)

⊗

⊕

ϕϕ

Рис. 3.2. Связь между отдельными элементами множеств 
при гомоморфизме ϕ

Часто такие диаграммы изображают в еще более упрощенном 
виде, указывая только необходимые множества, как показано на 
рис. 3.3. 

A × A A

C × C C

⊗

⊕

ϕϕ

Рис. 3.3.  Коммутативная диаграмма, изображающая гомоморфизм ϕ

Подоб ные диаграммы часто используются для изображения 
связей между структурами, они называются коммутативными, 
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поскольку показывают возможность перехода к результату раз-
личными спо собами (по направлению стрелок). 

Пример. Пусть задано отображение θ: Z
+
 → Z

10
, переводящее 

любое целое неотрицательное число в остаток от деления этого 
числа на 10. Тогда

θ(20) = 0, θ(17) = 7,...

Если (Z
+
, +) и (Z

10
, ⊕

10
) структуры с операцией обычного сло-

жения +, определенной на Z
+
 и сложением по модулю 10 на Z

10
, 

то θ является  гомоморфизмом из первой структуры во вторую. 
Например,

θ(24 + 38) = θ(62) = 2, 

θ(24) ⊕
10

 θ(38) = 4 ⊕
10

 8 = 2.

Получение данного результата двумя разными способами можно 
проиллюстрировать  коммутативной диаграммой (рис. 3.4):

(24, 38) 62

(4, 8) 2

+

10⊕

θθ

Рис. 3.4.  Коммутативная диаграмма. Действие гомоморфизма θ 
из (Z

+
, +) в (Z

10
, ⊕

10
) для элементов 24 и 38 множества Z

В общем случае для  гомоморфизма θ: (Z
+
, +) → (Z

10
, ⊕

10
) ком-

мутативная диаграмма будет выглядеть так, как это изображено 
на рис. 3.5. 

Z2 Z

Z2
10 Z10

+

10⊕

θθ

Рис. 3.5. Коммутативная диаграмма действия гомоморфизма θ 
из (Z

+
, +) в (Z

10
, ⊕

10
)

 Определение
 Гомоморфизм, который является  биекцией, называют изо-

морфизмом. Если существует изоморфизм между двумя 
структурами, то говорят, что они  изоморфны друг другу.
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Таким образом, для любого изоморфизма ϕ существует обрат-
ное отображение ϕ–1, также взаимно однозначное. Если существует 
изоморфизм структуры S в структуру Q, то существует и изомор-
физм Q в S. 

Отношение изоморфизма — это отношение  эквивалентности 
на множестве алгебраических структур, поэтому изоморфизм 
разбивает множество всех алгебраических структур на  классы 
эквивалентности. Используя изоморфизм, можно осуществлять 
эквивалентные преобразова ния алгебраических структур. Если 
алгебраические структуры S и Q изоморфны, то элементы и опе-
рации Q можно переимено вать так, что Q совпадет с S. Любое 
соотношение в структуре S сохраняется в любой изоморфной ей 
структуре Q. Это позволяет, получив определенные соотношения 
в структуре S, автоматиче ски распространить их на все структуры, 
 изоморфные S. Поэтому алгебраические структуры часто рассмат-
риваются с точностью до изоморфизма, то есть рассматриваются 
 классы эквивалентности по отношению изоморфизма.

Пример. Рассмотрим способ измерения длины в дюймах 
и сантиметрах. Если добавить бинарную операцию сложения, то 
полу чим две структуры: (inch, +), (см, +). Определим изоморфизм γ: 
x (см) = 2,54 ∗ x (inch).

Как указано на диаграмме (рис. 3.6), мы можем провести вы-
числения (сложение) в дюймах, а затем перевести результат в сан-
тиметры, и также возможно сначала представить те же  операнды 
в сантиметрах и затем провести сложение. В обоих случаях будет 
получен один и тот же результат. Например, пусть необходимо оп-
ре делить длину d некоторого изделия, состоящего из частей a и b. 
Измерив части a и b в дюймах, получили, что a = 10′′, b = 15′′. 
Найдем d двумя способами:

d = 10′′ + 15′′ = 25′′, 2,54 ∗ 25′′ = 63,5 см;

d = 10′′ ∗ 2,54 + 15′′ ∗ 2,54 = 25,4 см + 38,1 см = 63,5 см.

(inch)2 (inch)

(см)2 (см)

+

+

γγ

Рис. 3.6. Изоморфизм γ из (inch, +) в (см, +) 
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Для этого примера  коммутативная диаграмма выглядит сле-
дующим образом (рис. 3.7):

(10′′,15′′) 25′′

(25,4 см, 38,1 см) 63,5 см

+

+

γγ

Рис. 3.7. Преобразование отдельных элементов 
при изоморфизме γ из (inch, +) в (см, +) 

Отображение является изоморфизмом, поскольку γ — од-
нозначное  соответствие и существует обратное отображение γ′: 
x (inch) = 0,39 ∗ x (см).

Приведем еще два примера изоморфизмов. 
Пример. Пусть Z — множество всех целых чисел, Z

2N
 — мно-

жество всех четных чисел. Алгебры (Z; +) и (Z
2N

; +) изоморфны. Изо-
морфизмом является отображение ϕ

2N
: n → 2n для всех n ∈ Z. 

Пример. Изоморфизмом между алгебраическими структурами 
(R

+
, ∗) и (R, +), где R

+
 — положительное  подмножество R и является 

отображением а → loga. Условие  гомоморфизма ϕ (x ⊗ у) = ϕ (x) ⊕ ϕ (у) 
в этом случае имеет вид log(a ∗ b) = loga + logb.

 Вопросы
1. Дайте определение алгебраической структуры.
2. Что называется подструктурой алгебраической структуры? 

Каким отношением связаны множестваLносители алгебраи-
ческой структуры и ее подструктуры? Приведите примеры 
под структур.

3. Дайте определение гомоморфизма и изоморфизма. Чем они от-
личаются?

4. С помощью чего осуществляется разбиение алгебраических 
структур на классы эквивалентности? 

5. Приведите примеры изоморфных алгебраических структур.
6. Приведите пример гомоморфизма, не являющегося изомор-

физмом. Объясните, почему выбранное вами отношение не 
изомор физм.

 Задания
1. Рассмотрим алгебраические структуры ({a, b, c, d}, ⊕) и ({a, b, c}, ⊗), 

где операции ⊕ и ⊗ заданы таблицами:
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⊕ a b c d

a a b c d

b b c d a

c c d a b

d d a b c

⊗ a b c
a a a c
b a b c
c c c b

Для каждой алгебраической структуры определить:
 а) коммутативна ли операция?

 б) ассоциативна ли операция?

 в) определите, существует ли единица для каждой операции, 
если существует, то какой это элемент?

 г) если единица существует, определите, какие элементы имеют 
обратные?

2. Определите алгебраическую структуру (S, ⊕), такую, что для лю-
бого подмножества T ⊂ S верно, что (T, ⊕) — подструктура струк-
туры (S, ⊕).

3. Определите, корректно ли задана алгебраическая структура. Если 
да, определите, коммутативна ли операция и, если возможно, 
найдите единицу и обратные элементы. Здесь N — множество 
натураль ных чисел, Z — множество целых чисел, R

+ 
— положи-

тельное подмножество множества действительных чисел.

 а) (N, ⊗); x ⊗ y = x – y;

 б) (Z, ⊗); x ⊗ y = x ∗ y – 1;

 в) (N, ⊗); x ⊗ y = max(x, y);

 г) (R
+
, ⊗); x ⊗ y = x/y.

4. Докажите, что 
 a) две алгебраические структуры не могут быть изоморфны, если 

множестваLносители этих структур имеют разные мощности;
 б) две алгебраические структуры могут не быть изоморфными, если 

множестваLносители этих алгебр имеют одинаковые мощности.

5. Пусть C — множество структур c одной бинарной операцией, 
С = {S

1
, S

2
, …}. Определим отношение ∼ на множестве C, такое, 

что S
i 
∼ S

j
 выполняется, если S

i 
и S

j
 изоморфны. Докажите, что ∼ 

является отношением эквивалентности на множестве C. 

3.3. Простейшие алгебраические структуры
Полугруппа, моноид, группа, абелева группа

Рассмотрим основные типы алгебраических структур, ко-
торые имеют только одну бинарную операцию. 
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 Определение
  Полугруппой называется алгебраическая структура с мно-
жествомLносителем A и бинарной операцией ⊗: A2 → A, ко-
торая удовлетворяет только свойству ассоциативности

x ⊗ (y ⊗ z) = (х ⊗ у) ⊗ z;  х, у, z ∈ A.

 Определение
 Моноидом называют алгебраическую структуру с мно-
жествомLносителем М и бинарной опера цией ⊗: M2 → M 
такой, что 
1. ⊗ ассоциативна:

x ⊗ (y ⊗ z) = (х ⊗ у) ⊗ z, для всех х, у, z ∈ M.

2. Существует e ∈ M — единица  по отношению к ⊗:

e ⊗ х = х = х ⊗ e для всех х ∈ М.

Таким образом, моноид — это полугруппа с единицей.
Полугруппы и моноиды используются при обработке строк 

символов. Рассмотрим пример.

Пример. При обработке строк символов вводится операция 
конкатенации — слияния строк. Обозначим ее •.  Конкатенация 
оп ределяется как α • β = αβ, где α и β — строки символов. Возь-
мем строки: «пар», «сам», «о», «воз», «ход», «лет». Применив 
операции конкатенации, получаем следующие строки:

«пар» • «о» = «паро»
«сам» • «о» = «само»
«паро» • «воз» = «паровоз»
«паро» • «ход» = «пароход»
«само» • «лет» = «самолет».

Очевидно, что эта операция ассоциативна, поскольку
(«пар» • «о») • «воз» = «пар» • («о» • «воз») = «паровоз» и т.д.

Следовательно (A+, •) является полугруппой, где A+ — множест во 
всевозможных строк, состоящих из букв русского алфавита. Если 
теперь мы обозначим через A* множество всевозможных строк, 
состоящих из букв русского алфавита и пустой строки ε, то полу-
чим структуру (A*, •), которая является моноидом с единичным 
элементом ε. Поскольку ε обозначает пустую строку, то можем 
записать ε = «».

«самолет» • «» = «» • «самолет» = «самолет» и т.д.
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 Определение
Группой называют множество G с бинарной операцией ⊗, 
замкнутой в G  такой, что
1. ⊗ ассоциативна:

x ⊗ (y ⊗ z) = (х ⊗ у) ⊗ z для всех х, у, z ∈ G.

2. Существует элемент e ∈ G — единица  по отношению к ⊗:

e ⊗ х = х ⊗ e = х для всех х ∈ G.

3. Каждому элементу x ∈ G соответствует обратный элемент 
x′ ∈ G по отношению к ⊗:

x′ ⊗ х = х ⊗ x′ = e для всех х ∈ G.

Из определения следует, что  группа — это  моноид, в котором 
все элементы обратимы.

Часто к словам «группа» и «моноид» приписывают термин 
«коммутативный». Это означает, что операция в рассматриваемой 
структуре удовлетворяет свойству коммутативности, т.е.

у ⊗ х = х ⊗ у для всех х, у ∈ М или G.

Коммутативная группа называется  абелевой группой (в честь 
норвежского математика Абеля).

Примеры. 1. Группой является множество действительных чи-
сел вместе с операцией сложения: (R, +), подгруппой этой группы 
явля ется (Z, +), где Z — множество целых чисел. Структура (K, +), 
где K — множество целых чисел, кратных k, k ∈ N, и является 
подгруп пой группы (Z, +). Для этих групп единицей является 0, 
обратный элемент получается с помощью применения унарной 
операции из менения знака «–». Перечисленные группы являются 
абелевыми группами, поскольку сложение коммутативно.

2. Структура (N, +), где N — множество натуральных чисел, не 
является группой, поскольку не существует обратных элементов 
и единицы. На самом деле (N, +) —   полугруппа.

3. Структуры (R, ∗), (Z, ∗) и (N, ∗) не являются группа ми, а яв-
ляются моноидами. Единичным элементом для операции умножения 
является 1. Обратные элементы существуют на мно жестве действи-
тельных чисел R для всех элементов, кроме 0: (не существует 0–1, 
такого, что 0 ∗ 0–1 = 1). Таким образом, операция умножения задает 
группу на множестве действительных чисел, кроме нуля (R\{0}, ∗). 
Положительное  подмножество множества действительных чисел 
с операцией умножения (R

+
, ∗) тоже явля ется группой —  подгруппой 
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группы (R\{0}, ∗). Умножение комму тативно, следовательно, эти 
группы являются абелевыми. 

4. Обозначим M
n 

(R) множество всех квадратных мат риц 
порядка n с элементами из множества действительных чисел. 
Структура (M

n
(R), +) — коммутативный  моноид с единицей — ну-

левой матрицей. Структура (M
n
(R), ∗) — некоммутативный моноид 

с единицей — единичной матрицей.
5. Структура (Z

n
, ⊕

n
) —  группа с единицей — 0 и  обрат ным 

элементом — x′ = n – x; (Z
n
, ⊗

n
) — моноид с единицей — 1.

Для решения уравнений необходимо существование и единствен-
ность единиц и обратных элементов. Докажем эти утверждения.

Утверждение 1. Пусть ⊗ — операция на множестве А и сущест-
вует единица e  по отношению к ⊗, тогда единичный элемент 

единственный.
Доказательство. Пусть e и e′ — две единицы по отношению 

к ⊗. Тогда для любых a, b ∈ A верно a = e′ ⊗ а, b = b ⊗ e. Подставляя 
a = e, b = e′, получаем e = e′ ⊗ e = e′.

Утверждение 2. Пусть ⊗ — ассоциативная операция на мно-
жестве А и e — единица по отношению к ⊗. Тогда, если х ∈ А и х 
имеет обратный элемент, то обратный элемент единственный 

по отношению к ⊗.
Доказательство. Допустим, что х′ и x′′ — обратные элементы 

к х, так что

х ⊗ х′ = х′ ⊗ х = e и х ⊗ х′′ = х′′ ⊗ х = e,
тогда

х′ = х′ ⊗ e = х′ ⊗ (х ⊗ х′′) = (х′ ⊗ х) ⊗ х′′ = e ⊗ x′′ = x′′.
Внутри группы (G, ⊗) можно решить уравнение а ⊗ х = b.
К равенству а ⊗ х = b применяем слева а′ — обратный к a эле-

мент и последовательно получаем:

а′ ⊗ (а ⊗ x) = a′ ⊗ b, 

(а′ ⊗ а) ⊗ х = а′ ⊗ b (⊗ ассоциативна), 

e ⊗ х = а′ ⊗ b (свойство обратных элементов), 

х = а′ ⊗ b (свойство единицы); х — решение.

Существование единицы и обратных элементов относительно 
некоторой операции накладывает существенное ограничение на 
вид таблицы Кэли для этой операции. Рассмотрим группу (Z

7
, ⊕

7
). 

 Таблица Кэли (см. п. 3.1) для операции ⊕
7
 выглядит следующим 

образом.
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⊕
7

0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5

Единицей относительно операции ⊕
7
 является 0. Таблица сим-

метрична относительно диагонали — это условие определяет  ком-
мутативность операции. Заметим, что каждый столбец таблицы 
содержит все элементы группы.

Утверждение 3. Любой столбец таблицы  Кэли для операции 
конечной группы содержит все элементы группы. 

Доказательство. Рассмотрим некоторую группу (G, ⊗), G — ко-
нечное множество. Предположим, что некоторый столбец a

i
 таб-

лицы Кэли для операции ⊗ не содержит какого-нибудь элемента 
множества G. Тогда какойLто другой элемент a

j
 в этом столбце 

должен встретиться дважды, скажем, в k-ой и i-ой строках. Но 
тог да a

k
 ⊗ a

i
 = a

j
, a

l 
⊗ a

i 
= a

j
 и следовательно,

a
k 
⊗ a

i 
= a

l 
⊗ a

i
, 

a
k 
⊗ a

i 
⊗ a

i
′ = a

l 
⊗ a

i 
⊗ a

i
′ 

(умножаем обе части равенства на a
i
′),

a
k 
⊗ e = a

l 
⊗ e, 

(a
i 
⊗ a

i
′ = e по определению обратного элемента),

a
k 

= a
l
 (a

i 
⊗ e = a

i
 по определению единицы).

Получаем a
k 

= a
i
, что невозможно, так как здесь a

k
, a

i
 — эле-

менты группы, задающие разные строки таблицы. Таким образом, 
i-й столбец таблицы Кэли является перестановкой на множестве 
элементов группы.

 Вопросы
1. Дайте определение полугруппы, моноида и группы.
2. Приведите примеры полугруппы, не являющейся моноидом, 

и моноида, не являющегося группой.
3. Приведите примеры группы.
4. Какая группа называется абелевой? Приведите пример.
5. Какие свойства элементов группы делают возможным решение 

уравнений внутри группы?
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6. Какими свойствами обладает таблица Кэли для конечной 
группы?

7. Какими свойствами обладает операция абелевой группы?

 Задания
1. Докажите, что в группе (G, ⊗) для всех a, b, c ∈ G выполняется:
 а) если a ⊗ b = a ⊗ c, то b = c, и, если b ⊗ a = c ⊗ a, то b = c;
 б) (a′)′ = a — обратный элемент к обратному элементу к a ра-

вен a.
2. Постройте таблицу Кэли для группы (Z

5
, ⊕

5
). Для каждого эле-

мента определите обратный.
3. Постройте группу с бинарной операцией max, результатом вы-

полнения которой является наибольший из двух операндов.
4. Пусть множество E = {0, –2, 2, –4, 4, …}. Покажите, что (E, +) — 

подгруппа группы (Z, +).
5. Пусть задана алгебраическая структура (T, ⊗), где операция ⊗ 

ассо циативна. Пусть существует элемент 0 ∈ T, такой, что для 
любого x ∈ T верно 0 ⊗ x = x ⊗ 0 = 0. Покажите, что (T, ⊗) не 
может быть группой, за исключением случая T = {0}.

6. Пусть некоторый компьютер использует регистры по k бит для 
представления неотрицательных целых чисел. Единственная 
выполняемая операция — сложение. Какую алгебраическую 
структуру представляет собой данный компьютер, если:

 а) при возникновении переполнения значение старшего бита 
теряется;

 б) при возникновении переполнения результатом является наи-
большее из представимых чисел.

 Какова мощность множестваLносителя этой алгебраической 
структуры?

7. Составьте алгоритм проверки. Является ли структура (A, ⊗) груп-
пой, полугруппой или моноидом. Входными данными являются 
элементы таблицы Кэли операции ⊗.

8. Составьте алгоритм нахождения обратного элемента к a и решения 
уравнения a ⊗ x = b относительно x в группе (G, ⊗). Входными 
данными являются элементы таблицы Кэли операции ⊗.

3.4. Кольца и поля
В этом разделе рассматриваются алгебраические структу-

ры с двумя бинарными операциями ⊗ и ⊕. Опе рацию ⊗ называ-
ют умножением, а операцию ⊕ — сложением. Для ⊗ единичный 
элемент обозначается 1, а обратный к элементу х относительно ⊗ 
записывается в виде x–1. Для ⊕ единичный элемент обознача ется 0, 
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а обратный к элементу х относительно ⊕ записывается в виде –х. 
Понятно, что для различных структур эти операции определяются 
по-разному, хотя часто называются одинаково. Например, умно-
жение матриц, умножение целых чисел, логическое умножение 
и т.д. Рассмотрим вначале структуры, называемые кольцами. Мно-
гие математические конструкции, которые естественно возникают 
в линейной алгебре (особенно в теории матриц), являются кольцами 
или содержат кольца как подструктуры. 

 Определение
 Кольцом (R, ⊕, ⊗) называется множество R с определенными 
на нем бинарными операциями ⊕ и ⊗, такими, что
1. ⊕ ассоциативна:

x ⊕ (y ⊕ z) = (х ⊕ у) ⊕ z для всех х, у, z ∈ R.

2. ⊕ коммутативна:
x ⊕ y = у ⊕ x для всех х, у ∈ R.

3. ⊕ имеет единицу, которая называется нулем и обознача-
ется 0:

0 ⊕ х = х для всех х ∈ R.

4. Существует обратный элемент относительно ⊕ для каждо-
го х ∈ R:

(–x) ⊕ х = х ⊕ (–x) = 0 для всех х ∈ R.

5. ⊗ ассоциативна:
x ⊗ (y ⊗ z) = (х ⊗ у) ⊗z для всех х, у, z ∈ R.

6. ⊗ дистрибутивна по отношению к ⊕ слева и справа:
x ⊗ (у ⊕ z) = (х ⊗ у) ⊕ (х ⊗ z), 

(х ⊕ у) ⊗ z = (х ⊗ z) ⊕ (у ⊗ z) для всех х, у, z ∈ R.

Другими словами, если (R, ⊕) —  абелева  группа, (R, ⊗) —  по-
лугруппа и ⊗ дистрибутивна по ⊕, то (R, ⊕, ⊗) —  кольцо.

Будем говорить, что кольцо коммутативно, если умножение 
⊗ коммутативно, и является  кольцом с единицей, если существует 
единица относительно умножения. Кольцо с единицей называется 
алгеброй. Как обычно, ее обозначают символом 1. Легко показать, 
что в кольце (R, ⊕, ⊗) для любых a, b ∈ R выполняются соотно-
шения

0 ⊗ а = a ⊗ 0 = 0,

a ⊗ (–b) = (–a) ⊗ b = –(a ⊗ b), 

(–а) ⊗ (–b) = а ⊗ b.
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В кольце (R, ⊕, ⊗) фактически присутствует некоммутатив-

ная бинарная операция вычитания « », определяемая по правилу 
a  b = a ⊕ (–b). Она является правой обратной относительно сло-
жения в том смысле, что (a ⊕ b)  b = a. Дествительно,

(a ⊕ b)  b = (a ⊕ b) ⊕ (–b) = a ⊕ b ⊕ (–b) = a ⊕ 0 = a.

 Определение
 Поле (R, ⊕, ⊗) — это  коммутативное   кольцо с едини цей 1 
(отличной от 0), в котором каждый элемент a (отличный от 0) 
обратим по умножению. 

Поле можно определить как объединение двух абелевых групп, 
связанных одним законом дистрибутивности.

Пример. Рассмотрим алгебраическую структуру (Z
n
, ⊕

n
, ⊗

n
) 

(см. разделы 3.2, 3.3). Для случая n = 6 таблицы  Кэли операций 
⊕

6
 и ⊗

6
 выглядят следую щим образом.

⊕
6

0 1 2 3 4 5 ⊗
6

0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4

3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3

4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2

5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1

В Z
6
 существует 4 случая, когда произведение двух ненулевых 

элементов может давать нуль, а именно: (2, 3), (3, 4), (3, 2), (4, 3), сле-
довательно (Z

6
, ⊕

6
, ⊗

6
) не является полем. Таким образом, (Z

n
, ⊕

n
, ⊗

n
) 

является  коммутативным кольцом с единицей при любом n ∈ N. 
Если р — простое число, то алгебра (Z

p
, ⊕

p
, ⊗

p
) является полем. 

Пример. (R, ∗, +) — множество действительных чисел со 
стандартными операциями умножения и сложения является полем 
и состоит из абелевых групп (R, +), (R\{0}, ∗), операции в которых 
связаны соответствующим законом дистрибутивности. 

Структуру (R, ∗, +) называют полем действительных чисел.

 Вопросы
1. Какими свойствами обладают операции кольца?
2. Дайте определение кольца, используя понятия группы и полу-

группы.
3. Выполнение каких соотношений можно доказать, используя 

свойства операций кольца?
4. Какими свойствами обладают операции поля?
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5. Чем поле отличается от кольца?
6. Дайте определение поля, используя понятие группы.

 Задания
1. Докажите, что в поле (F, ⊕, ⊗) выполняются соотношения:
 a) –a = a ⊗ (–1);
 б) –(a + b) = (–a) + (–b);
 в) –(–а) = а;
 г) если a ≠ 0, то (a–1)–1 = a;
 д) (–a) ⊗ (–b) = a ⊗ b;
 е) a ⊗ b = 0 ⇒ a = 0 или b = 0.
2. Покажите, что алгебраическая структура (Z

p
, ⊕

p
, ⊗

p
) является 

полем, если р — простое число. Приведите пример. 
3. Постройте подструктуры поля действительных чисел, являю-

щиеся полями, кольцами.
4. Докажите двустороннюю дистрибутивность умножения ⊗ отно-

сительно вычитания  в кольце (R, ⊕, ⊗):
 a × (b  c) = (a ⊗ b)  (a ⊗ c);
 (b  c) ⊗ a = (b ⊗ a)  (c ⊗ a).

3.5. Решетки
Верхняя и нижняя грань в частично упорядоченном множестве, 
решетка, полная решетка, единица и нуль решетки

 Рассмотрим алгебраическую структуру (M, ≤) с мно же-
ствомLносителем M и  бинарным отношением R  частичного по-

рядка, которые будем обозначать ≤. Напомним, что два элемента 
a, b ∈ M могут быть сравнимыми по отношению ≤, или несравни-

мыми (п. 2.4).

 Определение
Верхней гранью для пары элементов a, b ∈ М называется 
элемент с

i 
∈ М, такой, что а ≤ с

i
, b ≤ с

i
. Нижней гранью для 

пары элементов a, b ∈ М называется элемент d
i 
∈ М, такой, 

что d
i 
≤ а, d

i 
≤ b.

Наименьшей верхней гранью для пары элементов a, b ∈ М 
называется элемент с ∈ М, наименьший из всех верхних гра-
ней для a, b. Это означает, что для любого с

i 
∈ М, такого, что 

с
i 
≠ с, а ≤ с

i
, b ≤ с

i
, выполняется с ≤ c

i
. Наибольшей нижней 

гранью для элементов a, b ∈ М называется элемент d ∈ М 
наибольший из всех верхних граней для a, b. Это оз начает, 
что для любого d

i 
∈ М, отличного от d и такого, что d

i 
≠ d, 

d
i
 ≤ а, d

i 
≤ b, выполняется d

i 
≤ d.
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 Определение
 Частично упорядоченное множество — алгебраическая 
структура (A, ≤), в котором каждая пара элементов имеет 
наименьшую верхнюю и наибольшую ниж нюю грани, назы-
вается решеткой.

Определив в решетке (A, ≤) бинарные операции ∧ и ∨, где 
∧ — на хождение наибольшей нижней грани и ∨ — нахождение 
наимень шей верхней грани, получим алгебраическую структуру 
решетки с двумя бинарными операциями: (A, ∧, ∨). 

Структуру конечных частично упорядоченных множеств мож-
но изобразить при помощи диаграмм Хассе, в которых элементы 
изобража ются точками, расположенными на разных горизонталях, 
причем бо′льшие элементы соединяются с непосредственно меньшими 
с помощью опускающихся линий. В результате элемент a оказывает-
ся больше элемента b тогда и только тогда, когда на диаграмме можно 
перейти от a к b по опускающимся вниз ли ниям. Такая диаграмма 
является подграфом графа бинарного отноше ния ≥ 0, обратного к ≤, 
причем в этом подграфе не указаны направления дуг, поскольку 
известно, что для каждой линии подразумевается направление 
сверхуLвниз (сравнить рис. 2.15 и 2.16).

Пример. Рассмотрим множество B
n
 двоичных векторов дли-

ны n, частично упорядоченное следующим образом: v ≤ w, если 
 в векторе w единицы стоят на всех тех местах, на которых они сто-
ят в v (и, возможно, еще на некоторых). Например, (010) ≤ (011), 
а (010) и (100) несравнимы. Изобразим  граф отношения порядка ≥ 
и диаграмму для случая n = 3 (рис. 3.8).

111

110101

100

011

010001

000

101

011
010

111 110

001 000

100

Рис. 3.8. Граф отношение порядка ≥
и диаграмма для множества двоичных векторов В

3
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Множество B
n
 и введенный на нем частичный порядок ≤ обра зу-

ет решет ку; в ней наименьшая верхняя грань v ∨ w — это вектор, 
в кото ром единицы стоят на тех и только тех местах, где единицы 
есть либо в v, либо в w, а наибольшая нижняя грань v ∧ w — это 
вектор, в котором единицы стоят на тех и только тех местах, где 
есть еди ницы одновременно и в v и в w. Например, (010) ∨ (100) =
= (110), (010) ∧ (100) = (000). 

Таким образом, v ∨ w на диаграмме определяется как ближай-
шая вершина, которая находится над v и w и из которой есть путь 
вниз и в v и в w. Однако, если есть путь из v вниз к w, то v ∨ w 
будет равно v. Аналогично, v ∧ w на диаграмме определяется как 
ближайшая вершина, которая находится под v и w и в которую 
есть путь вниз и из v и из w. Однако, если есть путь из v вниз в w, 
то v ∧ w будет равно w.

Не всякая алгебраическая структура, задаваемая диаграммой 
Хассе, является решеткой.

a

b c

d

e

g a) б)

f

a b

d e

f

Рис. 3.9. Диаграммы, определяющие отношения  частичного порядка

На рис. 3.9,а изображена структура, являющаяся решеткой, 
так как в ней каждая пара элементов имеет наименьшую верхнюю 
и наибольшую нижнюю грани. Для этой решетки справедливы вы-
ражения: b ∧ c = d, d ∧ a = d, e ∨ g = e, e ∨ f = a.

Структура, диаграмма которой представлена на рис. 3.9,б, 
не является решеткой, поскольку па ра элементов (a, b) не имеет 
верхней грани. Кроме того, пара (a, b) имеет три нижние грани — f, 
d и e, но из них невозможно выбрать единственную наибольшую, 
поскольку d и e несравнимы. Таким образом, пара элементов (a, b) 
не имеет наибольшей нижней грани.

Несложно показать, что ∧ и ∨ ассоциативны и коммутативны, 
поэтому можно рассматривать применение этих операций для лю-
бого конечного подмножества элементов решетки. 
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 Определение
 Решетка, в которой наибольшая нижняя грань и наимень-
шая верхняя грань существуют для любого подмножества ее 
эле ментов, называется  полной. Ввиду ассоциативности опе-
раций ∧ и ∨ конечная решетка всегда полна. Наименьшая 
верхняя грань 1 для всех элементов полной решетки — это 
максималь ный элемент решетки, называемый единицей 

решетки. Наибольшая нижняя грань 0 для всех элементов 
полной решетки — это минимальный элемент решетки или 
 нуль решетки.

Нуль и  единица решетки единственны, поскольку наимень шая 
верхняя грани и наибольшая нижняя грань единственны.

В решетках (A, ∧,∨) выполняются следующие свойства опера-
ций ∨, ∧ для любых a, b ∈ A:

1. Операции ∧, ∨ коммутативны:

a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a.

2. Операции ∧, ∨ ассоциативны:

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c), (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c).

3. Операции ∧, ∨ идемпотентны:

a ∧ a = a, a ∨ a = a.

4. Выполняются законы   поглощения:

a ∧ (a ∨ b) = a, a ∨ (a ∧ b) = a.

Выполнение этих свойств достаточно, чтобы структура (A, ∧, 
∨) являлась решеткой. Если в решетке присутствуют нуль решетки 
и  единица решетки, то для них выполняются следующие свойства:

Для любого a ∈ A верно a ∨ 0 = a, a ∧ 1 = a, a ∧ 0 = 0, 
a ∨ 1 = 1.

Решетка с нулем 0 и единицей 1 называется  решеткой с до-

полнением, если для каждого ее элемента a есть обратный элемент 
¬a по отношению к обеим операциям ∧ и ∨: для любого a ∈ A спра-
ведливо a ∨ (¬a) = 1, a ∧ (¬a) = 0.

Операция нахождения обратного элемента удовлетворяет тож-
деству: ¬ (¬a) = a для любого a ∈ A.

Решетка называется дистрибутивной, если операции ∧ и ∨ 
дистрибутивны друг относительно друга:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).
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 Определение
 Дистрибутивная решетка с дополнением называется  буле-

вой решеткой или булевой алгеброй (A, ∧, ∨, ¬, 0, 1), где 
¬ — унар ная операция нахождения обратного элемента, 0, 
1 — нуль и  единица решетки.

Можно доказать, что в булевой алгебре выполняются следую-
щие тождества, называемые законами  де Моргана:

¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b, ¬(a ∧ b) = ¬a ∨¬b для любых a, b ∈ A.

Приведем еще несколько примеров решеток.
Пример. Любое  полностью упорядоченное множество 

(см. п. 2.4), в котором для каждой пары элементов (a, b) существу-
ет максимальный из двух элемент max(a, b) и минимальный из 
двух элемент min(a, b), является решеткой, в которой для любых 
a, b ∈ М верно a ∨ b = max(a, b), a ∧ b = min(a, b). Такая решетка 
не является булевой, поскольку в ней нет обратных элементов.

Пример. Определим на множестве натуральных чисел N 
отношение  частичного порядка следующим образом: a ≤ b, если 
а делит b. Тогда a ∨ b — наименьшее общее кратное а и b, a ∧ b — 
наибольший общий делитель a, b. Например, 9 ∨ 15 = 45, 9 ∧ 15 = 
= 3, 5 ∧ 9 = 1, 5 ∨ 9 = 45. Определенная таким образом структура 
(N, ∨, ∧) является решеткой, нуль которой есть число 1. Данная 
решетка не является булевой, она не имеет единицы решетки, то 
есть такого элемента, кото рый был бы наименьшим общим кратным 
для всех пар чисел из N.

Пример. Система всех подмножеств {M
i
} любого конечного мно-

жества X частично упорядочена по включению, т.е. M
i 
≤ M

j
, если 

и только если M
i 
⊆ M

j
. Эта система является решеткой, элемента ми 

которой являются множества M
i
, а операциями ∨, ∧ — обычные 

теоретико-множественные операции объединения и пересечения: 
∪, ∩. Эта решетка всегда полна. Единицей этой решетки являет-
ся само множество X, нулем — пустое множество. Такая решетка 
является булевой алгеброй.

Заметим, что алгебраический формализм решеток применяет-
ся в теории графов и в программировании, в частности, в языках 
программирования и анализе типов данных.

 Вопросы
1. Дайте определение решетки. Определите наименьшую верхнюю 

и наибольшую нижнюю грань двух элементов частично упорядо-
ченного множества.
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2. Определите бинарные операции ∧ и ∨.
3. Каким образом строение конечных частично упорядоченных 

множеств можно изображать с помощью диаграмм?
4. Приведите примеры диаграмм, изображающих структуры, являю-

щиеся решетками, и структуры, не являющиеся решетками.
5. В каких случаях конечное упорядоченное множество не является 

решеткой?
6. Какие элементы называются нулем и единицей решетки?
7. Приведите примеры решеток.

 Задания
1. Определите, являются ли решетками частично упорядоченные 

множества, изображенные следующими диаграммами:

g

f

d

e

b

c

a

h

f g

d e

b c

a

i

h

f g

d e

b c

a

а) б) в)

2. Определите, являются ли решетками алгебраические структуры 
в виде следующих частично упоря доченных множеств:

 а) (A = {1, 3, 6, 9, 12}, отношение порядка — «делитель»). 
Отношение «делитель»обозна чим «|» (например: 3 |6, 6 ⁄| 9);

 б) (А = {1, 5, 25, 125}, отношение порядка –|);
 в) (Z — множество целых чисел, отношение порядка — ≤);
 г) (2A, отношение порядка ⊆), где A = {a, b, c};
 д) (2Z, ⊆).
3. Докажите, что любое непустое конечное подмножество решет-

ки имеет наименьшую верхнюю и наибольшую нижнюю грань 
(гранями могут быть элементы решетки, не принадлежащие 
этому подмно жеству).

4. Какие из следующих пар элементов являются сравнимыми 
в частично упорядоченном множестве целых положительных 
чисел Z+ по отношению «делитель» — (Z+, |):

 а) 5, 15;
 б) 6, 9;
 в) 8, 16;
 г) 7, 7.



Булевы функции
и преобразования

раздел 4

4.1. Бу ле вы пе ре мен ные и функ ции
Двоичные интерпретации, существенные и фиктивные 
переменные

Для пред став ле ния ин фор ма ции в ком пь ю те рах исполь-
зу ет ся дво ич ная сис те ма счис ле ния. Та ким об ра зом, все опе ра-
ции, ко то рые вы пол ня ет ком пь ю тер, про из во дят ся на мно же ст-
ве {0, 1}. Эти пре об ра зо ва ния удоб но фор маль но пред став лять 
с по мо щью ап па ра та дво ич ной ло ги ки, ко то рый был раз ра бо тан 
Джорд жем Бу лем в се ре ди не XIX ве ка. Эта ал геб раи че ская 
струк ту ра явля ет ся ал геб рой и по лу чи ла на зва ние бу ле вой 
(п. 3.5).  Бу ле ва  ал геб ра ис поль зу ет ся при ре ше нии раз лич ных 
за дач об ра бот ки ин фор ма ции, при ра бо те с ба за ми дан ных, 
в ло ги че ском про грам ми ро ва нии, при про ек ти ро ва нии ин тел-
лек ту аль ных сис тем, для кон ст руи ро ва ния и ана ли за ра бо ты 
ком пь ю те ров и дру гих элек трон ных уст ройств. В дан ной гла ве 
рас смат ри вают ся ос нов ные свой ст ва бу ле вых функций с аргу-
ментами из мно же ст ва {0, 1} и спо со бы пред став ле ния бу ле вых 
функ ций в ви де вы ра же ний бу ле вой ал геб ры.  Бу ле ва  функ ция 
мо жет иметь боль шое ко ли че ст во пе ре мен ных и зна ков опе ра-
ций, в то вре мя, как мо жет су ще ст во вать дру гое, эк ви ва лент ное 
пред став ле ние дан ной функ ции, имею щее мень шее ко ли че ст во 
пе ре мен ных и опе ра ций. В разделах гла вы опи сываются ме то ды 
по лу че ния вы ра же ний с минималь ным ко ли че ст вом пе ре мен ных 
и зна ков опе ра ций.

Рас смот рим двух эле мент ное мно же ст во B, эле мен ты ко то ро го 
бу дем обо зна чать че рез 0 и 1: B = {0, 1}.
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 Определение
Пе ре мен ные, ко то рые мо гут при ни мать зна че ния толь ко 
из мно же ст ва B, на зы ва ют ся  ло ги че ски ми или бу ле вы ми 

пе ре мен ны ми. Сами значения 0 и 1 булевых переменных 
называются булевыми   константами.

В язы ках про грам ми ро ва ния для ра бо ты с та ки ми пе ре мен ны-
ми, как пра ви ло, вво дит ся спе ци аль ный ло ги че ский (бу лев ский) 
тип (на при мер, в язы ках Pas cal и Java — boo lean, в C++ — bool). 
Пе ре мен ная это го ти па при ни ма ет два зна че ния: true и false. 

 Определение
 Функ ция ви да y = f(x

1
, x

2
, ..., x

n
), ар гу мен ты x

i
 и зна че ния y 

ко то рой принадлежат мно же ст ву B, на зы ва ет ся n-ме ст ной 
 бу ле вой функ ци ей. Та кие функ ции так же на зы ва ют   ло ги че-

ски ми или пе ре клю ча тель ны ми функ ция ми. 

 Определение
 Кортеж (x

1
, x

2
, …, x

n
) конкретных значений булевых перемен-

ных называется  двоичным словом (n-словом) или булевым 

 набором длины n. Для булевой функции y = f(x
1
, x

2
, …, x

n
) 

конкретное (индивидуальное) значение булевого набора 
(x

1
, x

2
, …, x

n
) называется также  интерпретацией булевой 

функции f. Множество всех двоичных слов, обозначаемое 
через Bn, называется n3мерным  булевым кубом и содержит 
2n элементовLслов: |Bn| = 2n.

Действительно, для n = 1 есть всего 21 = 2 слова — (0) и (1), 
а за счет увеличения длины слова на один символ количество слов 
увеличивается в два раза, так как дополнительный символ может 
принимать два значения — 0 или 1. Для наглядности изобразим 
в одной строке наборы булевых переменных возрастающей длины, 
во второй строке — количества различных наборов соответствую-
щей длины:

(x
1
), (x

1
, x

2
), (x

1
, x

2
, x

3
), …, (x

1
, x

2
, ..., x

n
);

  2, 2 ⋅ 2, 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 23, …, 2 ⋅ 2 ⋅ … ⋅ 2 = 2n.

Покажем, что количество всех возможных булевых функций 
y = f(x

1
, x

2
, …, x

n
) равно 22

n

. Заметим, что в обозначениях п. 2.5  бу-
лева функция есть отображение f: Bn → B, B = {0, 1}. Обозначим 
nLслово одним символом u = (x

1
, x

2
, …, x

n
) и пронумеруем все различ-

ные слова: {u} = {u
1
, u

2
, …, u

p
}, где p = 2n. Две булевы функции f

1
(u) 

и f
2
(u) совпадают, если f

1
(u

i
) = f

2
(u

i
) для всех u

i
, i = 1, 2, …, p = 2n. 
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Поскольку f(u) может иметь два значения (0 или 1), то число раз-
личных функций f(u) равно количеству различных булевых слов 
(наборов) длины p, то есть числу 2p = 22

n

.
Функ ции не сколь ких не за ви си мых пе ре мен ных мож но рас смат-

ри вать как функ ции от боль ше го ко ли че ст ва пе ре мен ных. При этом 
зна че ние функ ции не ме ня ет ся при из ме не нии зна че ния этих «до-
ба воч ных» пе ре мен ных.

 Определение
Пе ре мен ная x

i
 в функ ции f(x

1
, …, x

i – 1
, x

i
, x

i + 1
, …, x

n
) на зы ва-

ет ся   не су ще ст вен ной (или фик тив ной), ес ли 

f(x
1
, …, x

i – 1
, 0, x

i + 1
, …, x

n
) = f(x

1
, …, x

i – 1
, 1, x

i + 1
, …, x

n
)

при лю бых зна че ни ях ос таль ных пе ре мен ных, т.е. ес ли из-
ме не ние зна че ния x

i
 в лю бом на бо ре зна че ний x

1
, …, x

n
 не 

ме ня ет зна че ния функ ции. 

В этом слу чае  функ ция f(x
1
, …, x

n
) фак ти че ски за ви сит от 

n – 1 пе ре мен ной, т.е. пред став ля ет со бой функ цию g(x
1
, …, x

i – 1
, 

x
i + 1

, …, x
n
). Го во рят, что функ ция g по лу че на из функ ции f уда ле-

ни ем фик тив ной пе ре мен ной, а функ ция f по лу че на из g вве де ни-
ем фик тив ной пе ре мен ной, при чем эти функ ции по оп ре де ле нию 
рав ны.

 Вопросы
1. Ка кие пе ре мен ные на зы ва ют ся бу ле вы ми или ло ги че ски ми пе-

ре мен ны ми?
2. Дай те оп ре де ле ние бу ле вой функ ции.
3. Что пред став ля ет со бой об ласть оп ре де ле ния и об ласть зна че ний 

бу ле вой функ ции?
4. По яс ни те смысл по ня тия «ин тер пре та ция бу ле вой функ ции».
5. Ка кие пе ре мен ные на зы ва ют ся не су ще ст вен ны ми или фик тив-

ны ми?

 Задания
1. Сколь ко ин тер пре та ций име ет бу ле ва функ ция от трех пе ре мен-

ных f(x, y, z)? Пе ре чис ли те их.
2. Най ди те ко ли че ст во булевых функ ций n пе ре мен ных, при ни маю-

щих зна че ние 1 ров но на од ном на бо ре.
3. Най ди те ко ли че ст во булевых функ ций n пе ре мен ных, при ни маю-

щих на про ти во по лож ных на бо рах оди на ко вые зна че ния. Про-
ти во по лож ны ми на бо ра ми на зы ва ют ся та кие на бо ры, ко то рые 
в оди на ко вых по зи ци ях со дер жат про ти во по лож ные эле мен ты. 
На при мер: (0, 0) – (1, 1); (1, 0) – (0, 1) и т.д.
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4.2.  Спо со бы за да ния бу ле вых функ ций
Таб ли ца ис тин но сти, двухэлементная бу ле ва ал геб ра, 
ал геб ра ло ги ки, су пер по зи ция бу ле вых функ ций, 
при ори тет опе ра ций, эк ви ва лент ность фор мул бу ле вой ал геб ры

Бу ле вы функ ции мо гут быть за да ны сле дую щи ми спо со-
ба ми:

1. С по мо щью  таб ли цы ис тин но сти (зна че ния ми на ка ж дой из 
ин тер пре та ций).

2.  По ряд ко вым но ме ром, ко то рый име ет эта  функ ция.

3.  Ана ли ти че ски (в ви де фор му лы).
Рас смот рим ка ж дый из ука зан ных спо со бов под роб нее.

4.2.1. Таб ли цы ис тин но сти

Таб ли цы, в ко то рых ка ж дой ин тер пре та ции (то есть набору 
аргументов) функ ции по став ле но в со от вет ст вие ее зна че ние, на зы-
ва ют ся  таб ли ца ми ис тин но сти бу ле вой функ ции. 

В таб ли це ис тин но сти ка ж дой пе ре мен ной и зна че нию са мой 
функ ции со от вет ст ву ет по од но му столб цу, а ка ж дой ин тер пре-
та ции — по од ной стро ке. Ко ли че ст во строк в таб ли це со от ветст-
 ву ет ко ли че ст ву раз лич ных ин тер пре та ций функ ции. Бу ле вы 
функ ции ϕ(x), ко то рые за ви сят от од ной пе ре мен ной, при ве де ны 
в таб ли це 4.1. 

Таб ли ца 4.1. Бу ле вы функ ции од ной пе ре мен ной

x ϕ
0

ϕ
1

ϕ
2

ϕ
3

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1

Ка ж дой функ ции в со от вет ст вии с при ни мае мы ми ей зна че ния-
ми мож но при сво ить сле дую щие на зва ния:

ϕ
0
 ≡ 0 — функ ция  кон стан та 0,

ϕ
1
 = x — функ ция по вто ре ния ар гу мен та,

ϕ
2
 = –x — функ ция  ин вер сии или от ри ца ния ар гу мен та,

ϕ
3
 ≡ 1 — функ ция кон стан та 1.

Все воз мож ные бу ле вы функ ции двух пе ре мен ных f(x, y) пред-
став ле ны в таб ли це 4.2, их количество равно 222

 = 16. 
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 Таб ли ца 4.2. Бу ле вы функ ции двух пе ре мен ных

x y f
0

f
1

f
2

f
3

f
4

f
5

f
6

f
7

f
8

f
9

f
10

f
11

f
12

f
13

f
14

f
15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Боль шин ст во из ше ст на дца ти бу ле вых функ ций f(x, y) час то 
при ме ня ют ся на прак ти ке. По сколь ку дан ные функ ции ис поль зу ют-
ся как в ма те ма ти ке, так и в про грам ми ро ва нии, они мо гут иметь 
раз лич ное обо зна че ние. Обо зна че ния, на зва ния и про чте ние бу ле вых 
функ ций от двух пе ре мен ных пред став ле ны в таб ли це 4.3.

Таб ли ца 4.3. Бу ле вы функ ции двух пе ре мен ных

Функ ция Обозна че ние На зва ние
Дру гие

обо зна че ния
Про чте ние

1 2 3 4 5

f
0
(x, y) 0 кон стан та 0 кон стан та 0

f
1
(x, y) x ∧ y = xy

конъ юнк ция 
(ло ги че ское «и»)

⋅, &, &&, *, 
AND, И, ×, 

min
x и y

f
2
(x, y) yx →  от ри ца ние им пли ка ции > x и не y

f
3
(x, y) x

по вто ре ние пер во го 
ар гу мен та

как x

f
4
(x, y) yx ←  от ри ца ние об рат ной 

им пли ка ции
< не x и y

f
5
(x, y) y

по вто ре ние вто ро го 
ар гу мен та

как y

f
6
(x, y) x ⊕ y ис клю чаю щее «или»

( сум ма по мо ду лю 2)
≠, <>, > <, 

!=, XOR
x не как y

f
7
(x, y) x ∨ y дизъ юнк ция 

(ло ги че ское «или»)
OR, ИЛИ, +, 

max
x или у

f
8
(x, y) x ↓ y  от ри ца ние дизъ юнк ции

( стрел ка Пир са)
yx ∨ не x и не y

f
9
(x, y) x ∼ y  эк ви ва лент ность ⇔, ≡, Eqv, = x как y

f
10

(x, y) –y
от ри ца ние вто ро го 

ар гу мен та
¬y не y
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Продолжение таб ли цы 4.3

1 2 3 4 5

f
11

(x, y) x ← y об рат ная  им пли ка ция ⊂ x, ес ли y
(x или не y)

f
12

(x, y) –x
от ри ца ние пер во го 

ар гу мен та
¬x не x

f
13

(x, y) x → y им пли ка ция ⊃, ⇒, Imp
ес ли x, то y
(не x или y)

f
14

(x, y) x | y
 от ри ца ние конъ юнк ции 

( штрих Шеф фе ра)
yx ∧ не x или не y

f
15

(x, y) 1 кон стан та 1 кон стан та 1

Обо зна че ния Not, And, Or, Xor, Imp, Eqv ис поль зу ют ся в язы-
ке про грам ми ро ва ния Ba sic; обо зна че ния !, &, != ис поль зу ют ся 
в язы ке C; обо зна че ния ¬, ∧, ∨ ис поль зу ют ся в сис те ме Math cad. 
Для краткости в примерах и выкладках мы будем опускать знак 
конъюкции и писать xy вместо x ∧ y.

4.2.2. Но ме ра бу ле вых функ ций 
и ин тер пре та ций

Ка ж дой функ ции присваивается по ряд ко вый но мер в виде 
натурального числа, дво ич ный код ко то рого пред став ля ет со бой 
стол бец зна че ний функ ции в таб ли це ис тин но сти. Млад шим раз ря-
дом счи та ет ся са мая ниж няя стро ка (зна че ние функ ции на интер-
пре та ции (1, 1, …, 1)), а стар шим — са мая верх няя (зна че ние функ-
ции на ин тер пре та ции (0, 0, …, 0)). Указанный по ряд ко вый но мер 
функ ции, как дво ич ный, так и де ся тич ный, полностью определяет 
булеву функцию. 

Ка ж дой ин тер пре та ции бу ле вой функ ции так же при сваи ва ет ся 
свой но мер — зна че ние дво ич но го ко да, ко то рый пред став ля ет со-
бой  ин тер пре та ция. Ин тер пре та ции, за пи сан ной в верх ней стро ке 
таблицы истинности, при сваи ва ет ся но мер 0, за тем сле ду ет интер-
пре та ция но мер 1 и т.д. В са мой ниж ней стро ке рас по ло же на 
интер пре та ция с но ме ром 2n – 1, где n — ко ли че ст во пе ре мен ных, 
от ко то рых за ви сит  бу ле ва  функ ция.

При мер. Най дем по ряд ко вый но мер функ ции f(x, y), при ни-
маю щей сле дую щие зна че ния: f(0, 0) = 1, f(0, 1) = 1, f(1, 0) = 0, 
f(1, 1) = 1. По стро им таб ли цу ис тин но сти для этой функ ции (таб-
ли ца 4.4).
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Таб ли ца 4.4.  Таб ли ца ис тин но сти f(x, y)

x y f(x, y)

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Дво ич ный код, со от вет ст вую щий зна че ниям этой функ ции, — 
1101. Пе ре ве дем дво ич ное чис ло 1101

2
 в де ся тич ную сис те му счис ле-

ния. Для это го ка ж до му раз ря ду двоичного числа при сво им ве со вой 
ко эф фи ци ент, крат ный соответствующей сте пе ни чис ла 2, на чи ная 
с ниж ней стро ки: 20, 21, 22 и т.д. Ум но жив ве со вой ко эф фи ци ент 
на со от вет ст вую щую двоичную цифру и сло жив по лу чен ные зна че-
ния, най дем по ряд ко вый но мер функ ции.

1101
2
 = 1 × 23 + 1 × 22 + 0 × 21 + 1 × 20 = 8 + 4 + 0 + 1 = 13

10
.

Та ким об ра зом, десятичный но мер дан ной функ ции — 13, то 
есть рас смат ри вае мая  функ ция со от вет ст ву ет им пли ка ции f

13
(x, y) =

= x → y (см. f
13

(x, y) в таблице 4.3). Та ким об ра зом, функ цию f
13

(x, y) 
мож но за дать с по мо щью дво ич но го ко да, со от вет ст вую ще го ее дво-
ич но му но ме ру: f

13
(x, y) соответствует двоичному числу (1101)

2
.

При мер. По стро им таб ли цу ис тин но сти для бинарной функ ции 
с порядковым номером 14. Для это го най дем дво ич ное чис ло, ко-
то рое со от вет ст ву ет де ся тич но му чис лу 14. Пред ста вив это чис ло 
как сум му сте пе ней чис ла 2, по лу чим:

14
10

 = 8 + 4 + 2 = 1 × 23 + 1 × 22 + 1 × 21 + 0 × 20 = 1110
2
.

Та ким об ра зом, f
14

(x, y) соответствует двоичному числу (1110)
2
.

По стро им ис ко мую таб ли цу ис тин но сти, раз мес тив по лу чен ное 
чис ло в столб це зна че ния функ ции та ким об ра зом, что бы млад ший 
раз ряд ока зал ся в ниж ней стро ке:

Таб ли ца 4.5. Таб ли ца ис тин но сти f
14

(x, y)

x y f
14

(x, y)

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0
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4.2.3. Булевы алгебры: общая, двухэлементная 
и логическая
В п. 3.5 введено понятие булевой алгебры (A, ∧, ∨, ¬, 0, 1) как 

дистрибутивной решетки с дополнением, где ∧, ∨ — бинарные 
операции, ¬ — унарная операция на множествеLносителе A, которые 
обладают определенными свойствами. Анализируя алгебраическую 
форму всех этих свойств (см. п. 3.5) и заменяя обозначения опе-
раций ∧, ∨, ¬ на •, +, – соответственно, мы выделяем следующий 
набор независимых свойств, которые можно считать аксиомами 
или независимыми законами булевой алгебры:

1.  Коммутативность: a + b = b + a, a • b = b • a.

2.  Ассоциативность: a + (b + c) = (a + b) + c,
 a • (b • c) = (a • b) • c.
3.  Дистрибутивность: a + (b • c) = (a + b) • (a + c),
 a • (b + c) = (a • b) + (a • c).
4. Законы  для нуля, единицы и отрицания:

a + 0 = a, a + –a = 1, a • 1 = 1, a • –a = 0.
Все остальные соотношения (некоторые из которых также 

называются «законами» булевой алгебры) являются следствием 
указанных выше. В частности, из 1–4 следуют:

5. Законы  идемпотентности: a + a = a • a = a.
6. Другие   свойства единицы и нуля: a + 1 = 1, a • 0 = 0.
7. Законы   поглощения: a • (a + b) = a + (a • b) = a.
8. Закон   инволюции ( двойного отрицания): a = ––a.
9. Ззаконы  де Моргана (двойственности): a + b = –a • 

–
b;

 a • b  = –a + 
–
b.

Таким образом, определение булевой алгебры из п. 3.5 вы-
глядит так (после «алгебраической расшифровки» участвующих 
в нем понятий):

 Определение
 Булева  алгебра — это алгебраическая структура (A, •, +, –, 
0, 1) с бинарными операциями •, +: A2 → A, унарной опера-
цией «–»: A → A и выделенными элементами 0, 1 в носителе A, 
которые удовлетворяют свойствам 1–4.

Обозначение операций ∧, ∨ вместо •, + в специальных булевых 
алгебрах заимствовано из логики, в которой Дж. Буль впервые вы-
делил алгебраическую структуру со свойствами 1–4. Носитель этой 
структуры B = {0, 1} состоит из двух элементов.
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 Определение
Ал геб раи че ская струк ту ра (B, ∧, ∨, –), B = {0, 1}, где опера-
ция ∧ есть  конъюнкция f

1
(x, y), ∨ есть  дизъюнкция f

7
(x, y) 

(см. таблицы 4.2, 4.3), «–» есть  отрицание или  инверсия ϕ
2
(x) 

(см. таблицу 4.1), на зы ва ет ся  двухэлементной бу ле вой ал-

геб рой.

Выполнение законов булевой алгебры 1–4 в структуре (B, ∧, ∨, –), 
а также законов 5–9 следует из определения операций конъюнк-
ции, дизъюнкции и отрицания через таблицы истинности 4.1, 4.2 
(см. п. 4.4).

 Определение
 Алгеброй логики называется двухэлементная  булева алгебра 
(В, ∧, ∨, –, →, ~), B = {0, 1}, в которой множество операций 
дополнено двумя бинарными операциями:  импликацией 
→ (f

13
(x, y)) и  эквивалентностью ~ (f

9
(x, y)) (см. таблицы 

4.2, 4.3).

4.2.4. Булевы формулы и приоритет операций
Бу ле вы функ ции мо гут быть за да ны ана ли ти че ски, т.е.  фор-

му ла ми. 

 Определение
 Фор му ла — это вы ра же ние, содержащее булевы функции 
и их  суперпозиции. 

 Определение
 Су пер по зи ци ей на зы ва ет ся при ем по лу че ния но вых функ-
ций пу тем под ста нов ки зна че ний од них функ ций вме сто 
зна че ний ар гу мен тов дру гих функ ций. Точнее,  су пер по зи-

ци ей бу ле вой функ ции f
0
 и функций f

1
, …, f

n
 на зы ва ет ся 

 функ ция f(x
1
, …, x

m
) = f

0
(g

1
(x

1
, …, x

m
), …, g

k
(x

1
, …, x

m
)), где 

ка ж дая из функ ций g
i
(x

1
, …, x

m
) сов па да ет с од ной из функ-

ций f
1
, …, f

n
, i ∈ {1, …, k}. При этом некоторые из функций f

i
, 

а значит и g
i
 могут тождественно совпадать с одной из пере-

менных x
t
, t ∈ {1, …, m}.

При мер. Рас смот рим фор му лу, за даю щую функ цию f(x, y, z) 
следующим образом:

f(x, y, z) = (x ∧ –y) ∨ z.

Эта фор му ла со дер жит функ ции: g(x
1
) — от ри ца ние, s(x

1
, x

2
) — 

конъ юнк ция и l(x
1
, x

2
) —  дизъ юнк ция. Дан ную фор му лу мож но 
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пред ста вить в ви де  су пер по зи ции ука зан ных функ ций сле дую щим 
об ра зом:

f(x, y, z) = l(s(x, g(y)), z).

В фор му ле (x ∧ –y) ∨ z использована инфиксная запись, когда 
зна ки функ ций (опе ра ций) рас по ло же ны ме ж ду  опе ран да ми. Для 
за пи си вы ра же ний в ин фикс ной фор ме не об хо ди мо оп ре де лить по-
ря док вы пол не ния опе ра ций, что про из во дит ся с по мо щью ско бок 
или с по мо щью за да ния при ори те та опе ра ций. 

Ес ли в фор му ле от сут ст ву ют скоб ки, то опе ра ции вы пол ня ют ся 
в сле дую щей по сле до ва тель но сти:  от ри ца ние,  конъ юнк ция,  дизъ-
юнк ция,   им пли ка ция и  эк ви ва лент ность:

–, ∧, ∨, →, ~.
При мер. Предыдущую фор му лу f(x, y, z) = (x ∧ –y) ∨ z с уче том 

при ори те та опе ра ций мож но за пи сать без ско бок: 

(x ∧ –y) ∨ z = x ∧ –y ∨ z.

Обратно с уче том при ори те та опе ра ций рас ста вим скоб ки:

x ∼ z → –x ∨ z = x ∼ (z → (–x ∨ z)).

Не об хо ди мо от ме тить, что знак опе ра ции от ри ца ния мо жет 
рас по ла гать ся не толь ко над от дель ны ми пе ре мен ны ми, но и над 
фор му ла ми или их час тя ми. В этом слу чае опе ра ции вы пол ня ют ся 
так, как ес ли бы вы ра же ние, на хо дя щее ся под зна ком от ри ца ния, 
бы ло за клю че но в скоб ки.

При мер. В фор му ле x → z ∧ y ∨ x ∨ z  скоб ки мож но рас ста вить 
сле дую щим об ра зом:

x → (((z ∧ y) ∨ x) ∨ z) .

В от ли чие от таб лич но го за да ния, пред став ле ние функ ции 
фор му лой не един ст вен но. На при мер, функ цию  штрих Шеф фе ра 
мож но пред ста вить с по мо щью ос нов ных опе ра ций бу ле вой ал геб-
ры фор му ла ми:

f
14

 = –x
1
∨ –x

2
 или f

14
 = x

1
x

2
,

а функ цию  стрел ка Пир са сле дую щим об ра зом:

f
8
 = –x

1
–x

2
 или f

8
 = x

1
 ∨ x

2.

 Определение
Фор му лы, пред став ляю щие од ну и ту же функ цию, на зы ва-
ют ся эк ви ва лент ны ми или   рав но силь ны ми. 

 Эк ви ва лент ность фор мул обо зна ча ет ся зна ком ра вен ст ва. 
Один из спо со бов установить  эк ви ва лент ность фор мул со сто ит 
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в сле дующем: для ка ж дой фор му лы стро ит ся  таб ли ца ис тин но сти, 
а за тем по лу чен ные таб ли цы срав ни ва ют ся, т.е. фак ти че ски для 
каж до го на бо ра пе ре мен ных про ве ря ет ся, рав ны ли на нем зна че ния 
функ ций. Су ще ст ву ют и дру гие спо со бы про вер ки эк ви ва лент но сти 
фор мул, о ко то рых бу дет ска за но поз же. 

4.2.5. Пе ре ход от фор му лы к таб ли це 
ис тин но сти функ ции
По стро им таб ли цу ис тин но сти для функ ции, за дан ной сле-

дую щей фор му лой:

f(x, y, z, t) = x ∨ –y(z ∨ –x–y) → t.

 Функ ция за ви сит от че ты рех пе ре мен ных и, сле до ва тель но, 
для нее име ет ся 24 = 16 ин тер пре та ций. Для по строе ния таб ли цы 
ис тин но сти не об хо ди мо оп ре де лить зна че ния функ ции на всех ин-
тер пре та ци ях:

f(0, 0, 0, 0) = 0 ∨ –0(0 ∨ –0–
0) → 0 = 0 ∨ 1(0 ∨ –0) → 0 = 

= 0 ∨ 1(0 ∨ 1) → 0 = 0 ∨ 1(1) → 0 = 0 ∨ 1 → 0 = 1 → 0 = 0;

f(0, 0, 0, 1) = 0 ∨ –0(0 ∨ –0–
0) → 1 = 0 ∨ 1(0 ∨ –0) → 1 =

= 0 ∨ 1(0 ∨ 1) → 1 = 0 ∨ 1(1) → 1 = 0 ∨ 1 → 1 = 1 → 1 = 1;

f(0, 0, 1, 0) = 0 ∨ –0(1 ∨ –0–
0) → 0 = 0 ∨ 1(1 ∨ –0) → 0 = 

= 0 ∨ 1(1 ∨ 1) → 0 = 0 ∨ 1(1) → 0 = 0 ∨ 1 → 0 = 1 → 0 = 0;

. . .

f(1, 1, 1, 1) = 1 ∨ –1(1 ∨ –1–
1) → 1 = 1 ∨ 0(1 ∨ –1) → 1 = 

= 1 ∨ 0(1 ∨ 0) → 1 = 1 ∨ 0(1) → 1 = 1 ∨ 0 → 1 = 1 → 1 = 1.

Раз мес тим в таб ли це ис тин но сти ин тер пре та ции в по ряд ке 
воз рас та ния со от вет ст вую щих им дво ич ных но ме ров и за пи шем 
по лу чен ное зна че ние функ ции на ка ж дой ин тер пре та ции. По лу-
чим таб ли цу ис тин но сти функ ции f(x, y, z, t) = x ∨ –y (z ∨ –x–y) → t 
(таблица 4.6).

Таб ли ца 4.6. Таб ли ца ис тин но сти f(x, y, z, t)

x y z t f(x, y, z, t)

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 1 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 1

0 1 0 1 1
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Продолжение таб ли цы 4.6

x y z t f(x, y, z, t)

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 Вопросы
1. Пе ре чис ли те спо со бы за да ния бу ле вых функ ций.
2. Ка ким об ра зом стро ит ся таб ли ца ис тин но сти бу ле вой функ ции?
3. Пе ре чис ли те ос нов ные бу ле вы функ ции от двух пе ре мен ных.
4. Ка ким об ра зом оп ре де ля ет ся но мер бу ле вой функ ции? Но мер 

ин тер пре та ции?
5. Дай те оп ре де ле ние су пер по зи ции булевых функ ций.
6. Ка кой при ори тет оп ре де лен для опе ра ций ал геб ры ло ги ки? 

Для ка кой це ли слу жит при ори тет опе ра ций?
7. Ка кие фор му лы на зы ва ют ся эк ви ва лент ны ми?
8. Ка ким об ра зом осу ще ст в ля ет ся пе ре ход от фор му лы к таб ли це 

ис тин но сти функ ции?

 Задания
1. Опус ти те мак си маль но воз мож ное чис ло ско бок в фор му ле с уче-

том при ори те та вы пол не ния опе ра ций:
 a) (((x ∼ y) ∼ ((((x ∧ z) ∧ t) ∨ (–x)) → y)) ∨ y);
 б) ((x → z) →(((y ∼ (–z)) ∧ t)) ∨ ((–t ∧ x) ∼ y));
 в) (y ∧ (–z) ∨ (((–x) → z)) ∨ ((–t ∧ y)) ∨ ((–y) ∼ (t ∨ x))).
2. Оп ре де ли те ин тер пре та ции, на ко то рых вы пол ня ют ся со от но-

шения:
 a) x ∧ (x → y) → (x → z) = 0;
 б) (x → y) ∧ (t → x) ∨ –t = 1;
 в) (–x ↓ y) ∧ (x ∼ y) = 1.
3. По строй те таб ли цы ис тин но сти сле дую щих функ ций и оп ре де-

ли те их по ряд ко вый но мер:
 a) f(x, y) = (x → y) ∧ (y → x) ;
 б) f(x, y, z) = (x ∧ y) ⊕ (x ∧ z) ⊕ (y ∧ z);
 в) f(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);
 г) f(x, y, z) = (x ∧ –y) ∨ (x ∧ –z) ∨ (y ∧ –z);
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 д) f(x, y) = x | (x | y);
 е) f(x, y) = (x | y) | (x | y).
4. Про верь те с по мо щью таб лиц ис тин но сти, спра вед ли вы ли сле-

дую щие со от но ше ния:
 a) x ∨ (y ∼ z) = (x ∨ y) ∼ (x ∨ z);
 б) x → (y ∼ z) = (x → y) ∼ (x → z);
 в) x ∧ (y ∼ z) = (x ∧ y) ∼ (x ∧ z);
 г) x → (y ∨ z) = (x → y) ∨ (x → z);
 д) x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z); 
 е) x ⊕ (y ∧ z) = (x ⊕ y) ∧ (x ⊕ z);
 ж)  x → (y → z) = (x → y) → (x → z).

4.3. Двой ст вен ность
 Двой ст вен ные и са мо двой ст вен ные бу ле вы функ ции, 
прин цип двой ст вен но сти

В ос но ве бу ле вой ал геб ры, как и не ко то рых дру гих ал геб-
раи че ских струк турах ле жит  прин цип двой ст вен но сти.

 Определение
 Функ ция f*(x

1
, …, x

n
) на зы ва ет ся  двой ст вен ной к функ ции 

f(x
1
, …, x

n
), ес ли 

f*(x
1
, …, x

n
) = 

–
f(–x

1
, …, –x

n
). (4.1)

До ка жем, что (f*)* = f, для это го по фор му ле 4.1 най дем функ-
цию, двой ст вен ную f* и, ис поль зуя за кон  двой но го от ри ца ния f = 

––
f 

(под роб но бу дет рас смот рен ни же в п. 4.4), по лу чим:

(f*(x
1
, …, x

n
))* = (

–
f(–x

1
, …, –x

n
))* = (

––
f (

––x
1
, …, ––x

n
)) = f(x

1
, …, x

n
).

Та ким об ра зом, от но ше ние двой ст вен но сти ме ж ду функ ция ми 
сим мет рич но. Из оп ре де ле ния двой ст вен но сти сле ду ет, что для лю-
бой функ ции двой ст вен ная ей оп ре де ля ет ся од но знач но.

 Определение
Функ ция, двой ст вен ная са ма се бе, т.е. f = f*, на зы ва ет ся 
 само двой ст вен ной.

Совместим таблицы истинности булевой функции f(x, y) 
и двой ст вен ной функ ции f*(x, y), учитывая в столбце значений 
f* равенства 

–
f(

–
0, 

–
0) = 

–
f(1, 1), 

–
f(

–
1, 

–
0) = 

–
f(0, 1) и т.д. В столбцах 

f и f∗ совмещенной таблицы 4.7 каждое значение функции f(x, y) 
равно отрицанию симметричного ему значения функции f*(x, y) 
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 относительно горизонтальной линии середины таблицы (в табли-
це 4.7 симметричные значения соединены стрелками). 

Таб ли ца 4.7. Срав не ние  двой ст вен ных функ ций 

x y f(x, y) f*(x, y)

0 0 f(0, 0)
–
f(1, 1)

0 1 f(0, 1)
–
f(1, 0)

1 0 f(1, 0)
–
f(0, 1)

1 1 f(1, 1)
–
f(0, 0)

Та ким об ра зом, что бы по стро ить таб ли цу ис тин но сти функ ции, 
двой ст вен ной дан ной, не об хо ди мо по стро ить таб ли цу ис тин но сти 
за дан ной функ ции, каждое значение булевой функции заменить 
на противоположное и записать полученный столбец в обратной 
последовательности. 

При мер. Най ти функ цию, двой ст вен ную функ ции f(x, y, z), 
ес ли из вест но, что f(x, y, z) = 1 только на ин тер пре та ци ях (001), 
(011), (111).

Для столбца значений f генерируем набор противоположных 
(инверсных) значений (10101110). Записав его в обратной последова-
тельности, получим таким образом столбец значения двойственной 
функции f* (таблица 4.8).

Таб ли ца 4.8. Таб ли ца ис тин но сти двой ст вен ных функ ций 

x y z f(x, y, z) f*(x, y, z)

0 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

1 1 1 1 1

Рас смот рим таб ли цу ис тин но сти са мо двой ст вен ной функ ции 
(таблица 4.9).
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Таб ли ца 4.9.  Са мо двой ст вен ная функ ция 

x y f(x, y) = f*(x, y)

0 0 f(0, 0) = 
–
f(1, 1)

0 1 f(0, 1) =
–
f(1, 0)

1 0 f(1, 0) = 
–
f(0, 1)

1 1 f(1, 1) = 
–
f(0, 0)

Про ве дем ли нию сим мет рии по се ре ди не таб ли цы. Как вид но 
из таб ли цы 4.9, ка ж дое зна че ние функ ции рав но от ри ца нию сим-
мет рич но го ему зна че ния. Та ким об ра зом, по таб ли це ис тин но сти 
функ ции все гда мож но оп ре де лить, яв ля ет ся дан ная  функ ция 
само двой ст вен ной или нет.

При мер. Функ ции f(x, y, z) и g(x, y, z) за даны таб ли ца ми ис тин-
но сти (таблица 4.10). Оп ре де лить, яв ля ют ся ли дан ные функ ции 
са мо двой ст вен ны ми.

Таб ли ца 4.10. Функ ции f(x, y, z) и g(x, y, z)

x y z f(x, y, z) g(x, y, z)

0 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 0

0 1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

1 1 1 1 0

Из таб ли цы 4.10 вид но, что ка ж дое зна че ние функ ции f(x, y, z) 
яв ля ет ся  от ри ца ни ем сим мет рич но го ему зна че ния. Сле до ва тель-
но, функ ция f(x, y, z) яв ля ет ся са мо двой ст вен ной. Для функ ции 
g(x, y, z) име ют ся зна че ния функ ции, не рав ные от ри ца нию сим-
мет рич ных им зна че ний, на при мер: g(0, 0, 0) = 0, а сим мет рич ное 
ему зна че ние g(1, 1, 1) = 0. Сле до ва тель но, функ ция g(x, y, z) не 
яв ля ет ся са мо двой ст вен ной.

Зна че ния са мо двой ст вен ной функ ции пол но стью оп ре де ля ют-
ся ее зна че ния ми на по ло ви не ин тер пре та ций. Все го име ет ся 2n 
ин тер пре та ций функ ции n пе ре мен ных. По ло ви на дан но го ко ли-
че ст ва бу дет со став лять 2n/2 = 2n – 1. Та ким об ра зом, ко ли че ст во 
са мо двойст вен ных функ ций от n пе ре мен ных рав ня ет ся 

n – 122 .



114 Раздел 4

Пусть  функ ция F за дан на как  су пер по зи ци я функ ций f
0
 

и функций f
1
, …, f

n
: F = f

0
(f

1
, …, f

n
). Функ цию F*,  двой ст вен ную F, 

мож но по лу чить, за ме нив в фор му ле F функ ции f
0
; f

1
, …, f

n
 на двой-

ст вен ные им f
0
*; f

1
*, …, f

n
*.

Действительно, если внутренние функции f
i
, i = 1, n  зависят от 

m аргументов x
1
, …, x

m
, то, по определению, для результирующей 

функции F = F(x
1
, …, x

m
) двойственная F* имеет вид:

F* =  
–
F(–x

1
, …, –x

m
) = 

–
f

0
(f

1
(–x

1
, …, –x

m
), …, f

n
(–x

1
, …, –x

m
)),

причем

f
i
(–x

1
, …, –x

m
) = 

––
f

i
(–x

1
, …, –x

m
) = 

–
f

i
*(x

1
, …, x

m
).

С другой стороны,

f
0
*(f

1
*, …, f

n
*) = 

–
f

0
( 

–
f

1
*, …, 

–
f

n
*) = 

–
f

0
(f

1
(–x

1
, …, –x

m
), …, f

n
(–x

1
, …, –x

m
)).

Таким образом,

F* = f
0
*(f

1
*, …, f

n
*).

Методом математической индукции это правило перехода 
к двойственной функции распространяется на «многоступенча-
тые» суперпозиции булевых функций, когда «внутренние» функ-
ции f

1
, …, f

n
, в свою очередь, являются суперпозициями других 

функций и т.д.
Укажем функции, двойственные к «элементарным» функциям 

логики ∧, ∨, –,  константа 0, константа 1:

f(x, y) = x ∧ y; f*(x, y) = –x ∧ –y = x ∨ y;

f(x) = –x; f*(x) = x = –x = f(x);

f(x) = 0; f*(x) = 
–
0 =1 = f(x) .

По сколь ку от но ше ние двой ст вен но сти сим мет рич но, мо жно 
ска зать, что  конъ юнк ция двой ст вен на дизъ юнк ции,  дизъ юнк ция 
двой ст вен на конъ юнк ции, функ ция «0» двой ст вен на функ ции «1», 
и на обо рот, а  от ри ца ние —  са мо двой ст вен ная функ ция.

Отсюда следует так называемый  прин ци п двой ст вен но сти, 
указывающий пра ви ло по лу че ния двой ст вен ных фор мул в бу ле вой 
ал геб ре: «Для то го, что бы по лу чить двой ст вен ную фор му лу бу ле вой 
ал геб ры не об хо ди мо за ме нить в ней все конъ юнк ции на дизъ юнк-
ции, дизъ юнк ции на конъ юнк ции, 0 на 1, 1 на 0 и ис поль зо вать 
скоб ки, где не об хо ди мо, что бы по ря док вы пол не ния опе ра ций ос-
тал ся преж ним».

При мер. Най ти функ цию, двой ст вен ную функ ции f = x ∨
∨ –yz ∨ 0.
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Вос поль зу ем ся при ве ден ным вы ше пра ви лом по лу че ния  двой-
ст вен ных функ ций:

f* = (x ∨ (–yz) ∨ 0)* = x ∧ (–y ∨ z) ∧ 1.

Следствие. Ес ли функ ции рав ны, то и двой ст вен ные им функ-
ции так же равны: 

ес ли f
1
 = f

2
, то f

1
* = f

2
*.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние двой ст вен ной функ ции.
2. Ка кие функ ции на зы ва ют ся са мо двой ст вен ны ми?
3. Ка ким об ра зом фор ми ру ет ся таб ли ца ис тин но сти двой ст вен ной 

функ ции?
4. Оп ре де ли те, ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти бу ле вой функ ции, 

яв ля ет ся ли она са мо двой ст вен ной или нет.
5. Сфор му ли руй те прин цип двой ст вен но сти.
6. Ка ким об ра зом мож но ана ли ти че ским пу тем по лу чить из за дан-

ной фор му лой функ ции двой ст вен ную ей?

 Задания
1. Оп ре де лить ко ли че ст во на бо ров, на ко то рых са мо двой ст вен ная 

функ ция n пе ре мен ных рав на 1.
2. Най ти двой ст вен ные фор му лы к сле дую щим функ ци ям:
 a) (x ∧ (y ∨ z)) ∨ –x ∧ –y;
 б) xy ∨ yz ∨ xz;
 в) x–y ∨ x ∨ y ∨ zt.
3. Оп ре де лить, яв ля ют ся ли сле дую щие функ ции са мо двой ст вен-

ны ми:
 a) f(x, y) = (–x ∨ y) ∧ (–y ∨ x);
 б) f(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);
 в) f(x, y, z) = (–x ∧ –y) ∨ (x ∧ z) ∨ (–y ∧ –z);
 г) f(x, y, z) = (x ∧ –y) ∨ (x ∧ –z) ∨ (y ∧ –z);
 д) f(x, y) = x ∨ (–x– –∧– –y).

4.4. За ко ны бу ле вой ал геб ры
В этой главе будет проверено выполнение законов булевой 

алгебры 1–4, а также 5–9 из п. 4.2.3 для двухэлементной алгеб-
раической структуры (B, ∧, ∨, –), где ∧, ∨, – есть операции  конъ-
юнкции f

1
, дизъюнкции f

7
 и отрицания ϕ

2
, заданные таблицами 

истинности (таблицы 4.1, 4.2). В дальнейшм, если не оговорено 
противное, мы будем называть двухэлементную булеву алгебру 
(B, ∧, ∨, –) просто «булевой алгеброй».
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1.  Ком му та тив ность  конъ юнк ции и дизъ юнк ции

x ∨ y = y ∨ x; x ∧ y = y ∧ x.

Совместим таб ли цы ис тин но сти для обеих частей первого ра-
венства (таблица 4.11).

Таб ли ца 4.11. Таб ли цы ис тин но сти

x y x ∨ y y ∨ x

0 0 0 0

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 1 1

Столб цы x ∨ y и y ∨ x в таб ли цах ис тин но сти со дер жат оди на ко-
вые зна че ния, что до ка зы ва ет  ком му та тив ность опе ра ции дизъ юнк-
ции. Най дем то ж де ст во, двой ст вен ное дан но му, для че го за ме ним 
все функ ции на двой ст вен ные им:

(x ∨ y)* = (y ∨ x)*, x ∧ y = y ∧ x.

2.  Ас со циа тив ность конъ юнк ции и дизъ юнк ции

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z; x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

Составим таб ли цы ис тин но сти для левой и правой частей вто-
рого равенства (таб ли ца 4.12).

Таб ли ца 4.12. До ка за тель ст во ас со циа тив но сти конъ юнк ции

x y z y ∧ z x ∧ (y ∧ z) x ∧ y (x ∧ y) ∧ z

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

Столб цы, со от вет ст вую щие ле вой и пра вой час тям второго ра-
вен ст ва, со дер жат оди на ко вые зна че ния, что до ка зы ва ет спра вед ли-
вость то ж де ст ва x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z. То ж де ст во, вы ра жаю щее 
 ас со циа тив ность дизъ юнк ции,  двой ст вен но до ка зан но му, так как 
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мо жет быть по лу че но из не го пу тем за ме ны всех функ ций на  двойст-
вен ные им, и, сле до ва тель но, оно то же вер но.

3.  Ди ст ри бу тив ность  конъ юнк ции и дизъ юнк ции от но си-

тель но друг дру га

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

До ка жем ди ст ри бу тив ность конъ юнк ции от но си тель но дизъ-
юнк ции, ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти (таблица 4.13).

Таб ли ца 4.13. Ди ст ри бу тив ность конъ юнк ции 
от но си тель но дизъ юнк ции

x y z y ∨ z x ∧ (y ∨ z) x ∧ y x ∧ z (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1

Столб цы, со от вет ст вую щие ле вой и пра вой час тям первого 
ра вен ст ва, со дер жат оди на ко вые зна че ния, что и до ка зы ва ет спра-
вед ли вость равенства x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z). Двой ст вен ное 
то ж де ст во вы ра жа ет ди ст ри бу тив ность дизъ юнк ции от но си тель но 
конъ юнк ции.

4.  Идем по тент ность конъ юнк ции и дизъ юнк ции

x ∨ x = x; x ∧ x = x.
Построим таб ли цы ис тин но сти унарных функций из левых 

частей равенств (таблица 4.14).

Таб ли ца 4.14. За кон  идем по тент но сти

x x ∨ x x ∧ x
0 0 0

1 1 1

В таб ли це 4.14 зна че ния всех столб цов оди на ко вы и сов па да-
ют со зна че ни ем пе ре мен ной х, что и до ка зы ва ет оба то ж де ст ва. 
Дан ные то ж де ст ва так же, как и рас смот рен ные вы ше, яв ля ют ся 
двой ст вен ны ми друг дру гу.
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5. За кон  ис клю чен но го третье го

x ∨ –x = 1.

До ка жем дан ный за кон, ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти (таб-
лица 4.15).

Таб ли ца 4.15. За кон ис клю чен но го третье го

x –x x ∨ –x
0 1 1

1 0 1

Стол бец таб ли цы ис тин но сти, пред став ляю щий ле вую часть 
до ка зы вае мо го то ж де ст ва, ра вен кон стан те еди ни цы, что и тре бо-
ва лось до ка зать.

6. За кон  про ти во ре чия

x ∧ –x = 0.

Дан ный за кон яв ля ет ся двой ст вен ным к до ка зан но му вы ше 
за ко ну ис клю чен но го третье го.

7. То ж де ст ва с кон стан та ми

x ∨ 0 = x; x ∧ 1 = x; x ∨ 1 = 1; x ∧ 0 = 0.
По стро им таб ли цы ис тин но сти для левых частей то ж деств 

(таб ли ца 4.16).

Таб ли ца 4.16. Таб ли цы ис тин но сти то ж деств

x x ∨ 0 x ∧ 1 x ∨ 1 x ∧ 0
0 0 0 1 0

1 1 1 1 0

По лу чен ная таб ли ца до ка зы ва ет спра вед ли вость дан ных то ж-
деств. 

8. За коны  эли ми на ции

x ∧ (x ∨ y) = x; x ∨ (x ∧ y) = x.

До ка жем дан ный за кон ана ли ти че ски, ис поль зуя то ж де ст ва 
с кон стан та ми и ди ст ри бу тив ный за кон:

x ∧ (x ∨ y) = (x ∨ 0) ∧ (x ∨ y) = x ∨ (0 ∧ y) = x ∨ 0 = x;

x ∨ (x ∧ y) = (x ∧ 1) ∨ (x ∧ y) = x ∧ (1 ∨ y) = x ∧ 1 = x.

9. За кон  двой но го от ри ца ния
––x = x.
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По стро им со от вет ст вую щую таб ли цу ис тин но сти (таблица 4.17).

Таб ли ца 4.17. За кон  двой но го от ри ца ния

x –x
––x

0 1 0

1 0 1

По лу чен ная таб ли ца ис тин но сти до ка зы ва ет спра вед ли вость 
то ж де ст ва.

Следствие. Ес ли к не ко то рой час ти A фор му лы F бу ле вой 
ал геб ры опе ра ция от ри ца ния при ме не на бо лее чем один раз, то 
мож но уда лить лю бое чет ное чис ло дан ных опе ра ций и зна че ние 
фор му лы F не из ме нит ся. 

10.  За ко ны  де Мор га на
–x– –∨– –y = –x ∧ –y; –x– –∧– –y = –x ∨ –y.

До ка жем пер вое из при ве ден ных то ж деств с по мо щью таб ли цы 
ис тин но сти (таб ли ца 4.18).

Таб ли ца 4.18. До ка за тель ст во за ко на де Мор га на

x y x∨y –x– –∨– –y –x –y –x ∧ –y

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 0

По стро ен ная таб ли ца ис тин но сти до ка зы ва ет спра вед ли вость 
то ж де ст ва. Вто рой за кон де Мор га на яв ля ет ся двой ст вен ным пер-
во му и, зна чит, так же яв ля ет ся вер ным.

 Вопросы
1. Пе ре чис ли те ос нов ные за ко ны бу ле вой ал геб ры.
2. Ка ки ми спо со ба ми мож но до ка зать за коны бу ле вой ал геб ры?
3. Ка ким об ра зом прин цип двой ст вен но сти при ме ним к за ко нам 

бу ле вой ал геб ры?
4. Сфор му ли руй те и за пи ши те то ж де ст ва для каждого из десяти 

за ко нов булевой алгебры.

 Задания
1. Уп ро сти те с по мо щью за ко нов ло ги ки Бу ля ни же при ве ден ные 

вы ра же ния. За тем с по мо щью таб лиц ис тин но сти срав ни те по-
лу чен ные вы ра же ние с ис ход ны ми:

 a) (x ∨ (–t ∧ y)) ∧ ((–x ∧ (–y ∨  t)) ∨ z)) ∨ –z ∨ (x ∨ (y ∧ –t));
 б) ((x ∨ z) ∧ (x ∨ t)) ∧ (((z ∨ (z ∧ y)) ∧ –z) ∨ –x);
 в) (–y ∨ t) ∧ ((–x ∧ z) ∨ (x ∧ z) ∨ (–t ∧ –z) ∨ (x ∧ –z)) ∧ (y ∨ t);
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 г) (x ∨ –z) ∧ (–x ∨ –y) ∧ (–y ∨ z) ∧ (–x ∨ y) ∧ (y ∨ z);
 д) (x ∧ z) ∨ ((y ∨ –t) ∧ (–x ∨ –t) ∧ (t ∨ y) ∧ (–x ∨ t) ∨ (x ∧ –z));
 е) ((–y ∨ –z) ∧ (x ∨ y)) ∨ (t ∧ –z) ∨ (((–y ∧ –x) ∨ z) ∧ (x ∨ y));
 ж) (x ∧ –z) ∨ (–x ∧ –y) ∨ (y ∧ z) ∨ (–x ∧ y) ∨ (z ∧ –y);
 з) ((x ∨ (z ∨ (y ∧ z))) ∧ (–z– –∧– t) ∧ (z ∧ –t)) ∧ (z ∨ (–t ∧ –z) ∨ t);
 и) ((x ∨ –x) ∧ (–y ∨ –t) ∧ (–y ∨ –z) ∧ (–z ∨ t)) ∨ ((–y ∨ z) ∧ (z ∨ t));
 к) (x ∨ –z) ∧ ((–x ∧ t) ∨ (y ∧ t) ∨ (–x ∧ –t) ∨ (y ∧ –t)) ∧ (x ∨ z).

4.5. Дизъюнктивные и конъюктивные 
разложения булевых функций
Тео ре мы раз ло же ния, эле мен тар ные конъ юнк ция и дизъ юнк ция, 
кон сти ту ен ты ну ля и еди ни цы, нор маль ные фор мы

Среди множества эквивалентных формул, представляющих 
выбранную булеву функцию f, выделяется одна формула, которая 
называется  совершенной нормальной формой функции f. Она имеет 
регламентированную логическую структуру и однозначно определя-
ется по функции f (п. 4.6), а ее построение основано на рекуррентном 
применении теорем о специальных разложениях булевой функции 
по переменным, которые приводятся в этом разделе.

Для уп ро ще ния ма те ма ти че ских вы кла док вве дем двоичный 
па ра метр σ и обо зна че ние xσ сле дую щим об ра зом:

x, σ ∈ B = {0, 1},

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
==

.1 если  ,

,0 если  ,

σ
σσ

x

x
x

Мо жем сде лать вы вод, что 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.  ,0

,  ,1

σ
σσ

x

x
x

Непосредственно проверяется, что бинарная  функция f(x, σ) = xσ 
представляется формулой:

xσ = x σ ∨ –x –σ. (4.2)

 Тео ре ма 1.  О дизъ юнк тив ном раз ло же нии бу ле вой 
функ ции f(x

1
, x

2
, …, x

n
) по k пе ре мен ным

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:
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f(x
1
, …, x

k
, x

k +1
, …, x

n
) =

=   ∨   x
1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

k
σk ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, x

k + 1
, …, x

n
). (4.3)

  (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
)

За пись ∨
(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
)
 оз на ча ет мно го крат ную дизъ юнк цию, ко то-

рая бе рет ся по всем воз мож ным на бо рам зна че ний (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
) 

при лю бом k (1 ≤ k ≤ n).
 До ка за тель ст во. Необходимо проверить, что на про из вольной 

ин тер пре та ции (a
1
, a

2
, … a

n
) ле вая и пра вая час ти ра вен ст ва (4.3) 

при ни ма ют оди на ко вые зна че ния. Под ста вив зна че ния a
1
, a

2
, … a

n
 

вме сто x
1
, x

2
, …, x

n
, по лу чим:

f(a
1
, a

2
, … a

n
) =

=   ∨   a
1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧ a

k
σk ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
).

  (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
)

По фор му ле (4.2) мо жем за пи сать, что 

⎩
⎨
⎧

≠

=
=

ii

ii
i a

a
a i

σ
σσ

   ,0

   ,1

 Конъ юнк ция a
1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧ a

k
σk рав на ну лю, ес ли хо тя бы один 

эле мент конъ юнк ции a
i
σi ра вен ну лю, что про изой дет, ес ли a

i
 ≠ σ

i
. 

Если же (a
1
, a

2
, … a

k
) сов па да ет с (σ

1
, σ

2
, …, σ

k
), то a

1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧

∧ a
k
σk  = 1.
Отсюда следует, что

a
1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧ a

k
σk  ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
) = 

= 0 ∧ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
) = 0

при (a
1
, a

2
, … a

k
) ≠ (σ

1
, σ

2
, …, σ

k
). 

Если (a
1
, … a

k
) = (σ

1
, …, σ

k
), то

a
1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧ a

k
σk  ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
) =

= 1 ∧ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
) = f(a

1
, a

2
, … a

n
). 

Ис хо дя из это го, за пи шем зна че ние пра вой час ти то ж де ст ва 
(4.3):

     ∨  a
1
σ1 ∧ a

2
σ2 ∧ … ∧ a

k
σk ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, a

k + 1
, …, a

n
) =

  (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
)

(рас пи шем мно го крат ную дизъ юнк цию ∨ на на бо рах (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
))

= 0 ∨ … ∨ 0 ∨ f(a
1
, a

2
, … a

n
) ∨ 0 ∨ … ∨ 0 = f(a

1
, a

2
, … a

n
).
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 Итак, зна че ние пра вой час ти то ж де ст ва (4.3) сов па да ет со 
зна че ни ем ле вой час ти на произвольной интерпретации. Тео ре ма 
до ка за на. 

При мер. Запишем дизъ юнк тив ное раз ло же ние функ ции

f(x, y, z, t) = (
–
x

–
 
–
∧

–
 
–
y

–
 
–
∨

–
 –z) ∧ t по пе ре мен ным x, z.

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся тео ре мой о раз ло же нии:

f(x, y, z, t) =  ∨  z
1
σ1 ∧ z

2
σ2 ∧ f(σ

1
, y, σ

2
, t) =

 (σ
1
, σ

2
)

= –x ∧ –z ∧ f(0, y, 0, t) ∨ –x ∧ z ∧ f(0, y, 1, t) ∨

∨ x ∧ –zz ∧ f(1, y, 0, t) ∨ x ∧ z ∧ f(1, y, 1, t).

Вы чис лим:

f(0, y, 0, t) = (
–
0

–
 
–
∧

–
 
–
y

–
 
–
∨

–
 
––
0) ∧ t = 0, 

f(0, y, 1, t) = (
–
0

–
 
–
∧

–
 
–
y

–
 
–
∨

–
 
––
1) ∧ t = t,

f(1, y, 0, t) = (
–
1

–
 
–
∧

–
 
–
y

–
 
–
∨

–
 
––
0) ∧ t = 0,

f(1, y, 1, t) = (
–
1

–
 
–
∧

–
 
–
y

–
 
–
∨

–
 
––
1) ∧ t = –y ∧ t.

Под ста вим по лу чен ные зна че ния f(0, y, 0, t), f(0, y, 1, t), 
f(1, y, 0, t), f(1, y, 1, t) в фор му лу дизъ юнк тив но го раз ло же ния по 
пе ре мен ным x, z:

f(x, y, z, t) = –x ∧ –z ∧ 0 ∨ –x ∧ z ∧ t ∨ x ∧ –z ∧ 0 ∨ x ∧ z ∧ (–y ∧ t) =

= –x ∧ z ∧ t ∨ x ∧ z ∧ –y ∧ t.

Рас смот рим след ст вия из тео ре мы 1.
Следствие 1. Дизъ юнк тив ное  раз ло же ние бу ле вой функ ции 

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) по од ной пе ре мен ной.

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∨ x

i
σi ∧ f(x

1
, x

2
, …, x

i – 1
, σ

i
, x

i + 1
, …, x

n
). (4.4)

 σ
i

За пись оз на ча ет, что  дизъ юнк ция бе рет ся по всем зна че ни ям σ
i
, 

то есть 0 и 1. За пись f(x
1
, x

2
, …, x

i – 1
, σ

i
, x

i + 1
, …, x

n
) обо зна ча ет зна-

че ние функ ции на на бо ре x
1
, x

2
, …, x

n
, где вме сто зна че ния пере-

мен ной x
i
 под став ле но σ

i
.

При мер. Рас смот рим функ цию f(x, y, z, t) = (
–
x

–
y

–
 
–
∨

–
 
––z)t. Осу ще ст-

вить дизъ юнк тив ное раз ло же ние этой функ ции по пе ре мен ной x.
Ре ше ние. Вос поль зу ем ся след ст ви ем тео ре мы о раз ло же нии:

f(x, y, z, t) = –x ∧ f(0, y, z, t) ∨ x ∧ f(1, y, z, t).
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Вы чис лим зна че ние функ ции f(x, y, z, t) при x = 0 и x = 1: 

f(0, y, z, t) = (
–
0

–
 
–∧– –y–

 
–∨– –z)t = zt;

f(1, y, z, t) = (
–
1

–
 
–∧– –y–

 
–∨– –z)t = –y ∧ z ∧ t.

Под ста вим по лу чен ные зна че ния f(0, y, z, t) и f(1, y, z, t) 
в форму лу дизъ юнк тив но го раз ло же ния:

f(x, y, z, t) = –x ∧ f(0, y, z, t) ∨ x ∧ f(1, y, z, t) = –xzt ∨ x–yzt.

Следствие 2. Дизъ юнк тив ное  раз ло же ние бу ле вой функ ции 
f(x

1
, x

2
, …, x

n
) по всем n пе ре мен ным.

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) ≠ 0 мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∨ x

1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn.  (4.5)

 (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
)

 f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1

За пись ∨
(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
)

f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1

 оз на ча ет, что  дизъ юнк ция бе рет ся по всем 

на бо рам зна че ний (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
), на ко то рых f(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1.

Действительно, за пи шем со от но ше ние (4.3) для слу чая k = n:

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∨ x

1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
).

 (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
)

За ме тим сле дую щее: 

ес ли f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 0, 

то x
1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
) = 0;

ес ли f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1, 

то x
1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn ∧ f(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
) = x

1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn.

По это му дизъ юнк тив ное раз ло же ние по всем пе ре мен ным со дер-
жит толь ко  конъ юнк ции, со от вет ст вую щие на бо рам (σ

1
, σ

2
, …, σ

n
), 

для ко то рых f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1. 

При мер. Рас смот рим функ цию f(x, y, z) = xy ∨ –z. Осу ще ст вить 
дизъ юнк тив ное раз ло же ние этой функ ции по всем пе ре мен ным. 

Ре ше ние. Оп ре де лим зна че ние функ ции на ка ж дой из ин тер-
пре та ций: 

f(0, 0, 0) = 0 ∧ 0 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,

f(0, 0, 1) = 0 ∧ 0 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,

f(0, 1, 0) = 0 ∧ 1 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,

f(0, 1, 1) = 0 ∧ 1 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,
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f(1, 0, 0) = 1 ∧ 0 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,

f(1, 0, 1) = 1 ∧ 0 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,

f(1, 1, 0) = 1 ∧ 1 ∨ 
–
0 = 1 ∨ 1 = 1,

f(1, 1, 1) = 1 ∧ 1 ∨ 
–
1 = 1 ∨ 0 = 1.

Ис поль зуя фор му лу (4.5), по лу чим:

f(x, y, z) = x0 y0 z0 ∨ x0 y1 z0 ∨ x1 y0 z0 ∨ x1 y1 z0 ∨ x1 y1 z1 =

= –x –y –z ∨ –x y –z ∨ x –y –z ∨ x y –z ∨ x y z.

 Определение
Эле мен тар ной  конъ юнк ци ей на зы ва ет ся конъ юнк ция лю-
бо го чис ла бу ле вых пе ре мен ных, взя тых с  от ри ца ни ем или 
без не го, в ко то рой ка ж дая пе ре мен ная встре ча ет ся не бо лее 
од но го раза. Эле мен тар ной конъ юнк ци ей, со дер жа щей ноль 
пе ре мен ных, бу дем счи тать кон стан ту 1.

При мер. Эле мен тар ны ми конъ юнк ция ми для функ ции от 
од ной пе ре мен ной мо гут быть y, –z, для функ ции от двух пе ре мен-
ных — –x ∧ y, x ∧ –z, для функ ции от трех пе ре мен ных — x ∧ –y ∧ z, 
x ∧ –y ∧ –z, x ∧ y ∧ z и дру гие. 

 Определение
  Дизъ юнк тив ной нор маль ной фор мой (ДНФ) на зы ва ет ся 
фор му ла, пред став лен ная в ви де дизъ юнк ции эле мен тар ных 
конъ юнкций.

 Определение
 Эле мен тар ная конъ юнк ция x

1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

n
σn на зы ва-

ется  кон сти ту ен той  еди ни цы ( мин тер мом) функ ции 
f(x

1
, x

2
, …, x

n
), если f(σ

1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1, то есть интерпретация, 

обращающая в единицу данную элементарную конъюнкцию, 
обращает в единицу и функцию f. 

Кон сти ту ен та еди ни цы об ла да ет сле дую щи ми свой ст ва ми: 
1. Кон сти ту ен та еди ни цы рав на еди ни це толь ко на со от вет с т-

вую щей ей ин тер пре та ции.
2. Значение кон сти ту ен ты еди ни цы од но знач но оп ре де ля ет ся 

но ме ром со от вет ст вую щей ин тер пре та ции.
3. Конъ юнк ция лю бо го чис ла раз лич ных кон сти ту ент еди ни-

цы функ ции рав на ну лю.

При мер.  Эле мен тар ная конъ юнк ция x ∧ –y яв ля ет ся кон сти ту ен-
той еди ни цы функ ции двух пе ре мен ных f(x, y) на ин тер пре та ции 
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(1, 0), так как x ∧ –y = x1 ∧ y0 и x ∧ –y = 1.  Эле мен тар ная  конъ юнк ция 
x ∧ y ∧ z яв ля ет ся кон сти ту ен той  еди ни цы функ ции трех пе ре-
мен ных f(x, y, z) на ин тер пре та ции (1, 1, 1), так как x ∧ y ∧ z =
= x1 ∧ y1 ∧ z1 и x ∧ y ∧ z = 1. 

 Определение
Со вер шен ной  дизъ юнк тив ной нор маль ной фор мой (СДНФ) 
бу ле вой функ ции на зы ва ет ся фор му ла, пред став лен ная в ви де 
дизъ юнк ции кон сти ту ент еди ни цы дан ной функ ции.

СДНФ функ ции яв ля ет ся ре зуль та том дизъ юнк тив но го раз-
ло же ния функ ции по всем пе ре мен ным и со от вет ст ву ет фор му ле 
(4.5). Как вид но из оп ре де ле ния, СДНФ функ ции со дер жит толь ко 
∧, ∨, –, сле до ва тель но, при ме нив к СДНФ  прин цип двой ст вен но сти, 
мож но по лу чить двой ст вен ное пред став ле ние, ко то рое на зы ва ет ся 
конъ юнк тив ным раз ло же ни ем.

 Тео ре ма 2.  О конъ юнк тив ном раз ло же нии бу ле вой 
функ ции f(x

1
, x

2
, …, x

n
) по k пе ре мен ным

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:

f(x
1
, …, x

k
, x

k + 1
, …, x

n
) =

= ∧ x
1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
k

–σk ∨ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

k
, x

k + 1
, …, x

n
). (4.6)

 (σ
1
,σ

2
,…,σ

k
)

За пись ∧
(σ

1
,σ

2
,…,σ

k
)
 оз на ча ет, что конъ юнк ция бе рет ся по всем воз-

мож ным на бо рам зна че ний (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
).

 До ка за тель ст во. До ка жем тео ре му, ис поль зуя прин цип двой с-
т вен но сти и то ж де ст во (4.3). За пи шем дизъ юнк тив ное раз ло же ние 
функ ции f*(x

1
, x

2
, …, x

n
), двой ст вен ной функ ции f(x

1
, x

2
, …, x

n
).

f*(x
1
, x

2
, …, x

n
) = 

= ∨ x
1
σ1 ∧ x

2
σ2 ∧ … ∧ x

k
σk ∧ f*(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, x

k
 
+
 
1
, …, x

n
).

    (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
)

Тождество,  двойственное к последнему, имеет вид:

f**(x
1
, x

2
, …, x

n
) = 

= ∧ (x
1
σ1)* ∨ (x

2
σ2)* ∨ … ∨ (x

k
σk)* ∨ f**(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
, x

k
 
+
 
1
, …, x

n
).

     (σ
1
, σ

2
, …, σ

k
)
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В ле вой час ти ра вен ст ва по лу ча ем f(x
1
, x

2
, …, x

n
). В правой 

части перейдем к двой ст вен ным вы ра же ниям для x
i
σi. Для это го 

за пи шем фор му лу (4.2) и най дем двой ст вен ную ей пу тем за ме ны 
всех вхо дя щих в нее функ ций на двой ст вен ные: 

(x
i
σi)* = (x

i
σ

i
 ∨ –x

i
–σ

i
)* = (x

i
 ∨ σ

i
)(–x

i
 ∨ –σ

i
) =

= x
i
–σ

i
 ∨ –x

i
σ

i
 = x

i
(–σ

i
) ∨ –x

i
(––σ

i
) = x

i

–σi.

 Таким образом, равенство с f** принимает форму (4.6), что 
и требовалось доказать. 

При мер. Рас смот рим конъ юнк тив ное раз ло же ние функ ции 
f(x, y, z, t) = (xy ∨ –z)t по пе ре мен ным x, t.

Ре ше ние. По формуле (4.6) имеем:

f(x, y, z, t) = (x
–
0 ∨ t

–
0 ∨ f(0, y, z, 0))(x

–
0 ∨ t

–
1 ∨

∨ f(0, y, z, 1))(x
–
1 ∨ t

–
0 ∨ f(1, y, z, 0))(x

–
1 ∨ t

–
1 ∨ f(1, y, z,1)) =

= (x ∨ t ∨ f(0, y, z, 0))(x ∨ –t ∨ f(0, y, z, 1))(–x ∨ t ∨

∨ f(1, y, z, 0))(–x ∨ –t ∨ f(1, y, z, 1)).

Используя формулы

f(0, y, z, 0) = (0 ∧ y ∨ –z) ∧ 0 = 0, 

f(0, y, z, 1) = (0 ∧ y ∨ –z) ∧ 1 = –z,

f(1, y, z, 0) = (1 ∧ y ∨ –z) ∧ 0 = 0,

f(1, y, z, 1) = (1 ∧ y ∨ –z) ∧ 1 = y ∨ –z,

которые индуцирует  функция f при специальных значениях 
переменных x, t, получим искомое конъюктивное разложение:

f(x, y, z, t) = (x ∨ t ∨ 0)(x ∨ –t ∨ –z)(–x ∨ t ∨ 0)(–x ∨ –t ∨ (y ∨ –z)) =

= (x ∨ t)(x ∨ –t ∨ –z)(–x ∨ t)(–x ∨ –t ∨ y ∨ –z).

Следствие 3. Конъ юнк тив ное  раз ло же ние бу ле вой функ ции 
f(x

1
, x

2
, …, x

n
) по од ной пе ре мен ной.

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∧ x

i

–σi
 ∨ f(x

1
, x

2
, … x

i
 
–
 
1
, σ

i
, x

i
 
+
 
1
, …, x

n
). (4.7)

 σ
i

За пись ∧
σ

i

 оз на ча ет, что  конъ юнк ция бе рет ся по двум воз-

мож ным зна че ни ям σ
i
, то есть 0 и 1. Индекс i является фиксиро-

ванным.
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При мер. По лу чить конъ юнк тив ное раз ло же ние функ ции 
f(x, y, z) = xy ∨ –z по пе ре мен ной x.

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся предыдущим след ст ви ем:

f(x, y, z) = (x
–
0 ∨ f(0, y, z)) ∧ (x

–
1 ∨ f(1, y, z)) =

= (x ∨ f(0, y, z)) ∧ (–x ∨ f(1, y, z)) =

= (x ∨ 0 ⋅ y ∨ –z )(–x ∨ 1 ⋅ y ∨ –z ) = (x ∨ –z )(–x ∨ y ∨ –z ).

Следствие 4. Конъ юнк тив ное  раз ло же ние бу ле вой функ ции 
f(x

1
, x

2
, …, x

n
) по всем пе ре мен ным.

Лю бую бу ле ву функ цию f(x
1
, x

2
, …, x

n
) ≠ 1 мож но пред ста вить 

в сле дую щей фор ме:

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∧ x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn. (4.8)
 (σ

1
, σ

2
, …, σ

n
)

 f(σ
1
, σ

2
, …,  σ

n
) = 0

В правой части  конъ юнк ция бе рет ся по всем на бо рам зна че ний 
(σ

1
, σ

2
, …, σ

k
), на ко то рых f(x

1
, x

2
, …, x

n
) = 0.

Рас смот рим, ка ким об ра зом фор му ла (4.8) по лу че на из фор му-
лы (4.6). При k = n

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = ∧ x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn ∨ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
).

 (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
)

Ес ли f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 0, то x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn ∨ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) =

= x
1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn,

ес ли f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1, то x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn ∨ f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 1.

По это му конъ юнк тив ное раз ло же ние по всем пе ре мен ным со-
держит толь ко дизъ юнк ции, со от вет ст вую щие на бо рам (σ

1
, σ

2
, …, σ

n
), 

для ко то рых f(σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) = 0. 

При мер. По лу чить конъ юнк тив ное раз ло же ние функ ции 
f(x, y, z) = xy ∨ –z по всем пе ре мен ным. 

Ре ше ние. Оп ре де лим зна че ние функ ции на ка ж дой из ин тер-
пре та ций: 

f(0, 0, 0) = 0 ∧ 0 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,

f(0, 0, 1) = 0 ∧ 0 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,

f(0, 1, 0) = 0 ∧ 1 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,

f(0, 1, 1) = 0 ∧ 1 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,

f(1, 0, 0) = 1 ∧ 0 ∨ 
–
0 = 0 ∨ 1 = 1,
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f(1, 0, 1) = 1 ∧ 0 ∨ 
–
1 = 0 ∨ 0 = 0,

f(1, 1, 0) = 1 ∧ 1 ∨ 
–
0 = 1 ∨ 1 = 1,

f(1, 1, 1) = 1 ∧ 1 ∨ 
–
1 = 1 ∨ 0 = 1.

По фор му ле (4.8) по лу чаем 

f(x, y, z) = (x1 ∨ y1 ∨ z0)(x1 ∨ y0 ∨ z0)(x0 ∨ y1 ∨ z0) =

= (x ∨ y ∨ –z)(x ∨ –y ∨ –z)(  –x ∨ y ∨ –z).

 Определение
Эле мен тар ной дизъ юнк ци ей на зы ва ет ся  дизъ юнк ция лю-
бо го чис ла бу ле вых пе ре мен ных, взя тых с от ри ца ни ем или 
без не го, в ко то рой ка ж дая пе ре мен ная встре ча ет ся не бо лее 
од но го раза. Эле мен тар ной дизъ юнк ци ей, со дер жа щей ноль 
пе ре мен ных, бу дем счи тать кон стан ту 0.

При мер. Эле мен тар ны ми  дизъ юнк ция ми от од ной, двух и бо-
лее пе ре мен ных являются: y, –z, –x ∨ y, x ∨ –z, –x ∨ y ∨ z, x ∨ –y ∨ –z, 
x ∨ y ∨ z и т.п.

 Определение
Конъ юнк тив ной нор маль ной фор мой ( КНФ) на зы ва ет ся 
фор му ла, пред став лен ная в ви де  конъ юнк ции эле мен тар-
ных дизъ юнк ций.

 Определение
 Эле мен тар ная  дизъ юнк ция x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn на зы ва ет ся  кон-

сти ту ен той ну ля ( мак стер мом) функ ции f(x
1
, x

2
, …, x

n
), 

ес ли f(σ
1
,  σ

2
, …,  σ

n
) = 0, то есть интерпретация, обращающая 

в нуль данную элементарную дизъюнкцию, обращает в нуль 
и функцию f.

Кон сти ту ен та ну ля об ла да ет сле дую щи ми свой ст ва ми: 

1. Кон сти ту ен та ну ля рав на ну лю толь ко на со от вет ст вую щей ей 
ин тер пре та ции.

2. Кон сти ту ен та ну ля од но знач но оп ре де ля ет ся но ме ром со от ветс-
т вую щей ей ин тер пре та ции.

3.  Дизъ юнк ция лю бо го чис ла раз лич ных кон сти ту ент ну ля функ-
ции рав на еди ни це.

При мер.  Эле мен тар ная дизъ юнк ция x ∨ –y яв ля ет ся кон сти-
ту ен той ну ля функ ции двух пе ре мен ных f(x, y) на ин тер пре-
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та ции (0, 1), так как x ∨ –y = x1 ∨ y0 = x
–
0 ∨ y

–
1, сле до ва тель но, 

на интерпретации (x, y) = (0, 1) выполнено равенство x ∨ –y =
= 0.  Эле мен тар ная  дизъ юнк ция x ∨ y ∨ z яв ля ет ся кон сти ту ен-
той ну ля функ ции трех пе ре мен ных f(x, y, z) на ин тер пре та ции 
(0, 0, 0). Действительно, x ∨ y ∨ z = x1 ∨ y1 ∨ z1 = x

–
0 ∨ y

–
0 ∨ z

–
0, сле-

до ва тель но, дизъ юнк ция x ∨ y ∨ z равна нулю на ин тер пре та ции 
(0, 0, 0) = (x, y, z).

 Определение
Со вер шен ной конъ юнк тив ной нор маль ной фор мой ( СКНФ) 
функ ции на зы ва ет ся фор му ла, пред став лен ная в ви де  конъ-
юнк ции кон сти ту ент ну ля дан ной функ ции.

СКНФ функ ции яв ля ет ся ре зуль та том конъ юнк тив но го раз ло-
же ния функ ции по всем пе ре мен ным и со от вет ст ву ет фор му ле (4.8). 
Из ана ли за фор мул (4.5) и (4.8), со от вет ст вую щих  СДНФ и СКНФ 
функ ции, мож но сде лать сле дую щие вы во ды:

1. Для ка ж дой бу ле вой функ ции f(x
1
, x

2
, …, x

n
), не яв ляю щей ся 

кон стан той ну ль, су ще ст ву ет пред став ле ние в ви де СДНФ.

2. Для ка ж дой бу ле вой функ ции f(x
1
, x

2
, …, x

n
), не яв ляю щей ся кон-

стан той еди ни ца, су ще ст ву ет пред став ле ние в ви де СКНФ.

3. Две раз лич ные бу ле вы функ ции не мо гут иметь оди на ко вые 
СДНФ или СКНФ. 

4. Для ка ж дой бу ле вой функ ции f(x
1
, x

2
, …, x

n
) су ще ст ву ет пред-

став ле ние в ви де фор му лы бу ле вой ал геб ры, со дер жа щей толь ко 
опе ра ции дизъ юнк ции, конъ юнк ции и от ри ца ния.

 Вопросы

1. За пи ши те фор му лы дизъ юнк тив но го раз ло же ния бу ле вых функ-
ций от n пе ре мен ных по k пе ре мен ным (k < n) по всем n пе ре мен-
ным, по од ной пе ре мен ной.

2. За пи ши те фор му лы конъ юнк тив но го раз ло же ния бу ле вых функ-
ций от n пе ре мен ных по k пе ре мен ным (k < n) по всем n пе ре мен-
ным, по од ной пе ре мен ной.

3. Дай те оп ре де ле ния сле дую щих по ня тий: эле мен тар ная конъ-
юнк ция, эле мен тар ная дизъ юнк ция, кон сти ту ен та еди ни-
цы, кон сти ту ен та ну ля. Ка ким об ра зом эти по ня тия свя за ны 
с дизъ юнктив ным и конъ юнк тив ным раз ло же ни ем бу ле вых 
функ ций?
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4. Ка ки ми свой ст ва ми об ла да ют кон сти ту ен ты еди ни цы и кон сти-
ту ен ты ну ля?

5. Сфор му ли руй те оп ре де ле ния по ня тий нор маль ных и со вер шен-
ных нор маль ных форм бу ле вых функ ций. Объ яс ни те их связь 
с дизъ юнк тив ным и конъ юнк тив ным раз ло же ни ем бу ле вых 
функ ций.

 Задания
1. Вы пи ши те кон сти ту ен ты еди ни цы бу ле вой функ ции f(x

1
, x

2
, x

3
, x

4
) 

из сле дую ще го спи ска эле мен тар ных конъ юнк ций: 
 a) x

1
–x

2
–x

3
;  б) x

1
–x

2
–x

1
;  в) x

4
x

2
–x

3
x

1
;  г) x

1
.

2. Вы пи ши те кон сти ту ен ты ну ля бу ле вой функ ции f(x
1
, x

2
, x

3
, x

4
) 

из сле дую ще го спи ска эле мен тар ных дизъ юнк ций: 
 а) x

1
 ∨ – x

3
 ∨ x

5
;  б) x

4
 ∨ x

2
 ∨ –x

3
;  в) –x

1
 ∨  –x

2
 ∨  –x

3
 ∨  –x

4
;  г) –x

1
.

3. Най ти дизъ юнк тив ное раз ло же ние сле дую щих функ ций по пе-
ре мен ным x, z:

 a) (yx ∨ x–z)(x ∨ –yz(z ∨ –xy));
 б) ((x ∨ (z ∨ yz)))(z ∨ –x –z ∨ y);
 в) ((x ∨ –y)(–y ∨ –z )(–z ∨ x)) ∨ ((–y ∨ z));
 г) (x ∨ –z)(–xt ∨ yt ∨ –x–t ∨ y–t)(x ∨ z);
 д) (xy ∨ x–y) ∨ ((–x ∨ y)(z ∨ –t )(–x ∨ –y)(t ∨ z)).
4. Най ти конъ юнк тив ное раз ло же ние сле дую щих функ ций по пе-

ре мен ным x, z:
 a) (xz ∨ y)(x–y ∨  –x –y ∨ –z)(x ∨ –y);
 б) ((y ∨ z)(t ∨  y–z)) ∨ –t –x ∨ ((z ∨ y)(–t ∨  –z));
 в) yt ∨ ((z ∨ –t)(x ∨ z)(–t ∨ –z)(x ∨ –z)) ∨ –yt;
 г) (–z ∨ t)(t ∨ x) ∨ (–z ∨ –x)(–z ∨ –t)(–t ∨ z);
 д) x–t ∨ ((–z –y) ∨ t)(z ∨ y)) ∨ ((–t ∨ –z)(z ∨ y));
 е) (((t ∨ –t z) –t) ∨ –y)((y ∨ t)(y ∨ x));
 ж) ((z ∨ –x)(–x ∨ –t)(x ∨ z)(–y ∨ x)) ∨ y–t ∨ yt;
 з) (t ∨ –x–t ∨ x)(y ∨ (t ∨ tz))–z––xt;
 и) –z –y ∨ tz ∨ –yz ∨ t–z ∨ y–t.

4.6. Нор маль ные фор мы пред став ле ния 
бу ле вых функ ций
Ал го рит мы пе ре хо да от таб лиц ис тин но сти бу ле вых функ ций 
к СДНФ/СКНФ и на обо рот, ал го рит мы пе ре хо да от 
про из воль ной фор му лы к СКНФ и СДНФ

Для ка ж дой ин тер пре та ции функ ции име ют ся един ст вен-
ные со от вет ст вую щие ей кон сти ту ен та еди ни цы и   кон сти ту ен та 
ну ля. По это му раз лич ных кон сти ту ент еди ни цы и ну ля для функ-
ции n пе ре мен ных f(x

1
, x

2
, …, x

n
) име ет ся столь ко же, сколь ко 
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и ин терпре та ций этой функ ции — 2n. Под счи та ем, сколь ко су ще ст ву-
ет раз лич ных  СДНФ и  СКНФ для бу ле вых функ ций n пе ре мен ных. 
СДНФ функ ции n пе ре мен ных мож но пред ста вить в ви де: 

f(x
1
, x

2
, …, x

n
) = f

0
 ∧ M

0
 ∨ f

1
 ∧ M

1
 ∨ … ∨ f

2
n

 – 1
 ∧ M

2
n

 – 1
,

где f
i
 — зна че ние функ ции f(x

1
, x

2
, …, x

n
) на i-ой ин тер пре та ции;

M
i
 — кон сти ту ен та еди ни цы, со от вет ст вую щая i-ой ин тер пре-

та ции. 
По сколь ку M

0
, M

1
, …, M

2
n

 – 1
 оди на ко вы для всех функ ций n 

пе ре мен ных, то вид СДНФ за ви сит от на бо ра 2n бу ле вых кон стант 
(f

0
, f

1
, …, f

2
n

 – 1
). Из это го сле ду ет, что ко ли че ст во раз лич ных СДНФ 

рав но ко ли че ст ву упо ря до чен ных на бо ров 2n бу ле вых кон стант 
и рав но 22

n

 (п. 4.1). Ко ли че ст во раз лич ных бу ле вых функ ций от n 
пе ре мен ных так же со став лет 22

n

 (п. 4.1). Сле до ва тель но, для ка ж-
дой бу ле вой функ ции су ще ст ву ет един ст вен ная СДНФ. Ана ло гич но 
до ка зы ва ет ся, что раз лич ных СКНФ функ ции от n пе ре мен ных 
су ще ст ву ет 22

n

 и, сле до ва тель но, ка ж дой бу ле вой функ ции со от вет-
ст ву ет един ст вен ная СКНФ.

При мер. За пи шем кон сти ту ен ты еди ни цы и ну ля, со от вет-
ст вующие ин тер пре та ци ям функ ций трех пе ре мен ных (таб ли-
ца 4.19).

 Таб ли ца 4.19. Кон сти ту ен ты ну ля и еди ни цы функ ций 
трех пе ре мен ных

Но мер
ин тер пре та ции

Ин тер пре та ция
Кон сти ту ен та

еди ни цы
Кон сти ту ен та

ну ля
x

1
x

2
x

3

0 0 0 0 –x –y –z x ∨ y ∨ z

1 0 0 1 –x –y z x ∨ y ∨ –z

3 0 1 1 –x y z x ∨ –y ∨ –z

4 1 0 0 x –y –z –x ∨ y ∨ z

5 1 0 1 x –y z –x ∨ y ∨ –z

6 1 1 0 x y –z –x ∨ –y ∨ z

7 1 1 1 x y z –x ∨ –y ∨ –z

Ал го ритм пе ре хо да от таб ли цы ис тин но сти бу ле вой 
функ ции к СДНФ

 1. Вы де лить все ин тер пре та ции (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
), на ко то рых 

зна че ние функ ции рав но еди ни це.
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2. За пи сать кон сти ту ен ты еди ни цы ви да x
1

σ1 ∧ x
2

σ2 ∧ … ∧ x
n

σn, 
со от вет ст вую щие от ме чен ным ин тер пре та ци ям.

3. По лу чить  СДНФ функ ции по сред ст вом со еди не ния опе ра ци-
ей дизъ юнк ции за пи сан ных кон сти ту ент еди ни цы.

Ал го ритм пе ре хо да от таб ли цы ис тин но сти бу ле вой 
функ ции к  СКНФ

 1. Вы де лить все ин тер пре та ции (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
), на ко то рых 

зна че ние функ ции рав но ну лю.
2. За пи сать кон сти ту ен ты ну ля ви да x

1

–σ1 ∨ x
2

–σ2 ∨ … ∨ x
n

–σn, со от-
вет ст вую щие вы де лен ным ин тер пре та ци ям.

3. За пи сав  конъ юнк цию кон сти ту ент ну ля, по лу чить СКНФ 
функ ции.

При мер. По лу чить СДНФ для функ ций f
13

(x, y) и f
8
(x, y) 

(таблицы 4.20, 4.21).
Ре ше ние. По стро им СДНФ за дан ных функ ций, ис поль зуя вы-

ше опи сан ный ал го ритм. На пер вом ша ге по стро им таб ли цу ис тин-
но сти бу ле вой функ ции f

13
(x, y) (таблица 4.20).

Таб ли ца 4.20. Функ ция f
13

(x, y)

x y f
13

(x, y)

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Для по лу че ния СДНФ от ме тим ин тер пре та ции, на ко то рых 
f

13
(x, y) = 1, за пи шем со от вет ст вую щие кон сти ту ен ты еди ни цы, 

объ е ди нив их зна ком дизъ юнк ции (см. формулу (4.5)):

f
13

(x, y) = x0 y0 ∨ x0 y1 ∨ x1 y1 = –x –y ∨ –xy ∨ xy.

Перейдем к СДНФ функ ции f
8
(x, y) с таб ли цей ис тин но сти 

(таблица 4.21).
Таб ли ца 4.21. Функ ция f

8
(x, y)

x y f
8
(x, y)

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0
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Дан ная  функ ция рав на еди ни це толь ко на од ной ин тер пре та ции, 
ко то рая со от вет ст ву ет кон сти ту ен те еди ни цы, сле до ва тель но: 

f
8
(x, y) = x0 y0 = –x –y.

При мер. По лу чить  СКНФ для функ ций f
13

(x, y) и f
8
(x, y).

Ре ше ние. Функ ция f
13

 рав на ну лю на един ст вен ном на бо ре (1, 0) 
(см. таблицу 4.20). За пи сав со от вет ст вую щую это му на бо ру кон сти-
ту ен ту ну ля, по лу чим СКНФ функ ции f

13
 согласно алгоритму: 

f
13

(x, y) = x
–
1 ∨ y

–
0 = x0 ∨ y1 = –x ∨ y.

Для по лу че ния СКНФ функ ции f
8
(x, y) вы пи шем все три кон-

сти ту ен ты ну ля (см. таблицу 4.21), объ е ди нив их зна ком  конъ-
юнкции:

f
8
(x, y) = (x

–
0 ∨ y

–
1) (x

–
1 ∨ y

–
0) (x

–
1 ∨ y

–
1) = (x ∨ –y) (–x ∨ y) (–x ∨ –y).

Ко ли че ст во ин тер пре та ций, на ко то рых функ ция рав на еди ни-
це, рав но ко ли че ст ву кон сти ту ент еди ни цы в  СДНФ этой функ ции. 
Ана ло гич но ко ли че ст во ин тер пре та ций, на ко то рых функ ция рав на 
ну лю, рав но ко ли че ст ву кон сти ту ент ну ля в СКНФ этой функ ции. 
По это му для функ ций, рав ных ну лю на бо лее чем по ло ви не ин тер-
пре та ций, вы год нее стро ить СДНФ, чем СКНФ. Дей ст ви тель но, 
в дан ном слу чае СДНФ бу дет со дер жать мень ше сим во лов пе ре-
мен ных и зна ков опе ра ций, чем СКНФ. И на обо рот, для функ-
ций, рав ных еди ни це на боль шин ст ве ин тер пре та ций, вы год нее 
стро ить СКНФ.

По лу че ние таб ли цы ис тин но сти функ ции, за дан ной СДНФ 
или СКНФ, пред став ля ет со бой про це ду ру, об рат ную рас смот рен-
ной вы ше.

При мер. Для функ ции f(x, y, z) = x y –z ∨ –x y z ∨ –x –y –z, за дан ной 
СДНФ, по стро ить ее таб ли цу ис тин но сти.

Ре ше ние. Дан ная функ ция со дер жит три кон сти ту ен ты еди ни-
цы — x ∧ y ∧ –z, –x ∧ y ∧ z, –x ∧ –y ∧ –z, ко то рым со от вет ст ву ют ин тер-
пре та ции (1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 0). На дан ных ин тер пре та ци ях 
функ ция рав на еди ни це, на ос таль ных — ну лю. За пи шем ука зан ные 
зна че ния функ ции в столбец f(x, y, z) (таб лица 4.22). Столбцы x, 
y, z, f(x, y, z) образуют таблицу истинности функции f.

При мер. Для функ ции g(x, y, z) = (x ∨ y ∨ –z)(–x ∨ y ∨ z)(–x ∨ –y ∨ –z), 
за дан ной СКНФ, по стро ить ее таб ли цу ис тин но сти.

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся вы ше опи сан ным ал грит мом. Кон-
сти туен там ну ля x ∨ y ∨ –z, –x ∨ y ∨ z, –x ∨ –y ∨ –z дан ной функ ции 
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со от вет ст ву ют ин тер пре та ции (0, 0, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 1). На 
пере чис лен ных ин тер пре та ци ях  функ ция рав на ну лю, на ос таль-
ных — еди ни це. За пи сы ва ем дан ные зна че ния функ ции в столбец 
g(x, y, z) (таблица 4.22). Столбцы x, y, z, g(x, y, z) образуют таблицу 
истинности функции g.

Таб ли ца 4.22. Таб ли ца ис тин но сти f(x, y, z) и g(x, y, z) 

x y z f(x, y, z) g(x, y, z)

0 0 0 1 1

0 0 1 0 0

0 1 0 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 1 0 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

Ал го ритм пе ре хо да от про из воль ной фор му лы ал геб ры 
ло ги ки к  СДНФ 

 1. Ис клю чить кон стан ты, ис поль зуя за ко ны дей ст вий с кон-
стан та ми.

2. Опус тить зна ки от ри ца ния не по сред ст вен но на пе ре мен ные, 
ис поль зуя  за ко ны  де Мор га на.

3. Ис поль зуя ди ст ри бу тив ный за кон, рас крыть скоб ки. К по-
лу чен ным эле мен тар ным  конъ юнк ци ям при ме нить за ко ны  идем-
по тент но сти и  про ти во ре чия, уп ро стить их и при вес ти по доб ные. 
Ре зуль та том вы пол не ния ука зан ных дей ст вий яв ля ет ся по лу че ние 
ДНФ бу ле вой функ ции.

4. По стро ить кон сти ту ен ты еди ни цы функ ции вве де ни ем в каж-
дую эле мен тар ную конъ юнк цию не дос таю щих пе ре мен ных, ис поль-
зуя за кон  ис клю чен но го третье го. 

5. С по мо щью ди ст ри бу тив но го за ко на рас крыть скоб ки и при-
вес ти по доб ные, ис поль зуя за кон идем по тент но сти. По лу чен ная 
фор му ла со от вет ст ву ет СДНФ функ ции. 

Ал го ритм пе ре хо да от про из воль ной фор му лы ал геб ры 
ло ги ки к  СКНФ 

 1. Ис клю чить кон стан ты, ис поль зуя за ко ны дей ст вий с кон-
стан та ми.
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2. Опус тить зна ки от ри ца ния не по сред ст вен но на пе ре мен ные, 
ис поль зуя  за ко ны  де Мор га на.

3. По сред ст вом ис поль зо ва ния ди ст ри бу тив но го за ко на, при-
вес ти функ цию к ви ду  конъ юнк ции эле мен тар ных дизъ юнк ций. 
К по лу чен ным эле мен тар ным  дизъ юнк ци ям при ме нить за ко ны 
 идем по тент но сти и  ис клю чен но го третье го, уп ро стить их и при-
вес ти по доб ные. Ре зуль та том вы пол не ния ука зан ных дей ст вий 
яв ля ет ся по лу че ние  КНФ бу ле вой функ ции.

4. По стро ить кон сти ту ен ты ну ля функ ции вве де ни ем в ка ж дую 
эле мен тар ную дизъ юнк цию не дос таю щих пе ре мен ных, ис поль зуя 
за кон  про ти во ре чия.

5. С по мо щью ди ст ри бу тив но го за ко на при вес ти функ цию 
к виду конъ юнк ции кон сти ту ент ну ля и уп ро стить фор му лу, ис-
поль зуя за кон идем по тент но сти. По лу чен ная фор му ла яв ля ет ся 
 СКНФ функ ции.

При мер. По стро ить  СДНФ функ ции 

f(x, y, z) = xy ∨ 
–
(
–
x

–
 
–
(

––y
–
 
–∨–
 
–
z

–
)
–
 
–∨–
 
–
y

–
z).

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся предпоследним ал горит мом. Опус ка ем 
от ри ца ния на пе ре мен ные, ис поль зуя  за ко ны де Мор га на:

xy ∨ 
–
(
–
x

–
 
–
(

––y
–
 
–∨–
 
–
z

–
)
–
 
–∨–
 
–
y

–
z) = xy ∨ 

–
(
–
x

–
 
–
(

––y
–
 
–∨–
 
–
z))(

–
y

–
z) =

= xy ∨ (  –x ∨ 
–
(
––y
–
 
–∨–
 
–
z))(  –y ∨ –z) = xy ∨ (–x ∨ (y–z))(  –y ∨ –z).

По стро им ДНФ, ис поль зуя ди ст ри бу тив ный за кон, за ко ны 
идем по тент но сти и про ти во ре чия:

xy ∨ (  –x ∨ (y–z))(  –y ∨ –z) = xy ∨ (  –x –y ∨ y–z –y ∨ –x –z ∨ y–z –z) =

= xy ∨ –x –y ∨ 0 ∨ –x –z ∨ y–z = xy ∨ –x –y ∨ –x –z ∨ y–z.

Дан ная  функ ция за ви сит от трех пе ре мен ных, по это му в эле мен-
тар ные конъ юнк ции не об хо ди мо вве сти не дос таю щие пе ре мен ные, 
ис поль зуя за кон ис клю чен но го третье го:

xy ∨ –x –y ∨ –x –z ∨ y–z = xy(z ∨ –z) ∨ –x –y(z ∨ –z) ∨ –x(y ∨ –y)–z ∨ (x ∨ –x)y–z.

Ис поль зуя ди ст ри бу тив ный за кон, рас кро ем скоб ки и при ве дем 
по доб ные для по лу че ния СДНФ:

xyz ∨ xy–z ∨ –x –yz ∨–x –y –z ∨ –xy–z ∨ –x –y –z ∨ xy–z ∨ –xy–z =

= xyz ∨ xy–z ∨ –x –yz ∨ –x –y –z ∨ –xy–z.

По лу че на СДНФ за дан ной функ ции: 

f(x, y, z) = xyz ∨ xy–z ∨ –x –yz ∨ –x –y –z ∨ –xy–z.
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При мер. По стро ить СКНФ функ ции 

f(x, y, z) = xy ∨ 
–
(
–
x

–
 
–
(

––y
–
 
–∨–
 
–
z

–
)
–
 
–∨–
 
–
y

–
z).

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся последним ал го рит мом. Как в пре ды-
дущем при ме ре, опус тим от ри ца ния не по сред ст вен но на пе ре мен ные 
и, ис поль зуя  за ко ны  де Мор га на, по лу чим: 

f(x, y, z) = xy ∨ (  –x ∨ (y –z))(  –y ∨ –z).

По стро им  КНФ, ис поль зуя ди ст ри бу тив ный за кон, за ко ны 
 идем по тент но сти и  ис клю чен но го третье го:

xy ∨ (  –x ∨ (y–z))(  –y ∨ –z) = xy ∨ (  –x ∨ y)(  –x ∨  –z)(  –y ∨ –z) =

= (x ∨ (  –x ∨ y)(  –x ∨  –z)(  –y ∨ –z))(y ∨ (  –x ∨ y)( –x ∨  –z)(  –y ∨ –z)) =

= (x ∨  –x ∨ y)(x ∨  –x ∨  –z)( x ∨  –y ∨ –z)(y ∨  –x ∨ y)( y ∨  –x ∨  –z)(y ∨  –y ∨ –z) =

= 1 ⋅  1 ⋅ ( x ∨  –y ∨ –z)(y ∨  –x)(y ∨  –x ∨  –z) ⋅  1 = (x ∨  –y ∨ –z)(y ∨  –x)(y ∨  –x ∨  –z).

Дан ная  функ ция за ви сит от трех пе ре мен ных, сле до ва тель но, 
в эле мен тар ную дизъ юнк цию (y ∨ –x) не об хо ди мо вве сти не дос тающую 
пе ре мен ную z, ис поль зуя за кон  про ти во ре чия. По сле че го, ис поль-
зуя ди ст ри бу тив ный за кон, сле ду ет при вес ти функ цию к ви ду  конъ-
юнк ции кон сти ту ент ну ля:

(x ∨  –y ∨ –z)(y ∨  –x)( y ∨  –x ∨  –z) = (x ∨  –y ∨ –z)(  –x ∨ y ∨ z–z)(–x ∨ y ∨ –z) =

= (x ∨  –y ∨ –z)( –x ∨ y ∨ z)( –x ∨ y ∨ –z)(–x ∨ y ∨ –z).

По сле при ве де ния по доб ных с по мо щью за ко на идем по тент но-
сти по лу ча ем  СКНФ: 

f(x, y, z) = (x ∨  –y ∨ –z)( –x ∨ y ∨ z)( –x ∨ y ∨ –z).

 Вопросы
1. Сколь ко су ще ст ву ет кон сти ту ент еди ни цы и ну ля для функ ции 

n пе ре мен ных?

2. Ка ким об ра зом для за дан ной ин тер пре та ции бу ле вой функ ции 
стро ят ся со от вет ст вую щие им кон сти ту ен ты еди ни цы, ну ля? 

3. Опи ши те ал го рит мы пе ре хо да от таб ли цы ис тин но сти бу ле вой 
функ ции к СДНФ и СКНФ.

4. Объ яс ни те ал го ритм пе ре хо да от СДНФ бу ле вой функ ции к таб-
ли це ис тин но сти.

5. Опи ши те ал го ритм пе ре хо да от СКНФ бу ле вой функ ции к таб-
ли це ис тин но сти. 

6. Дай те срав ни тель ную ха рак те ри сти ку ал го рит мов пе ре хо да от 
про из воль ной фор му лы бу ле вой функ ции к СДНФ и СКНФ.
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 Задания
1. Най ти ДНФ функ ции, за дан ной фор му лой (x(–x → y)) → y.

2. По лу чить КНФ фор му лы (–x– –∨– –y)(x → y).

3. По стро ить таб ли цы ис тин но сти для функ ций, за дан ных СКНФ:
 a) f

1
(x, y, z) = (  –x ∨ y ∨  –z)(x ∨ –y ∨ z)(x ∨ y ∨ –z);

 б) f
2
(x, y, z) = (  –x ∨ y ∨  z)(x ∨ –y ∨ –z)(  –x ∨ –y ∨ z);

 в) f
3
(x, y, z) = (  –x ∨ –y ∨  –z)(x ∨ y ∨ z)(  –x ∨ y ∨ –z).

4. По стро ить таб ли цы ис тин но сти для функ ций, за дан ных 
СДНФ:

 a) f(x, y, z) = x –y –z ∨ –x y –z ∨ x –y z;
 б) f(x, y, z) = x y z ∨ x –y –z ∨ –x –y z;
 в) f(x, y, z) = x y –z ∨ –x y z ∨ x –y z;
 г) f(x, y, z) =  –x y z ∨ x –y –z ∨ –x –y z.

5. Най ди те СДНФ сле дую щих функ ций:
 a) f

1
(x, y, z) = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0), здесь функция f

1
 задана 

столбцом значений из таблицы истинности;
 б) f

2
(x, y, z) = x ∧ y ∧ z;

 в) f
3
(x, y, z) = x ⊕ y ⊕ z;

 г) f
4
(x, y, z) = x ∨ yz;

 д) f
5
(x, y, z) = (x ∧ y) → z.

6. По лу чи те СКНФ сле дую щих функ ций:
 a) f

1
(x, y, z) = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0), здесь функция f

1
 задана 

столбцом значений из таблицы истинности;
 б) f

2
(x, y, z) = x ∨ y ∨ z;

 в) f
3
(x, y, z) = x ⊕ y ⊕ z;

 г) f
4
(x, y, z) = x ∨ –yz ∨ –z;

 д) f
201

(x, y, z).

7. До ка жи те спра вед ли вость сле дую щих то ж деств, ис поль зуя за ко-
ны бу ле вой ал геб ры:

 a) ((x | y) | (x ~ y)) |((z ⊕ t) → (t ← z)) = ((y → z) → (x ← z)) ↓
↓ ((x | t) | (t → y));

 б) ((x ∧ –z) ↓ (y ← z)) ∧ ((x | t) ← (y ∧ t)) = ((x | y) | (x ⊕ y)) →
→ ((z ⊕ t) ∧ (t → z));

 в) ((x ↓ y) ∨ (x ⊕ y)) ← ((z ← t) ↓ (z ~ t)) = ((z → x) ∧ (z → y)) →
→ ((x ↓ t) ∨  (y ↓ t));

 г) ((x ~ y) ← (x ↓ y)) ↓ ((z ~ t) ↓ (z ← t)) = ((z ← x) ↓
↓ (z ← y)) | ((x ↓ t) ↓ (y ↓ t));

 д) ((x ∧ y) ∨  (x ⊕ y)) ← ((t ← z) ↓ (t ~ z)) = ((x → z) ∧ (y → z)) →
→ ((x | t) | (y | t));

 е) ((x ∨  y) ← (x ⊕ y)) ∨ ((z ← t) ↓ (z ~ t)) = ((z ← x) ↓
↓ (z ← y)) ∧ ((x ∨ t) ← (y ↓ t));

 ж) ((t → y) → (–z ← y)) ↓ ((z ∨  x) | (t → x)) = ((–z | t) | (z ⊕ t)) | ((x ~ y) →
→ (–x ← y)).
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4.7. Ал геб ра Же гал ки на. Ли ней ные функ ции
 Струк ту ра и то ж де ст ва ал геб ры Же гал ки на, пред став ле ние 
дизъ юнк ции и от ри ца ния по ли но мом Же гал ки на, 
ли ней ность бу ле вых функ ций

 Определение
Ал геб ра (В, ∧, ⊕, 0, 1), об ра зо ван ная мно же ст вом B = {0, 1} 
вме сте с опе ра ция ми ∧ ( конъ юнк ции), ⊕ (XOR — от eX clu-
sive OR,  сум ма по мо ду лю 2) и  кон стан та ми 0, 1, на зы ва ет ся 
алгеб рой Же гал ки на. 

При мер. Фор му ла (x ⊕ y ⊕ z) ∧ (x ⊕ z ⊕ 1) ⊕ x ∧ y ⊕ 1, где x, 
y, z — бу ле вы пе ре мен ные, яв ля ет ся при ме ром фор му лы ал геб ры 
Же гал ки на, т.к. она со дер жит опе ра ции конъ юнк ции и XOR.

В алгебре Жегалкина опе ра ция конъ юнк ции пол но стью иден-
тич на ум но же нию, а опе ра ция XOR пред став ля ет  сло же ние по 
мо ду лю для ко неч ных мно жеств.

4.7.1. То ж де ст ва ал геб ры Же гал ки на

Напомним свой ст ва опе ра ции конъ юнк ции (см. п. 4.4):

1) х ∧ (y ∧ z) = (х ∧ y) ∧ z —  ас со циа тив ность.

2) х ∧ y = y ∧ х —  ком му та тив ность.

3) x ∧ х = х —  идем по тент ность. 

4) x ∧ 0 = 0, x ∧ 1 = x — дей ст вия с кон стан та ми.
Свой ст ва опе ра ции XOR ( сло же ние по мо ду лю 2): 

5) x ⊕ (y ⊕ z) = (х ⊕ y) ⊕ z —  ас со циа тив ность опе ра ции 
XOR.

Для доказательства строим таб ли цу ис тин но сти (таблица 4.23).

Таб ли ца 4.23. До ка за тель ст во ас со циа тив но сти опе ра ции XOR

x y z y ⊕ z x ⊕ (y ⊕ z) x ⊕ y (x ⊕ y) ⊕ z

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 1

0 1 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 0

1 0 0 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 0 1 0 1



139Булевы функции и преобразования

 Ле вая и пра вая час ти то ж де ст ва име ют оди на ко вые таб ли цы 
ис тин но сти, та ким об ра зом, то ж де ст во 5 до ка за но.

6) x ⊕ y = y ⊕ x —  ком му та тив ность опе ра ции XOR следует из 
таб ли цы ис тин но сти (таблица 4.24).

Таб ли ца 4.24. До ка за тель ст во то ж де ст ва 6

x y x ⊕ y y ⊕ x

0 0 0 0

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

7) x ⊕ x = 0 — за кон при ве де ния по доб ных сла гае мых.
Как вид но из таб ли цы ис тин но сти для опе ра ции XOR (табл. 

4.25), ес ли  опе ран ды оди на ко вы, то  функ ция рав на ну лю, а ес ли 
 опе ран ды раз лич ны, то зна че ние функ ции — еди ни ца.

8) x ⊕ 0 = x — опе ра ция с кон стан той 0 (таблица 4.25).

Таб ли ца 4.25. До ка за тель ст во то ж деств 7 и 8

x x ⊕ x x ⊕ 0

0 0 0

1 0 1

9) x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz —  ди ст ри бу тив ность ∧ от но си тель но ⊕ 
следует из таб ли цы ис тин но сти (таб лица 4.26).

Таб ли ца 4.26. Ди ст ри бу тив но сти ∧ от но си тель но ⊕

x y z y ⊕ z x(y ⊕ z) xy xz xy ⊕ xz

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 1 0

Опе ра ция XOR ( сум ма по мо ду лю 2) иг ра ет важ ную роль в про-
грам ми ро ва нии, при об ра бот ке и ко ди ро ва нии ин фор ма ции. Она 
име ет важ ное свой ст во — на ли чие об рат но го эле мен та x′ для ка ж-
до го x ∈ {0, 1} (опе ра ции дизъ юнк ции и  конъ юнк ции та ким свойст-
вом не об ла да ют). В дан ной ал геб ре ка ж дый эле мент яв ля ет ся 
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об рат ным к са мо му се бе: x′ = x. Это по зво ля ет ре шать урав не ния 
путем прибавления к обеим частям одинаковых элементов. Напри-
мер, уравнение вида x ⊕ a = b решается так:

x ⊕ a ⊕ a = b ⊕ a;

x ⊕ 0 = b ⊕ a;

x = b ⊕ a.

Воз мож ность ре ше ния по доб ных урав не ний, от сут ст вую щая 
в бу ле вой ал геб ре, обу сло ви ла ши ро кое при ме не ние опе ра ции XOR, 
в ча ст но сти, при ко ди ро ва нии ин фор ма ции.

Ал геб ра Же гал ки на яв ля ет ся   коль цом с еди ни цей 1 (см. п. 3.4). 
Ал геб ра Же гал ки на не яв ля ет ся ре шет кой, по сколь ку в ней не вы-
пол ня ют ся все не об хо ди мые для это го свой ст ва, на при мер,  идем-
по тент ность обе их опе ра ций (п. 3.5).

Лю бая бу ле ва  функ ция мо жет быть пред став ле на че рез опе ра ции 
 конъ юнк ции, дизъ юнк ции, от ри ца ния (п. 4.5). Для до ка за тельст-
ва пред став имости лю бой бу ле вой функ ции фор му лой ал геб ры 
Же гал ки на дос та точ но выразить дизъ юнк цию и  от ри ца ние че рез 
конъ юнк цию и XOR — операции алгебры Жегалкина.

Пред став ле ние от ри ца ния в ал геб ре Же гал кина формулой 
–x = x ⊕ 0 следует из таб ли цы ис тин но сти (таблица 4.27):

Таб ли ца 4.27. Опе ра ция от ри ца ния

x –x x ⊕ 1

0 1 1

1 0 0

Пред став ле ние дизъ юнк ции в ал геб ре Же гал ки на реализуется 
формулой x ∨ y = ху ⊕ х ⊕ у.

До ка жем дан ную фор му лу ана ли ти че ски:

x ∨ y = x ∨ y  = –x ∧ –y  = (x ⊕ y)(y ⊕ 1) = (x ⊕ 1)(y ⊕ 1) ⊕ 1 =

= xy ⊕ y ⊕ x ⊕ 1 ⊕ 1 = xy ⊕ y ⊕ x.

Таким образом, лю бая ло ги че ская функ ция мо жет быть пред-
став ле на формулой в ал геб ре Же гал ки на. 

4.7.2. Полином Жегалкина

 Среди всех эквивалентных представлений функции в ал-
гебре Жегалкина выделяется особый вид формул, называемый 
полином Жегалкина.
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 Определение
По ли но мом Же гал ки на на зы ва ет ся ко неч ная  сум ма по мо-
ду лю 2 по пар но раз лич ных эле мен тар ных  конъ юнк ций над 
мно же ст вом пе ре мен ных {x

1
, x

2
,…, x

n
}. Ко ли че ст во пе ре мен-

ных, вхо дя щих в эле мен тар ную конъ юнк цию, на зы ва ет ся 
 ран гом эле мен тар ной конъ юнк ции.
Ко ли че ст во по пар но раз лич ных эле мен тар ных конъ юнк ций 
в по ли но ме на зы ва ет ся  дли ной по ли но ма.

Пред став ле ние в ви де по ли но ма су ще ст ву ет и един ст вен но для 
ка ж дой бу ле вой функ ции.

Для по строе ния по ли но ма Же гал ки на функ ции, за дан ной 
некоторой фор му лой ал геб ры Же гал ки на, не об хо ди мо рас крыть 
все скоб ки в дан ной фор му ле по за ко ну ди ст ри бу тив но сти и про-
из ве сти все воз мож ные уп ро ще ния с ис поль зо ва ни ем за ко нов 
дей с т вия с кон стан та ми,  идем по тент но сти и при ве де ния по доб ных 
сла гае мых. 

При мер. Пред ста вить по ли но ма ми Же гал ки на ло ги че ские 
функ ции им пли ка цию (→) и  эк ви ва лент ность (~).

Ре ше ние. Вна ча ле за пи шем   СДНФ дан ных функ ций, за тем 
вы ра зим опе ра ции дизъ юнк ции и от ри ца ния че рез опе ра ции конъ-
юнк ции и XOR. По лу чив фор му лу ал геб ры Же гал ки на, поль зу ясь 
опи сан ным вы ше пра ви лом, по лу чим по ли ном Же гал ки на для каж-
дой из дан ных функ ций:

x → y = –x ∨ y = (x ⊕ 1) ∨ y = (x ⊕ 1)y ⊕ (x ⊕ 1) ⊕ y =

= xy ⊕ y ⊕ x ⊕ 1 ⊕ y = xy ⊕ x ⊕ 1;

x ~ y = x y ∨ –x –y = x y –x –y ⊕ x y ⊕ –x –y = x y ⊕ –x –y =

= xy ⊕ (x ⊕ 1)(y ⊕ 1) = xy ⊕ xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1 = x ⊕ y ⊕ 1.

По ви ду по ли но ма Же гал ки на оп ре де ля ет ся та кое важ ное 
свойс т во бу ле вых функ ций, как ли ней ность.

 Определение
 Бу ле ва  функ ция на зы ва ет ся  ли ней ной, ес ли ее по ли ном Же-
гал ки на не со дер жит конъ юнк ций пе ре мен ных.

Яв ля ют ся ли ли ней ны ми опе ра ции бу ле вой ал геб ры?  От ри ца-
ние — ли ней ная функ ция, по сколь ку ее по ли ном Же гал ки на x ⊕ 1 
не со дер жит конъ юнк ций пе ре мен ных.  Дизъ юнк ция — не ли ней ная 
функ ция, по сколь ку ее по ли ном Же гал ки на х ⊕ у ⊕ ху со дер жит 
конъ юнк цию пе ре мен ных x и y. 
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При мер. Оп ре де лить,  ли ней ны ли функ ции им пли ка ции (→) 
и эк ви ва лент но сти (~).

Ре ше ние. Про ана ли зи ру ем струк ту ру фор мул, вы ве ден ных 
в предыдущем при ме ре. Из него видно, что   им пли ка ция  (→) яв-
ля ет ся не ли ней ной функ ци ей, а  эк ви ва лент ность (~) —  функ ция 
ли ней ная.

При мер. Ис сле до вать на ли ней ность функ цию f(x, y, z) =
= (x ∨ y) →  –z.

Ре ше ние. По стро им по ли ном Же гал ки на функ ции f(x, y, z), 
ис поль зуя сле дую щие то ж де ст ва: x → y = –x ∨ y, х ∨ у = xу ⊕ х ⊕ у, 
–x = x ⊕ 1:

f(x, y, z) = (x ∨ y) → –z = (–x– –∨– –y) ∨  –z = (–x– –∨– –y) –z ⊕ (–x– –∨– –y) ⊕ –z =
= (xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1)(z ⊕ 1) ⊕ (xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1) ⊕ z ⊕ 1 =
= xyz ⊕ xz ⊕ yz ⊕ 1 ∧ z ⊕ xy ∧ 1 ⊕ x ∧ 1 ⊕ y ∧ 1 ⊕ 1 ∧ 1 ⊕
⊕ xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1 ⊕ z ⊕ 1 = xyz ⊕ xz ⊕ yz ⊕ z ⊕ xy ⊕ x ⊕
⊕ y ⊕ 1 ⊕ xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1 ⊕ z ⊕ 1 = xyz ⊕ xz ⊕ yz ⊕ 1.

Функ ция f(x, y, z) = (x ∨ y) → –z не яв ля ет ся ли ней ной, по сколь-
ку ее по ли ном Же гал ки на со дер жит  конъ юнк ции пе ре мен ных.

 Тео ре ма 1

Для лю бой бу ле вой функ ции су ще ст ву ет един ст вен ный по-
ли ном Же гал ки на.

 Доказательство. До ка жем су ще ст во ва ние по ли но ма. Для лю-
бой функ ции су ще ст ву ет пред став ле ние в ви де фор мул бу ле вой ал-
геб ры (п. 4.5). От фор мул бу ле вой ал геб ры все гда мож но пе рей ти 
к фор му лам ал геб ры Же гал ки на, а за тем к по ли но му Же гал ки на, 
ис поль зуя то ж де ст ва пред став ле ния опе ра ций дизъ юнк ции и от ри-
ца ния в ал геб ре Же гал ки на, а так же пра ви ло по строе ния по ли но ма. 
Та ким об ра зом, для лю бой бу ле вой функ ции су ще ст ву ет по ли ном 
Же гал ки на. 

Под счи та ем ко ли че ст во раз лич ных по ли но мов Же гал ки на от 
n пе ре мен ных. Вна ча ле най дем ко ли че ст во раз лич ных эле мен тар-
ных конъ юнк ций без от ри ца ний от n пе ре мен ных. В об щем слу чае 
та кую конъ юнк цию мож но за пи сать в сле дую щем ви де:

(x
1
 ∨ σ

1
) ∧ (x

2
 ∨ σ

2
) ∧ … ∧ (x

n
 ∨ σ

n
),

где σ
1
, σ

2
, …, σ

n
 — бу ле вы кон стан ты, при чем σ

i
 = 0, ес ли x

i
 при-

сут ст ву ет в конъ юнк ции и σ
i
 = 1, ес ли x

i
 не при сут ст ву ет в конъ-

юнк ции. На бор (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) пол но стью оп ре де ля ет эле мен тар ную 

конъ юнк цию, сле до ва тель но, ко ли че ст во та ких на бо ров (σ
1
, σ

2
, …, σ

n
) 

рав но ко ли че ст ву эле мен тар ных конъ юнк ций без от ри ца ний от n 
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пе ре мен ных. Ко ли че ст во дво ич ных на бо ров (ко дов) дли ны n рав-
но 2n, что бы ло до ка за но в п. 4.1. По это му ко ли че ст во эле мен тар ных 
 конъ юнк ций от n пе ре мен ных без от ри ца ний рав но 2n. По ли ном 
Же гал ки на, по оп ре де ле нию, яв ля ет ся  сум мой по мо ду лю 2 та ких 
эле мен тар ных конъ юнк ций. Перенумеруем все воз мож ные эле мен-
тар ные конъ юнк ции без от ри ца ний от n пе ре мен ных и обо зна чим 
их К

1
, К

2
, …, К

2n. За пи шем по ли ном Же гал ки на в ви де: 

К
1
 ∧ σ

1
 ⊕ К

2
 ∧ σ

2
 ⊕ … ⊕ К

2n ∧ σ
2n,

где σ
1
, σ

2
,…, σ

2n — бу ле вы кон стан ты, при чем σ
i
 = 1, ес ли конъ-

юнк ция К
i
 при сут ст ву ет в по ли но ме и σ

i
 = 0, ес ли конъ юнк ция К

i
 

не при сут ст ву ет в по ли но ме. На бор (σ
1
, σ

2
, …, σ

2n) пол но стью оп ре-
де ля ет вид по ли но ма, зна чит ко ли че ст во та ких на бо ров длины 2n 
рав но ко ли че ст ву по ли но мов Же гал ки на от n пе ре мен ных, то есть 
равно 22

n

 (п. 4.1). Ко ли че ст во раз лич ных бу ле вых функ ций от n 
пе ре мен ных так же рав но 22

n

 (п. 4.1). Так как од но му по ли но му не 
мо гут со от вет ст во вать две раз лич ные функ ции, ка ж дой бу ле вой 
функ ции со от вет ст ву ет един ст вен ный по ли ном Же гал ки на. Тео ре-
ма до ка за на. 

На дан ной тео ре ме ос но ван ме тод не оп ре де лен ных ко эф фи ци ен-
тов, ко то рый мож но ис поль зо вать для на хо ж де ния по ли но ма Же-
гал ки на за дан ной функ ции. Рас смот рим этот ме тод на при ме ре.

При мер. По стро ить по ли ном Же гал ки на для функ ции f
13

(x, y) — 
им пли ка ции, ис поль зуя ме тод не оп ре де лен ных ко эф фи ци ен тов.

Ре ше ние. За пи шем по ли ном для дан ной функ ции в ви де сум мы 
по мо ду лю 2 всех воз мож ных эле мен тар ных конъ юнк ций для x, y 
с неопределенными коэффициентами:

f
13

(x, y) = x → y = a
1
xy ⊕ a

2
x ⊕ a

3
y ⊕ a

4
,

где ко эф фи ци ен ты a
1
, a

2
, a

3
, a

4
 при ни ма ют зна че ния из мно же ст ва 

{0, 1} и оп ре де ля ют при сут ст вие или от сут ст вие эле мен тар ной конъ-
юнк ции в по ли но ме. Ищем последовательно зна че ния ко эф фи ци-
ен тов, под став ляя зна че ния пе ре мен ных и функ ции на раз лич ных 
ин тер пре та ци ях:

f
13

(0, 0) = 0 → 0 = 1,

1 = a
1
 ∧ 0 ∧ 0 ⊕ a

2
 ∧ 0 ⊕ a

3
 ∧ 0 ⊕ a

4
 = a

4
.

Итак, a
4
 = 1. 

Далее 

f
13

(0, 1) = 0 → 1 = 1,
1 = a

1
 ∧ 0 ∧ 1 ⊕ a

2
 ∧ 0 ⊕ a

3
 ∧ 1 ⊕ 1 = a

3
 ⊕ 1, 

от ку да сле ду ет, что a
3
 = 0. 
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На следующей интерпретации
f

13
(1, 0) = 1 → 0 = 0,

0 = a
1
 ∧ 1 ∧ 0 ⊕ a

2
 ∧ 1 ⊕ a

3
 ∧ 0 ⊕ 1 = a

2
 ⊕ 1, 

от ку да сле ду ет, что a
2
 = 1. 

Наконец,
f

13
(1, 1) = 1 → 1 = 1,

1 = a
1
 ∧ 1 ∧ 1 ⊕ 1 ∧ 1 ⊕ 0 ∧ 1 ⊕ 1 = a

1
 ⊕ 1 ⊕ 1= a

1
.

Под ста вив по лу чен ные зна че ния ко эф фи ци ен тов a
1
, a

2
, a

3
, a

4
, 

получаем по ли ном Жегалкина для функции f
13

:
x → y = a

1
xy ⊕ a

2
x ⊕ a

3
y ⊕ a

4
 =

= 1 ∧ xy ⊕ 1 ∧ x ⊕ 0 ∧ y ⊕ 1 = xy ⊕ x ⊕ 1.

 Вопросы
1. За пи ши те струк ту ру ал геб ры Же гал ки на.
2. Пе ре чис ли те ос нов ные за ко ны ал геб ры Же гал ки на.
3. За пи ши те то ж де ст ва, по зво ляю щие вы ра зить ос нов ные опе ра ции 

бу ле вой ал геб ры в ал геб ре Же гал ки на.
4. Дай те оп ре де ле ние по ня тию по ли ном Же гал ки на.
5. Ка кие бу ле вы функ ции на зы ва ют ся ли ней ны ми?
6. Сколь ко раз лич ных по ли но мов Же гал ки на мож но по стро ить 

для про из воль ной бу ле вой функ ции?
7. Сфор му ли руй те пра ви ло по строе ния по ли но ма Же гал ки на.

 Задания
1. Пред ста вить в ви де по ли но ма Же гал ки на сле дую щие ло ги че ские 

функ ции:
 a) (xz ∨ y)(x–y ∨ –x –y ∨ –z)(x ∨ –y);
 б) ((y ∨ z)(t ∨ y–z)) ∨ t –x ∨ ((z ∨ y)(–t ∨ –z));
 в) yt ∨ ((z ∨ –t)(x ∨ z)(–t ∨ –z)(x ∨ –z)) ∨ –yt;
 г) (–z ∨ t)(t ∨ x)∨(–z ∨ –x)(–z ∨ –t)(–t ∨ z);
 д) x–t ∨ ((–z –y) ∨ t)(z ∨ y)) ∨ (( – t ∨ –z)(z ∨ y));
 е) (((t ∨ –t z)–t) ∨ –y)((y ∨ t)(y ∨ x));
 ж) ((z ∨ –x)(–x ∨ –t)(x ∨ z)(–y ∨ x)) ∨ y–t ∨ yt;
 з) (t ∨ –x –t ∨ x)(y ∨ (t ∨ tz))–z––xt;
 и) –z –y ∨ tz ∨ –yz ∨ t–z ∨ y–t.
2. Ис сле до вать на ли ней ность сле дую щие бу ле вы функ ции:
 a) ((y ∨ z) ← (y ⊕ z)) ∨ ((x ← t) ↓ (x ~ t));
 б) ((z → t) | (z ⊕ t))|((x ~ y) → (x ∧ y));
 в) ((z | t)|(–z ~ t)) → ((x ⊕ y) ∧ (y → x));
 г) ((t ← x) ∨ (t ~ x)) ← ((z ← y) ↓ (–z ⊕ y));
 д) ((z → t) ← (z ~ t)) ∨ ((x ∧ y) ↓ (x ⊕ y));
 е) ((z ∨ t) | (z ~ t)) | ((–x ⊕ –y) → (x ← y));
 ж) ((y | z) | (y ~ z)) → ((x ⊕ t) ∧ (x → t));
 з) ((y ↓ –t) ∨ ( – y ⊕ t)) ← ((x ← z) ↓ (x ~ z));
 и) (x ⊕ –y) ← (y ∧ x)) ↓ ((–z ~ –t) ↓ (t ← z));
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 к) ((x ↓ y) ∨ (–x ~ y)) ← ((z ← t) ↓ (z ~ t));
 л) ((z → x) ← (x ⊕ –z)) ∧ ((t ← y) ↓ (y ~ t));
 м) ((z | –y) | (z ~ –y)) | ((–x ⊕ –t) → (–x ← –t));
 н) ((z ↓ –y) ∨ (z ⊕ –y)) ← ((–t ← –x) ↓ (–t ~ –x)).
3. С по мо щью ме то да не оп ре де лен ных ко эф фи ци ен тов по стро ить 

по ли ном Же гал ки на для сле дую щих функ ций:
 a) (yx ∨ x–z)(x ∨ –yz(z ∨ –xy));
 б) ((x ∨ (z ∨ yz)))(z ∨ –x –z ∨ y);
 в) ((x ∨ –y)(–y ∨ –z)(–z ∨ x)) ∨ ((–y ∨ z));
 г) (x ∨ z)(–xt ∨ yt ∨ –x–t ∨ y–t)(x ∨ z);
 д) (xy ∨ x–y) ∨ ((–x ∨ y)(z ∨ –t)(–x ∨ –y)(t ∨ z)).

4.8. Пол но та и замк ну тость
Замк ну тые клас сы бу ле вых функ ций, функ цио наль но пол ная 
система бу ле вых функ ций, тео ре ма об одновременной пол но те

Лю бая ло ги че ская  функ ция мо жет быть пред став ле на с по-
мо щью опе ра ций бу ле вой ал геб ры (п. 4.5) или ал геб ры Же гал ки на 
(п. 4.7). Ес те ст вен но воз ни ка ют во про сы: «Су ще ст ву ют ли дру гие 
множества опе ра ций, с по мо щью ко то рых мож но оп ре де лить лю бую 
бу ле ву функ цию?», «Ка ки ми свой ст ва ми они об ла да ют?». Вве дем 
обо зна че ние: P

2
 — мно же ст во всех воз мож ных бу ле вых функ ций, 

зависящих от любого числа переменных.

 Определение 
 За мы ка ни ем мно же ст ва Σ бу ле вых функ ций на зы ва ет ся 
мно же ст во [Σ], со стоя щее из функ ций, ко то рые мож но по лу-
чить  су пер по зи ци ей функ ций из Σ. Ес ли Σ = [Σ], то мно же ст во 
бу ле вых функ ций Σ на зы ва ет ся  замк ну тым клас сом. Дру-
ги ми сло ва ми мож но ска зать, что мно же ст во Σ на зы ва ет ся 
замк ну тым клас сом, ес ли лю бая су пер по зи ция функ ций из 
Σ так же при над ле жит Σ.

 Определение
Система бу ле вых функ ций Σ = {f

1
, f

2
, …, f

n
} на зы ва ет ся  функ-

цио наль но пол ной, ес ли [Σ] = P
2
. 

С дру гой сто ро ны, ес ли су ще ст ву ют бу ле вы функ ции, не 
при надлежа щие [Σ], то система Σ не яв ля ет ся функ цио наль но 
пол ной. 

 Тео ре ма 1. Об  одновременной полноте

Пусть да ны две системы бу ле вых функ ций Σ
1
 и Σ

2
, при чем 

система Σ
1
 — функ цио наль но пол ная. Ес ли ка ж дая функ ция из 
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системы Σ
1
 пред ста влена в ви де  су пер по зи ции функ ций из систе-

мы Σ
2
, то система функций Σ

2
 так же яв ля ет ся функ цио наль но 

пол ной.

 До ка за тель ст во. Пусть f ∈ P
2
— не ко то рая  бу ле ва  функ ция. 

Пред ста вим ее в ви де су пер по зи ии функ ций из Σ
1
. Вы ра зим ка ж-

дую функ цию по лу чен ной фор му лы че рез функ ции системы Σ
2
, что 

по ус ло вию тео ре мы воз мож но. По лу чен ная фор му ла представляет 
функ цию f и со дер жит толь ко функ ции из Σ

2
. Сле до ва тель но, система 

Σ
2
 яв ля ет ся функ цио наль но пол ной, что и тре бо ва лось до ка зать. 

При мер. До ка зать, что системы {∨, –}, {∧, –} – функ цио наль но 
пол ные, ес ли из вест но, что система {∧, ∨, –} яв ля ет ся та ко й.

Ре ше ние. Вы ра зим функ цию ∧ че рез функ ции системы {∨, –}:

x ∧ y = x ∧ y  = 
––x
–
 
–∨–
 
––y.

Сле до ва тель но, все функ ции пол но й системы {∧, ∨, –} мож но 
пред ста вить с по мо щью функ ций системы {∨, –}. Та ким об ра зом, 
система {∨, –} яв ля ет ся функ цио наль но пол ной. 

Ана ло гич но до ка зы ва ет ся пол но та системы функций {∧, –}, 
по сколь ку функ цию ∨ мож но вы ра зить че рез функ ции системы 
{∧, –} сле дую щим об ра зом:

x ∨ y = x ∨ y  = 
––x
–
 
–∧–
 
––y.

Ут вер жде ние до ка за но.

 Вопросы
1. Как оп ре де ляется за мы ка ние мно же ст ва бу ле вых функ ций?
2. Оп ре де ли те по ня тие замк ну то го клас са бу ле вых функ ций.
3. Ка кая система бу ле вых функ ций на зы ва ет ся функ цио наль но 

пол ной?
4. Пе ре чис ли те ос нов ные замк ну тые клас сы бу ле вых функ ций.
5. Сфор му ли руй те тео ре му о пол но те двух систем бу ле вых функ ций.

 Задания
1. До ка зать пол но ту сле дую щих систем функ ций путем при ве де ния 

их к из вест ным пол ным клас сам:
 a) {x → y, –x};
 б) {x ↓ y};
 в) {x → y, x ⊕ y};
 г) {x ∨ y, x ⊕ y, 1};
 д) {x ∼ y, 1, x ∨ y}. 
2. Про ве рить на пол но ту сле дую щие клас сы функ ций:
 a) {x ∧ y, x ⊕ y ⊕ 1}; 
 б) {0, 1, (x ∧ y) ∨ z};
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 в) {0, 1, x ∼ y};
 г) {x ∧ y ⊕ x, x ∼ y, 0};
 д) {x ∨ y, x ∧ y ⊕ x ∧ z};
 е) {–x, (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)};
 ж) {x ⊕ y, x ∨ y ∨ –z}.

4.9. Функ ции, со хра няю щие ноль и еди ни цу. 
Мо но тон ные функ ции
От но ше ние по ряд ка для интерпретаций, признаки 
мо но тон ности функ ции

 Определение
 Бу ле ва  функ ция f(x

1
, x

2
, …, x

n
) на зы ва ет ся функ ци ей  со хра-

няю щей 0, ес ли на ну ле вом на бо ре она рав на 0: 
f(0, 0, …, 0) = 0.

 Определение
Бу ле ва функ ция f(x

1
, x

2
, …, x

n
) на зы ва ет ся функ ци ей  со-

хра няю щей 1, ес ли на еди нич ном на бо ре она рав на 1: 
f(1, 1, …, 1) = 1.

Функ ции x ∧ y и x ∨ y со хра ня ют 0, по сколь ку 0 ∧ 0 = 0 и 0 ∨ 0 =
= 0. Кро ме то го, дан ные функ ции так же со хра ня ют 1, по сколь ку 
1 ∧ 1 = 1 и 1 ∨ 1 = 1. Функ ция –x не со хра ня ет 0 и не со хра ня ет 1, 
так как 

–
0 = 1, 

–
1 = 0.

При мер. Оп ре де лить, со хра ня ет ли 0 и 1 функ ция f(x, y, z) =
= x ∨ –y –z.

Ре ше ние. Про ве рим зна че ния дан ной функ ции на ну ле вом 
и еди нич ном на бо рах.

f(0, 0, 0) = 0 ∨ 
–
0 ∧ 

–
0 = 0 ∨ 1 ∧ 1 = 0 ∨ 1 = 1,

f(1, 1, 1) = 1 ∨ 
–
1 ∧ 

–
1 = 1 ∨ 0 ∧ 0 = 1 ∨ 0 = 1.

Сле до ва тель но, дан ная функ ция со хра ня ет 1 и не со хра-
няет 0.

Рас смот рим важный класс бу ле вых функ ций —  мо но тон ные 
бу ле вы функ ции. Для это го вве дем   от но ше ние по ряд ка, ко то рое 
бу дем обо зна чать сим во лом ≤, для на бо ров бу ле вых кон стант 
(интерпретаций) α = (a

1
, a

2
, …, a

n
), β = (b

1
, b

2
, …, b

n
) сле дую щим 

об ра зом: 
α ≤ β, ес ли a

i
 ≤ b

i
 для всех i = 1, …, n.
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Ес ли хо тя бы для од ной па ры (a
i
, b

i
) от но ше ние a

i
 ≤ b

i
 не вы пол-

ня ет ся, то со от вет ст вую щие им на бо ры α и β в от но ше нии по ряд ка 
не уча ст ву ют, т.е. яв ля ют ся не срав ни мы ми.

При мер. Оп ре де лить от но ше ние по ряд ка для интерпретаций 
функ ции од ной и двух пе ре мен ных.

Ре ше ние. Для функ ции од ной пе ре мен ной f(x) име ем два на-
бо ра пе ре мен ных: (0) и (1). От но ше ние по ряд ка ус та нав ли ва ет ся 
сле дую щим об ра зом:

(0) ≤ (0), (0) ≤ (1), (1) ≤ (1).

Здесь все пары интерпретаций сравнимы.
Для функ ции двух пе ре мен ных f(x, y) име ем че ты ре ин тер пре-

та ции (0, 0), (0, 1), (1, 0) и (1, 1), для ко то рых от но ше ние по ряд ка 
ус та нав ли ва ет ся сле дую щим об ра зом:

(0, 0) ≤ (0, 0); (0, 0) ≤ (0, 1); (0, 0) ≤ (1, 0); 

(0, 0) ≤ (1, 1); (0, 1) ≤ (0, 1); (0, 1) ≤ (1, 1); 

(1, 0) ≤ (1, 0); (1, 0) ≤ (1, 1); (1, 1) ≤ (1, 1). 

Несравнимыми наборами являются, например, (0, 1) и (1, 0).

 Определение
 Бу ле ва  функ ция f на зы ва ет ся  мо но тон ной, ес ли для лю бых 
пар на бо ров зна че ний пе ре мен ных (a

1
, …, a

n
) и (b

1
, …, b

n
), 

для ко то рых вы пол ня ет ся от но ше ние (a
1
, …, a

n
) ≤ (b

1
, …, b

n
), 

вер но и не ра вен ст во f(a
1
, …, a

n
) ≤ f(b

1
, …, b

n
).

Для про вер ки функ ции на мо но тон ность не об хо ди мо ис сле-
до вать вы пол не ние не ра вен ст ва f(a

1
, …, a

n
) ≤ f(b

1
, …, b

n
) для всех 

пар на бо ров (a
1
, …, a

n
) ≤ (b

1
, …, b

n
), кро ме слу чая (a

1
, …, a

n
) =

= (b
1
, …, b

n
), в котором значения функций совпадают.

При мер. Ис сле до вать на мо но тон ность функ ции f(x, y) = x ∧ y, 
g(x, y) = x ⊕ y.

Ре ше ние. Для функ ции f(x, y) за пи шем все на бо ры зна че ний 
пе ре мен ных, для ко то рых вы пол ня ет ся от но ше ние по ряд ка, оп ре-
де лим зна че ние функ ции на дан ных на бо рах и срав ним их:

(0, 0) ≤ (0, 1), f(0, 0) = 0, f(0, 1) = 0, f(0, 0) ≤ f(0, 1).

(0, 0) ≤ (1, 0), f(0, 0) = 0, f(1, 0) = 0, f(0, 0) ≤ f(1, 0).

(0, 0) ≤ (1, 1), f(0, 0) = 0, f(1, 1) = 1, f(0, 0) ≤ f(1, 1).

(0, 1) ≤ (1, 1), f(0, 1) = 0, f(1, 1) = 1, f(0, 1) ≤ f(1, 1).

(1, 0) ≤ (1, 1), f(1, 0) = 0, f(1, 1) = 1, f(1, 0) ≤ f(1, 1).
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Вы вод:  функ ция f(x, y) = x ∧ y яв ля ет ся  мо но тон ной.
Ана ло гич но про ве дем ис сле до ва ние функ ции g(x, y). 

(0, 0) ≤ (0, 1), g(0, 0) = 0, g(0, 1) = 1, g(0, 0) ≤ g(0, 1).

(0, 0) ≤ (1, 0), g(0, 0) = 0, g(1, 0) = 1, g(0, 0) ≤ g(1, 0).

(0, 0) ≤ (1, 1), g(0, 0) = 0, g(1, 1) = 0, g(0, 0) ≤ g(1, 1).

(0, 1) ≤ (1, 1), g(0, 1) = 1, g(1, 1) = 0, g(0, 1) ≤/ g(1, 1).

Вы вод: функ ция g(x, y) = x ⊕ y не яв ля ет ся мо но тон ной.

 Тео ре ма 1

 Булева функ ция, от лич ная от кон стант 0 и 1, яв ля ет ся 
мо но тон ной, если и только если она допускает представление 
фор му лой бу ле вой ал геб ры без от ри ца ний.

 До ка за тель ст во. Пусть некоторая фор му ла бу ле вой ал геб-
ры без от ри ца ний пред став ляет не ко то рую функ цию f от n пе ре-
мен ных. Пре об ра зу ем дан ную фор му лу в ДНФ, рас крыв скоб ки 
с по мо щью ди ст ри бу тив но го за ко на. По лу чен ная ДНФ так же не 
бу дет со дер жать от ри ца ний. Пред по ло жим, что функ ция f не мо но-
тон на, то гда на ка кой-то интерпретации α ≤ β зна че ние функ ции 
f(α) ≤/ f(β), то есть f(α) = 1, f(β) = 0. Равен ст во f(α) = 1 оз на ча ет, 
что ДНФ функ ции f со дер жит эле мен тар ную  конъ юнк цию, ко то-
рая рав на 1 на на бо ре α. Так как дан ная конъ юнк ция не со дер-
жит от ри ца ний, ее мож но обо зна чить че рез x

1
 ∧ x

2
 ∧ … ∧ x

k
. За пи-

шем на бор зна че ний α как (a
1
, a

2
, …, a

k
, a

k
 

+
 

1
, …, a

n
). По сколь ку 

x
1
 ∧ x

2
 ∧ … ∧ x

k
 = 1 на на бо ре α, то a

1
 ∧ a

2
 ∧ … ∧ a

k
 = 1, и, сле до ва тель но, 

a
1
 = a

2
 = … = a

k
 = 1. Ис сле ду ем те перь на бор β = (b

1
, b

2
, …, b

k
, 

b
k + 1

, …, b
n
). Из на чаль но бы ло сде ла но пред по ло же ние, что α ≤ β, 

сле до ва тель но, b
1
 = b

2
 = … = b

k
 = 1. То гда конъ юнк ция x

1
 ∧ x

2
 ∧

∧ … ∧ x
k
 при под ста нов ке зна че ний из на бо ра β рав на еди ни це, 

от ку да сле ду ет, что f(β) = 1. Од на ко в на ча ле до ка за тель ст ва бы ло 
сде ла но пред по ло же ние f(β) = 0. Значит, предположение ложно 
и функция f мо но тон на.

Пусть теперь f — мо но тон ная функ ция от n пе ре мен ных. Пред-
ста вим ее в ДНФ. Пред по ло жим, что дан ная ДНФ со дер жит эле-
мен тар ную конъ юнк цию с  от ри ца ни ем. Обо зна чим ее –x

1
 ∧ K, где 

K —  эле мен тар ная конъ юнк ция пе ре мен ных x
2
, …, x

k
. Рас смот рим 

не ко то рый на бор α
1
 = (0, a

2
, …, a

k
, a

k
 
+
 
1
, …, a

n
), на ко то ром –x

1
 ∧ K = 1, 

а зна чит, и f(α
1
) = 1. Рас смот рим на бор α

2
 = (1, a

2
, …, a

k
, a

k
 
+
 
1
, …, a

n
). 

По сколь ку α
1
 ≤ α

2
 и функ ция f мо но тон на, то f(α

2
) = 1. По след-

нее ут вер жде ние бу дет спра вед ли во толь ко то гда, ко гда ДНФ 



150 Раздел 4

функ ции f со дер жит эле мен тар ную  конъ юнк цию x
1
 ∧ K, ко то рую 

на бор α
2
 об ра ща ет в еди ни цу. Та ким об ра зом, ДНФ функ ции f мож-

но за пи сать в сле дую щем ви де: –x
1
 ∧ K ∨ x

1
 ∧ K. При ме нив ди ст ри-

бу тив ный за кон и за кон  ис клю чен но го третье го, по лу чим:

–x
1
 ∧ K ∨ x

1
 ∧ K = (–x

1
 ∨ x

1
) ∧ K = K.

 Та ким об ра зом, пе ре мен ная с  от ри ца ни ем все гда мо жет быть 
уда ле на из ДНФ  мо но тон ной функ ции. Теорема до ка за на. 

При мер. Оп ре де лить, яв ля ет ся ли  функ ция f(x, y, z, t) =
= (–x ∨ –y) → (z ∨ t) мо но тон ной.

Ре ше ние. Вы ра зим f(x, y, z, t) че рез эле мен тар ные функ ции 
бу ле вой ал геб ры:

(–x ∨ –y) → (z ∨ t) = (
––x
–
 
–∨–
 
––y) ∨ (z ∨ t) = xy ∨ z ∨ t.

По лу чен ная фор му ла бу ле вой ал геб ры не со дер жит от ри ца ний, 
сле до ва тель но, функ ция f(x, y, z, t) яв ля ет ся мо но тон ной.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ния бу ле вых функ ций, со хра няю щих ноль и еди-

ни цу.
2. Как по таб ли це ис тин но сти функ ции оп ре де лить, со хра ня ет ли 

она ноль (еди ни цу)?
3. Пе ре чис ли те функ ции двух пе ре мен ных, ко то рые со хра ня ют 

ноль (еди ни цу).
4. В чем за клю ча ет ся мо но тон ность бу ле вых функ ций?
5. Как оп ре де ля ет ся от но ше ние по ряд ка для пар на бо ров бу ле вых 

кон стант?
6. Если функция f представлена формулой булевой алгебры с отри-

цаниями, то верно ли, что f немонотонна? Обос нуй те от вет.
7. Мож но ли по ви ду ДНФ бу ле вой функ ции су дить о ее мо но тон-

но сти?

 Задания
1. До ка зать мо но тон ность сле дую щих функ ций:
 a) x ∧ (y ∨ z); в) x ∨ y ∨ z;
 б) x ∨ (y ∧ z); г) x ∧ y ∧ z.
2. Ис сле до вать сле дую щие функ ции на мо но тон ность: 
 a) yx ⊕ y; г) x → (y → x);
 б) xy ⊕ y ⊕ x; д) x → (x → y);
 в) x ∼ y; е) (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z).
3. До ка зать, что функ ция, двой ст вен ная мо но тон ной, са ма яв ля ет-

ся мо но тон ной.
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4.10.  Тео ре ма По ста о полноте
Классы По ста, критерий полноты, несократимость 
и слабая полнота системы функций

  Классами Поста называются следующие пять множеств 
булевых функций:

T
0
 — класс функций,  сохраняющих ноль;

T
1
 — класс функций,  сохраняющих единицу;

S — класс  самодвойственных функций;
M — класс  монотонных функций;
L — класс  линейных функций.
 Булева  функция f = f(x

1
, …, x

n
) может принадлежать одному или 

нескольким классам Поста. Более того, проектирующая функция 
f(x

1
, …, x

i
 …, x

n
) = x

i
 принадлежит всем пяти классам (убедитесь 

в этом). Однако, существуют функции, не входящие ни в один 
класс, например,  штрих Шеффера f

14
(x, y) = x ∧ y . Действительно, 

 полином Жегалкина x ∧ y  = xy ⊕ 1 здесь нелинеен, так что f
14

 ∉ L. 
Тот факт, что функция f

14
 не содержится ни в одном из классов 

T
0
, T

1
, S, M, сразу усматривается из таблицы истинности для f

14
 

(см. таблицу 4.2).

Теорема 1

Каждый из классов Поста замкнут.

Это означает, что любая  суперпозиция функций из одного 
и того же класса Поста приводит к функции того же класса. Дейс-
твительно, если f, g

i
 ∈ T

0
 и 

ϕ(x
1
, …, x

n
) = f(g

1
(x

1
, …, x

n
), …, g

m
(x

1
, …, x

n
)), то 

ϕ(0, …, 0) = f(g
1
(0, …, 0), …, g

m
(0, …, 0)) = f(0, …, 0) = 0; 

поэтому ϕ ∈ T
0
. Аналогично проверяется, что суперпозиция булевых 

функций не нарушает свойства самодвойственности, монотонности, 
сохранения нуля, линейности.

Оказывается, для произвольной системы Σ = {f} булевых функ-
ций полнота Σ означает, что дополнение каждого из классов Поста 
содержит хотя бы одну функцию f системы Σ. Соответствующий 
критерий полноты, принадлежащий Посту, мы приводим без до-
казательства.

Теорема 2. Критерий полноты Поста

Система Σ булевых функций полна, если и только если она 
содержит хотя бы одну функцию, не сохраняющую ноль, хотя бы 
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одну  функция, не сохраняющую единицу, хотя бы одну несамо-
двойственную функцию, хотя бы одну немонотонную функцию 
и хотя бы одну нелинейную функцию.

Заметим, что од на и та же функ ция мо жет пред став лять в функ-
цио наль но пол ной сис те ме од но или не сколь ко тре буе мых свойств. 
По это му ми ни маль ное чис ло бу ле вых функ ций в  функ цио наль но 
пол ном на бо ре рав но еди ни це. Од на функ ция мо жет об ла дать все-
ми пя тью тре буе мы ми свой ст ва ми.

 Определение
Пол ная система бу ле вых функ ций на зы ва ет ся  не со кра ти мой, 
ес ли из нее нель зя ис клю чить ни од ной бу ле вой функ ции без 
по те ри свой ст ва пол но ты.

Следствие. Мак си маль ное ко ли че ст во бу ле вых функ ций в не-
со кра ти мом  функ цио наль но пол ном на бо ре рав но че ты рем. 

При мер. Оп ре де лить с по мо щью тео ре мы По ста, яв ля ет ся ли 
система {–, →} функ цио наль но пол ной?

Ре ше ние.  От ри ца ние пред став ля ет ся по ли но мом Же гал ки на: 
–x = x ⊕ 1, сле до ва тель но, функ ция от ри ца ния ли ней на.

По таб ли це истинности 4.28 оп ре де ля ем, что функ ция от ри ца-
ния  са мо двой ст вен на, не со хра ня ет 0, не со хра ня ет 1, не мо но тон на. 
   Им пли ка ция яв ля ет ся не ли ней ной функцией (при мер п. 4.7).

 Таб ли ца 4.28. f(x) = –x Таб ли ца 4.29. f(x) = x → y

x –x x y x → y

0 1 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 0

1 1 1

По таб ли це истинности 4.29 оп ре де ля ем, что  им пли ка ция 
не самодвой ст вен на, не со хра ня ет 0, со хра ня ет 1, не мо но тон на. 
По стро им таб ли цу 4.30, в ко то рой от ме тим зна ком «v» на ли чие 
со от вет ст вую щих свойств у функ ции — отрицания и импликации, 
а зна ком «-» — от сут ст вие.

В ка ж дой стро ке таб ли цы при сут ст ву ет знак «L». Сле до ва тель-
но, для ка ж до го клас са Поста в дан ной системе име ет ся хо тя бы 
од на функ ция, ко то рая этому классу Поста не при над ле жит. По 
тео ре ме По ста та кая система бу ле вых функ ций яв ля ет ся функ цио-
наль но пол ной.



153Булевы функции и преобразования

Таб ли ца 4.30. Свой ст ва ис сле дуе мо го на бо ра

На зва ние свой ст ва –x x → y

Ли ней ность v -

Мо но тон ность - -

Со хра не ние 0 - -

Со хра не ние 1 - v

Са мо двой ст вен ность v -

В таб ли це 4.31 при ве де ны ре зуль та ты ис сле до ва ния на при-
над леж ность клас сам Поста каждой бу ле вой функ ции двух пе ре-
мен ных. Зна к «v» обо зна чает, что  функция при над леж ит клас су, 
а знак «-» — означает, что функция не при над леж ит клас су.

Таб ли ца 4.31. При над леж ность бу ле вых функ ций двух пе ре мен ных 
клас сам Поста

x y

f
0

f
1

f
2

f
3

f
4

f
5

f
6

f
7

f
8

f
9

f
10

f
11

f
12

f
13

f
14

f
15

f 
=

 0

x
 ∧

 y

x
 →

 y

x

x
 ←

 y

y

x
 ⊕

 y

x
 ∨

 y

x
 ↓

 y
 

x
 ∼

 y – y

x
 ←

 y

– x

x
 →

 y

x
 | 

y

f 
=

 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

L: Линейность v - - v - v v - - v v - v - - v

M: Монотонность v v - v - v - v - - - - - - - v

T
0
: Сохранение 0 v v v v v v v v - - - - - - - -

T
1
: Сохранение 1 - v - v - v - v - v - v - v - v

S: Самодвойственность - - - v - v - - - - v - v - - -

На прак ти ке часто предполагается, что постоянные бу ле-
вы  функции-кон стан ты 0 и 1 заданы заранее. В та ком слу чае 
к на бору функ ций Σ фак ти че ски до бав ля ют функ цииLкон стан-
ты 0 и 1.

 Определение

Система бу ле вых функ ций Σ на зы ва ют  функ цио наль но пол-

ной в сла бом смыс ле, ес ли лю бая ло ги че ская функ ция мо жет 
быть пред став ле на  су пер по зи ци ей функ ций из мно же ст ва, по-
лу чен но го пу тем до бав ле ния к мно же ст ву Σ кон стант 0 и 1.
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Из тео ре мы По ста сле ду ет вы вод, что для функ цио наль ной 
пол но ты системы функции Σ в сла бом смыс ле дос та точ но, что бы 
в Σ со дер жа лись не ли ней ная и не мо но тон ная функ ции, по сколь ку 
ос таль ные не об хо ди мые свой ст ва при сут ст ву ют у кон стант ( кон стан-
та еди ни цы не со хра ня ет 0,  кон стан та ну ля не со хра ня ет 1, и обе 
эти функ ции не са мо двой ст вен ны). 

При син те зе ло ги че ских схем каждой функ ции со от вет ст ву ет 
ло ги че ский эле мен т определенного типа, а функ цио наль ная пол-
но та оз на ча ет воз мож ность реа ли зо вать лю бую бу ле ву функ цию 
с помощью элементов из соответствующей «полной» системы типов. 
Кон стан ты 0 и 1 не тре бу ют спе ци аль ных эле мен тов для реа ли за-
ции, по это му час то их счи та ют дан ны ми. В та ком слу чае систему 
типов ло ги че ских эле мен тов ис сле ду ют на функ цио наль ную пол-
но ту в сла бом смыс ле.

 Вопросы
1. Сфор му ли руй те тео ре му о замк ну тых клас сах бу ле вых функ ций.
2. Что пред став ля ет со бой су пер по зи ция не са мо двой ст вен ной функ-

ции и от ри ца ния?
3. Ка кую функ цию мож но по лу чить с по мо щью су пер по зи ции не-

мо но тон ной функ ции и кон стант 0 и 1?
4. Ка кая функ ция мо жет быть пред став ле на по сред ст вом су пер по-

зи ции не ли ней ной функ ции, от ри ца ния и кон стант 0 и 1? 
5. Сфор му ли руй те тео ре му По ста.
6. Ка кая полная система бу ле вых функ ций на зы ва ет ся не со кра-

тимой?
7. Сфор му ли руй те след ст вие из тео ре мы По ста.
8. Дай те оп ре де ле ние функ цио наль но пол но й в сла бом смыс ле сис-

темы бу ле вых функ ций. На ли чия ка ких функ ций дос та точ но для 
вы пол не ния ус ло вия функ цио наль но пол но й в сла бом смыс ле 
системы?

 Задания
1. С по мо щью тео ре мы По ста про ве рить на пол но ту на бо ры бу ле вых 

функ ций: 
 a) {x ∨ y, ¬x};
 б) {x → y, ¬x};
 в) {x ∧ y ⊕ x, 1};
 г) {x ⊕ y, x ∼ (y ∧ z)};
 д) {x ∧ y, x ⊕ y, x ∼ (x ∨ y)};
 е) {x ∼ y, 1, x ∨ y};
 ж) {x ∧ y, x ⊕ y ⊕ 1};
 з) {0, 1, (x ∧ y) ∨ z};
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 и) {0, 1, x ∼ y};
 к) {x ∧ y ⊕ x, x ∼ y, 0};
 л) {x ∨ y, x ∧ y ⊕ x ∧ z}; 
 м) {–x, (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)};
 н) {1, –x, x ⊕ y};
 о) {x ⊕ y, x ∨ y ∨ –z}.
2. До ка зать функ цио наль ную пол но ту ка ж дой из функ ций: штрих 

Шеф фе ра или стрел ка Пир са.

4.11. Ми ни ми за ция бу ле вых функ ций
Ос нов ные по ня тия. Ме то д карт Кар но (диа грамм Вей ча), 
час тич но оп ре де лен ные функ ции, ме тод Квай на — Мак-Кла ски, 
ме тод По рец ко го — Блей ка

4.11.1. Ос нов ные по ня тия
По иск наи бо лее про стой ло ги че ской фор му лы представления 

булевой функции име ет боль шое зна че ние при фор ми ро ва нии за-
про сов к ба зам дан ных, в ло ги че ском про грам ми ро ва нии, в ин тел-
лек ту аль ных сис те мах. 

За да ча ми ни ми за ции со сто ит в оты ска нии про стей шей, со глас но 
вы бран но му кри те рию  ми ни ми за ции, фор му лы. Кри те рии мо гут 
быть раз лич ными, на при мер: ко ли че ст во пе ре мен ных в фор му ле, 
ко ли че ст во зна ков  конъ юнк ции и дизъ юнк ции или ком би на ция 
по доб ных кри те ри ев.

Ни же рас смат ривается ми ни ми за ция на мно же ст ве ДНФ и  КНФ 
ко ли че ст ва со дер жа щих ся в фор му ле сим во лов пе ре мен ных и опе-
ра ций. Та кая за да ча на зы ва ет ся  ка но ни че ской за да чей ми ни ми за-

ции. Ми ни маль ные фор мы, по лу чае мые в ре зуль та те ее ре ше ния, 
на зы ва ют ся ми ни маль ны ми ДНФ и КНФ.

 Определение
 Им пли кан той не ко то рой функ ции f на зы ва ет ся  функ ция g, 
та кая, что на всех ин тер пре та ци ях, на ко то рых g рав на еди-
ни це, f то же рав на еди ни це.

 Мин тер мы функ ции яв ля ют ся ее   им пли кан та ми, эле мен тар ные 
конъ юнк ции, вхо дя щие в со став ДНФ функ ции, так же яв ля ют ся 
ее им пли кан та ми.

 Определение
Мно же ст во S, со стоя щее из им пли кант функ ции f, на зы ва ет ся 
 по кры ти ем (или  пол ной сис те мой им пли кант) функ ции f, 
ес ли ка ж дое еди нич ное зна че ние функ ции f по кры ва ет ся еди-
ни цей хо тя бы од ной им пли кан ты из мно же ст ва S. 
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На бор им пли кант, со став ляю щих ДНФ функ ции, яв ля ет ся ее 
 по кры ти ем. На бор всех кон сти ту ент еди ни цы функ ции, вхо дя щих 
в ее   СДНФ, яв ля ет ся по кры ти ем дан ной функ ции.

Вся кую эле мен тар ную  конъ юнк цию A, вхо дя щую в со став эле-
мен тар ной конъ юнк ции B и со дер жа щую мень ше пе ре мен ных, чем 
конъ юнк ция B, на зы ва ют  соб ст вен ной ча стью конъ юнк ции B, 
и говорят, что конъюнкция А покрывает конъюнкцию В.

 Определение
Про стой им пли кан той функции f на зы ва ет ся такая  конъ-
юнк цияL  им пли кан та, что ни ка кая ее соб ст вен ная часть не 
яв ля ет ся им пли кан той дан ной функ ции. 

Мно же ст во всех про стых им пли кант функ ции со став ля ет  по-

кры тие дан ной функ ции.

 Определение
 Дизъ юнк ция всех про стых им пли кант функ ции на зы ва ет ся 
ее  со кра щен ной ДНФ. 

 Определение
 Дизъ юнк тив ным ядром бу ле вой функ ции f на зы ва ет ся такое 
мно же ст во ее про стых им пли кант, которое образует по кры-
тие f, но после удаления любой импликанты теряет это свойс-
тво, то есть пе ре ста ет быть  пол ной сис те мой им пли кант.

 Определение
 Ту пи ко вой ДНФ на зы ва ет ся ДНФ дан ной бу ле вой функ ции, 
со стоя щая толь ко из про стых им пли кант.

В от ли чие от со кра щен ной ДНФ, ту пи ко вая ДНФ мо жет не 
со дер жать не ко то рые из про стых им пли кант функ ции. Ка ж дая 
 бу ле ва функ ция име ет един ст вен ную со кра щен ную ДНФ и мо жет 
иметь не сколь ко ту пи ко вых ДНФ. В ка ж дую из ту пи ко вых ДНФ 
вхо дят все им пли кан ты дизъ юнк тив но го яд ра дан ной функ ции.

 Определение
Ми ни маль ной ДНФ ( МДНФ) дан ной бу ле вой функ ции на-
зы ва ет ся од на из ее ту пи ко вых ДНФ, ко то рой со от вет ст ву ет 
наи мень шее зна че ние кри те рия  ми ни ми за ции ДНФ.

Для на хо ж де ния мно же ст ва про стых им пли кант функ ции, 
за данной  СДНФ, используются следующие очевидные преобразо-
вания формул булевой алгебры, которые традиционно называются 
«операциями». 
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Опе ра ция не пол но го  дизъ юнк тив но го склеи ва ния:

Ax ∨ A–x = A ∨ Ax ∨ A–x.

Опе ра ция  дизъ юнк тив но го по гло ще ния:

A ∨ Ax = A.

Вы пол не ние двух ука зан ных опе ра ций по сле до ва тель но пред-
став ля ет со бой вы пол не ние опе ра ции пол но го  дизъ юнк тив но го 

склеи ва ния:

Ax ∨ A–x = A.

Здесь A — не ко то рая  эле мен тар ная конъ юнк ция перемен-
ных, x —  бу ле ва пе ре мен ная.

При мер. Пусть име ет ся  функ ция f, за дан ная  СДНФ:

f(x, y, z) = xyz ∨ –x y z ∨ –x –y z ∨ –x –y –z.

Вы пол ним опе ра ции пол но го склеи ва ния сле дую щим об ра зом: 

f(x, y, z) = x y z ∨ –x y z ∨ –x –y z ∨ –x –y –z =

= (x y z ∨ –x y z) ∨ (–x y z ∨–x –y z) ∨ ( – x –y z ∨ –x –y –z) =

= y z ∨ –x z ∨ –x –y.

Вы пол ним те перь опе ра ции склеи ва ния дру гим спо со бом: 

f(x, y, z) = (x y z ∨ –x y z) ∨ (–x –y z ∨ –x –y –z) = y z ∨ –x –y.

В обо их слу ча ях по лу че ны  ту пи ко вые ДНФ функ ции f(x, y, z). 
Вторая ту пи ко вая ДНФ про ще пер вой, по сколь ку со дер жит мень-
шее ко ли че ст во сим во лов пе ре мен ных и зна ков опе ра ций. По стро-
им таб ли цу ис тин но сти функ ции f(x, y, z) и ее трех им пли кант, 
вхо дя щих в со став ДНФ (таб ли ца 4.32). 

 Таб ли ца 4.32.  По кры тие еди нич ных зна че ний функ ции 

x y z f y z –x z –x –y

0 0 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 1 1

0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0

На тех ин тер пре та ци ях, на ко то рых  им пли кан та рав на еди ни це, 
функ ция так же рав на еди ни це. Та ким об ра зом, ка ж дая им пли кан та 
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«по кры ва ет» не ко то рые еди нич ные зна че ния функ ции (в таб ли це 
это по ка за но стрел ка ми). Для анализа различных представлений 
булевой функции через  КНФ и получения минимальных КНФ ес-
тественно трансформировать изложенные выше понятия и операции 
склеивания по принципу двойственности. Двойственные понятия 
соответственно называются терминами: им пли цен та, про стая 

им пли цен та, пол ная сис те ма им пли цент, со кра щен ная КНФ, 
ту пи ко вая КНФ, ми ни маль ная КНФ. Используемые для мини-
мизации КНФ операции склеивания имеют следующий вид:

Опе ра ция  не пол но го конъ юнк тив но го склеи ва ния:

(A ∨ x)(A ∨ –x) = A(A ∨ x)(A ∨ –x).

Опе ра ция конъ юнк тив но го  по гло ще ния:

A(A ∨ x) = A.

Опе ра ция  пол но го конъ юнк тив но го склеи ва ния:

(A ∨ x)(A ∨ –x) = A.

Здесь A — не ко то рая  эле мен тар ная  дизъ юнк ция, x —  бу ле ва 
пе ре мен ная.

4.11.2. Ми ни ми за ция бу ле вых функ ций 
ме то дом карт Кар но (диа грамм Вей ча)
Це лью ми ни ми за ции яв ля ет ся на хо ж де ние ми ни маль ной 

из  ту пи ко вых ДНФ (КНФ), то есть на хо ж де ние ми ни маль но го 
по кры тия дан ной функ ции. Для это го не об хо ди мо построить все 
воз мож ные ту пи ко вые ДНФ ( КНФ), используя опе ра ции склеи ва-
ния и  по гло ще ния для дан ной функ ции. Методика Карно и Вейча 
по зво ля ет вы пол нить ука зан ные опе ра ции гра фи че ски. 

 Кар та Кар но для ДНФ ( диа грам ма Вей ча — для КНФ) яв ля-
ет ся ана ло гом таб ли цы ис тин но сти, пред став лен ной в спе ци аль-
ной фор ме. Зна че ния пе ре мен ных рас по ла га ют ся в за го лов ках 
строк и столб цов кар ты. Ка ж дой кон сти ту ен те еди ни цы функ ции 
со от вет ст ву ет од на ячей ка таб ли цы. Ноль или еди ни ца в ячей ке 
оп ре де ля ет зна че ние функ ции на дан ной ин тер пре та ции. Зна че ния 
пе ре мен ных рас по ла га ют ся так, что бы со сед ние (имею щие об щую 
гра ни цу) стро ки и столб цы таб ли цы от ли ча лись зна че ни ем толь ко 
од ной пе ре мен ной. По это му за пись ин тер пре та ций двух пе ре мен-
ных в по ряд ке (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) не до пус ти ма, по сколь ку 
со сед ние на бо ры (0, 1) и (1, 0) от ли ча ют ся зна че ния ми обе их пе ре-
мен ных. В кар тах Кар но ин тер пре та ции двух пе ре мен ных рас по ла-
га ют ся в сле дую щей по сле до ва тель но сти: (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0). 
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В этой по сле до ва тель но сти пер вая и по след няя ин тер пре та ции 
так же от ли ча ют ся зна че ни ем толь ко од ной пе ре мен ной, по это му 
пер вая и по след няя стро ки (столб цы) таб ли цы счи та ют ся со сед ни-
ми (про ти во по лож ные гра ни цы таб ли цы счи та ют ся сов па даю щи-
ми). При та ком рас по ло же нии  мин тер мы, к ко то рым при ме ни ма 
опе ра ция склеи ва ния, рас по ла га ют ся в со сед них ячей ках кар ты, 
и склеи ва ние про из во дит ся гра фи че ски по сред ст вом объ е ди не ния 
яче ек в груп пы. 

Кар ты Кар но для функ ций двух пе ре мен ных име ют вид таб ли-
цы 2 × 2, где столб цы со от вет ст ву ют зна че ни ям пер вой пе ре мен ной, 
а стро ки — зна че ни ям вто рой пе ре мен ной. На рис. 4.1 изо бра же на 
структура кар ты Кар но, в ячей ках ука за ны со от вет ст вую щие мин-
тер мы в виде формул с абстрактными переменными.

x
y  0  1

0 –x –y x –y

1 –x y x y

Рис. 4.1. Структура карты Карно для двух переменных

Структура кар ты Кар но для функ ций трех пе ре мен ных име ет 
вид таб ли цы 2 × 4, где столб цы со от вет ст ву ют все воз мож ным на-
бо рам зна че ний пер вых двух пе ре мен ных, а стро ки — зна че ни ям 
0 и 1 треть ей пе ре мен ной (рис. 4.2). В ячей ках структуры ука за ны 
со от вет ст вую щие мин тер мы с абстрактными переменными.

xy
z 00 01 11 10

0 –x –y –z –x y –z x y –z x –y –z

1 –x –y z –x y z x y z x –y z

Рис. 4.2. Структура карты Карно для функции трех переменных

Для конкретной бу ле вой функ ции  кар та Кар но за пол ня ет ся 
сле дую щим об ра зом. В ячей ки, со от вет ст вую щие ин тер пре та ци ям, 
на ко то рых  функ ция рав на еди ни це, за пи сы ва ют еди ни цы. Ука зан-
ные ячей ки со от вет ст ву ют кон сти ту ен там еди ни цы, при сут ст вую-
щим в   СДНФ функ ции. В ос таль ные ячей ки за пи сы ва ют ну ли.

При мер. По стро ить кар ту Кар но для функ ции

f(x, y, z) = –x –y –z ∨ –x y z ∨ –x –y z ∨ xyz.

Ре ше ние. По строе ние кар ты Кар но для за дан ной функ ции: по-
ме ща ем еди ни цы в ячей ки, со от вет ст вую щие мин тер мам, ко то рые 
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при сут ст ву ют в дан ной   СДНФ, и ну ли — в ос тав шие ся ячей ки 
(рис. 4.3). 

xy
z 00 01 11 10

0 1 0 0 0

1 1 1 1 0

Рис. 4.3.  Карта Карно для функции 

f(x, y, z) = –x –y –z ∨ –x y z ∨ –x –y z ∨ x y z

К кон сти ту ен там еди ни цы, со от вет ст вую щим лю бым двум со сед-
ним ячей кам, мож но при ме нить опе ра цию склеи ва ния, так как они 
от ли ча ют ся толь ко од ной пе ре мен ной. Заметим, что на кар те Кар но 
для функ ции трех пе ре мен ных ка ж дая ячей ка имеет три со сед ние 
ячей ки, на кар те Кар но для функ ции че ты рех пе ре мен ных — че ты-
ре, на кар те Кар но для функ ции пя ти пе ре мен ных — пять и т.д. 
При этом для яче ек на кар те Кар но функ ции трех пе ре мен ных, 
рас по ло жен ных в край нем пра вом или в край нем ле вом столб цах, 
со сед ни ми яв ля ют ся ячей ки, рас по ло жен ные не по сред ст вен но сле ва 
(или спра ва), вы ше (или ни же) в со сед ней стро ке, и край няя ле вая 
(или пра вая) в этой же стро ке. В ка че ст ве при ме ра на рис. 4.4 от-
ме че ны ячей ки, со сед ние с ячей ка ми А и B.

xy
z 00 01 11 10

xy
z 00 01 11 10

0 __ 0 __

1 __ A __ 1 __ __ B

Рис. 4.4. Ячейки, соседние с ячейками А и B

Пра ви ло склеи ва ния яче ек и за пи си ми ни маль ной ДНФ

1. Стро ит ся кар та Кар но, со от вет ст вую щая дан ной функ ции.

2. Ячей ки объ е ди ня ют ся в груп пы, обо зна чаю щие опе ра ции 
склеи ва ния. В объ е ди не нии уча ст ву ют толь ко со сед ние ячей ки, 
в ко то рых на хо дят ся еди ни цы.

3. В груп пу мож но объ е ди нить толь ко ко ли че ст во яче ек, рав ное 
2n, n = 1, 2, 3, …. При этом  груп па мо жет иметь толь ко пря мо уголь-
ную или квад рат ную фор му. 

4. За да ча склеи ва ния за клю ча ет ся в на хо ж де нии на бо ра мак-
си маль ных групп ячеек. Мак си маль ная груп па — это  груп па, ко-
то рая не вхо дит це ли ком ни в од ну дру гую груп пу и со от вет ст ву ет 
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про стой им пли кан те функ ции. Ко ли че ст во групп в та ком на бо ре 
долж но быть ми ни маль ным, так как та кая  груп па со от вет ст ву ет 
ми ни маль ной  ту пи ко вой ДНФ. Ка ж дая еди ни ца кар ты Кар но 
долж на вхо дить хо тя бы в од ну груп пу, что обес пе чи ва ет  по кры-
тие функ ции по лу чен ным на бо ром им пли кант.

5. Ка ж дая груп па ячеек, по лу чен ная по сле склеи ва ния, со от-
вет ст ву ет той им пли кан те функ ции, реальные пе ре мен ные ко то рой 
име ют оди на ко вое зна че ние для всех ячеек груп пы. Пе ре мен ные 
бе рут ся без от ри ца ния, ес ли им со от вет ст вуют еди нич ные зна че-
ния, и с  от ри ца ни ем — в про тив ном слу чае. 

6.  Дизъ юнк ция всех по лу чен ных про стых им пли кант пред-
став ля ет со бой ре зуль тат ми ни ми за ции фор му лы и яв ля ет ся ми-
ни маль ной ДНФ.

По сколь ку при ми ни ми за ции на мно же ст ве ДНФ в склеи ва нии 
уча ст ву ют толь ко ячей ки, со дер жа щие еди ни цы, ну ли в кар тах 
Кар но, как пра ви ло, не ука зы ва ют и под ра зу ме ва ют, что пустые 
ячей ки со дер жат ну ли.

При мер. Най ти ми ни маль ную ДНФ функ ции из предыдущего 
при ме ра.

Ре ше ние. Опуская нули на рис. 4.3, записываем исходную 
карту Карно в виде рис. 4.5.

xy
z 00 01 11 10

0 1

1 1 1 1

Рис. 4.5.  Карта Карно функции f(x, y, z)

Графически склеивание обозначается объединением соседних 
единиц таб ли цы в груп пы, ре зуль та том че го яв ляют ся две им пли-
кан ты (рис. 4.6):

xy
z 00 01 11 10

0 1

1 1 1 1

A B

Рис. 4.6. Нахождение импликант функции f(x, y, z)

 Им пли кан та A = –x –y –z ∨ –x –y z = –x –y (–z ∨ z) = –x –y.

Им пли кан та B = –x y z ∨ x y z = (–x ∨ x)yz = yz.
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Та ким об ра зом, по лу чим минимальную ДНФ:

f(x, y, z) = A ∨ B = –x –y ∨ yz.

При мер. Най ти  МДНФ для функ ции 

f(x, y, z) = –xy–z ∨ xy–z ∨ –x –y z ∨ xyz.

Ре ше ние. По стро им кар ту Кар но для за дан ной функ ции 
(рис. 4.7).

xy
z 00 01 11 10

0 1 1

1 1 1

A B C

Рис. 4.7.  Карта Карно для f(x, y, z) = –x y –z ∨ x y –z ∨ –x –y z ∨ x y z

Ми ни маль ная ДНФ f(x, y, z) = A ∨ B ∨ C = –x –y z ∨ y –z ∨ xy.

При мер. Най ти МДНФ сле дую щей функ ции:

f(x, y, z) = x y z ∨ x y –z ∨ x –y z ∨ x –y –z ∨ –x y –z ∨ –x –y z ∨ –x –y –z.

Ре ше ние. По стро им со от вет ст вую щую кар ту Кар но (рис. 4.8).
xy

z 00 01 11 10

0 1 1 1 1

1 1 1 1

A B C

Рис. 4.8. Карта Карно для функции f(x, y, z)

Ми ни маль ная ДНФ f(x, y, z) = A ∨ B ∨ C = –y ∨ –z ∨ x.

Рас смот рим те перь при ме не ние карт Кар но для ми ни ми за ции 
функ ций, за ви ся щих от че ты рех пе ре мен ных. Кар та Кар но для 
функ ции че ты рех пе ре мен ных име ет раз мер 4 × 4. Ка ж дая ячей-
ка име ет че ты ре со сед них. Пра ви ла склеи ва ния яче ек и за пи си 
ре зуль ти рую щей фор му лы ос та ют ся преж ни ми. От ли чие со сто ит 
в том, что со сед ни ми не об хо ди мо счи тать не толь ко край ний пра вый 
и край ний ле вый столб цы, но так же край нюю верх нюю и край нюю 
ниж нюю стро ки. 

При мер. По стро ить ми ни маль ную ДНФ для функ ции 

f(x, y, z, t) = x y z –t ∨ x –y z t ∨ –x y z t ∨
∨ –x –y z t ∨ x –y –z t ∨ –x –y –z t ∨ x –y –z –t ∨ –x –y –z –t.
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Ре ше ние. По стро им со от вет ст вую щую кар ту Кар но (рис. 4.9).

xy
zt 00 01 11 10

00 1 1

01 1 1

11 1 1 1

10 1

A

B C D

Рис. 4.9.  Кар та Кар но для f(x, y, z, t)

За пи шем ми ни маль ную ДНФ, объ е ди нив дизъ юнк ци ей про стые 
им пли кан ты A, B, C, D со от вет ст вен но:

f(x, y, z, t) = –y –z ∨ –y t ∨ –x z t ∨ x y z –t.

Кар та Кар но для функ ции пя ти пе ре мен ных пред став ля ет 
в про стран ст ве двух слой ный па рал ле ле пи пед, где ка ж дый слой 
со от вет ст ву ет кар те Кар но от пер вых че ты рех пе ре мен ных функ-
ции. Пер вый слой пред став ля ет со бой на плос ко сти все воз мож ные 
ин тер пре та ции, при ко то рых пя тая пе ре мен ная рав на ну лю, а вто-
рой — все воз мож ные ин тер пре та ции, при ко то рых пя тая пе ре мен-
ная рав на еди ни це. Ка ж дая ячей ка на кар те Кар но для функ ции 
пя ти пе ре мен ных име ет пять со сед них яче ек: че ты ре — на сво ем 
слое кар ты и пя тая — на со сед ней, т.е. ячей ку, ко то рая сов па дет 
с дан ной, ес ли раз мес тить слои кар ты один по верх дру го го. Объ е ди-
не ние яче ек в груп пы на ка ж дом слое кар ты осу ще ст в ля ет ся как 
и в слу чае че ты рех пе ре мен ных. Кро ме то го, мож но склеи вать две 
оди на ко вые груп пы, на хо дя щие ся на раз ных сло ях кар ты, рас по ло-
же ние ко то рых сов па дет, ес ли по мес тить один слой кар ты по верх 
дру го го.

При мер. По стро ить ми ни маль ную ДНФ для функ ции

f(x, y, z, t, w) =

= –x –y –z –t –w ∨ –x y –z –t –w ∨ x y –z –t –w ∨ x –y –z –t –w ∨ x y –z –t w ∨

∨ –x y –z –t w ∨ –x –y z t –w ∨ x y z t –w ∨ x y z –t –w ∨ x –y z –t –w.

Ре ше ние. По стро им кар ту Кар но для дан ной функ ции (рис. 
4.10).
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Рис. 4.10.  Кар та Кар но для функ ции f(x, y, z, t, w)

Про стые им пли кан ты, вхо дя щие в ми ни маль ную ДНФ: 

A = –x –y z t –w, B = –z –t –w,
C = y –z –t, D = x –t –w,
F = x y z –w.

За пи шем ми ни маль ную ДНФ, объ е ди нив по лу чен ные им пли-
кан ты зна ка ми дизъ юнк ции:

f(x, y, z, t, w) = –x –y z t –w ∨ –z –t –w ∨ y –z –t ∨ x –t –w ∨ x y z –w.

Ми ни ми за ция на мно же ст ве  КНФ
Для ми ни ми за ции бу ле вой функ ции на мно же ст ве КНФ ис-

поль зу ют ся  диа грам мы Вей ча. Их по строе ние ана ло гич но кар там 
Кар но. На кар те по ме ча ют ся ячей ки, со от вет ст вую щие ин тер пре та-
ци ям, на ко то рых  функ ция рав на ну лю. По сле это го про из во дит ся 
склеи ва ние яче ек, со дер жа щих ну ли и фор ми ро ва ние ми ни маль-
ной КНФ. Склеи ва ние яче ек про из во дит ся по тем же пра ви лам, 
что и при дизъ юнк тив ной ми ни ми за ции. Ка ж дая  груп па яче ек, 
по лу чен ная в ре зуль та те склеи ва ния, со от вет ст ву ет дизъ юнк ции 
толь ко тех пе ре мен ных, ко то рые име ют оди на ко вое зна че ние для 
всех ячеек груп пы. Пе ре мен ные бе рут ся без от ри ца ния, ес ли им 
со от вет ст ву ет ну ле вое зна че ние, и с  от ри ца ни ем — в про тив ном 
слу чае.  Конъ юнк ция по лу чен ных эле мен тар ных дизъ юнк ций яв-
ля ет ся ре зуль та том ми ни ми за ции фор му лы.

При мер. По лу чить ми ни маль ную КНФ для функ ции, за дан ной 
 СКНФ сле дую щим об ра зом:

f(x, y, z, t, w) =

= (x ∨ y ∨ z ∨ t ∨ w) (x ∨ y ∨ z ∨ t ∨ –w) (x ∨ y ∨ –z ∨
∨ t ∨ w) (x ∨ y ∨ –z ∨ –t ∨ w) ∧ (x ∨ –y ∨ –z ∨ t ∨ w)(x ∨ –y ∨ –z ∨
∨ –t ∨ w)(–x ∨ y ∨ z ∨ t ∨ w)(–x ∨ y ∨ z ∨ t ∨ –w)(  –x ∨ –y ∨ –z ∨ t ∨ w) ∧
∧ (  –x ∨ y ∨ –z ∨ –t ∨ –w).
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Ре ше ние. Дан ная функ ция об ра ща ет ся в ноль на сле дую щих 
на бо рах: (0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 0), 
(0, 1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1), 
(1, 1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 1, 1). По стро им кар ту Кар но для этой функ-
ции (рис. 4.11).
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Рис. 4.11.  Кар та Кар но для функ ции f(x, y, z, t, w)

За пи шем ми ни маль ную  КНФ, объ е ди нив зна ка ми  конъ юнк ции 
эле мен тар ные дизъ юнк ции:

f(x, y, z, t, w) = A ∧ B ∧ C ∧ D =

= (y ∨ z ∨ t)(x ∨ –z ∨ w)(–y ∨ –z ∨ t ∨ w)(–x ∨ y ∨ –z ∨ –t ∨ –w).

Ми ни ми за ция час тич но оп ре де лен ных функ ций
Ес ли для ре ше ния за да чи ис поль зу ют ся не все на бо ры вход-

ных дан ных, то до пус ти мо лю бое зна че ние функ ции на не ис поль-
зуе мых ин тер пре та ци ях и та кая  функ ция на зы ва ет ся  час тично 
оп ре де лен ной. Дру ги ми сло ва ми, функ ция не оп ре де ле на на ука зан-
ных интер пре та ци ях. При ми ни ми за ции та кие функ ции до оп ре де-
ля ют ся так, что бы по лу чить наи бо лее эко но мич ную ми ни маль ную 
ДНФ (КНФ).

При мер. Функ ция f(x, y, z, t) рав на еди ни це на на бо рах 
(0, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0) и не оп ре де ле на, ес ли 
xy = 1. Не об хо ди мо по стро ить ми ни маль ную ДНФ.

Ре ше ние. Со ста вим кар ту Кар но для за дан ной функ ции 
(рис. 4.12).
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Рис. 4.12. Кар та Кар но для час тич но оп ре де лен ной функ ции
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Ми ни маль ная ДНФ f(x, y, z, t) = A ∨ B = z–t ∨ x–t.
Ме тод карт Кар но не яв ля ет ся фор маль ным и сло жен в реа ли-

за ции. Кро ме то го, он не удо бен в при ме не нии к функ ци ям с ко ли-
чес т вом пе ре мен ных бо лее шес ти. Дру гой ме тод ми ни ми за ции, ко то-
рый бу дет рас смот рен ни же, при го ден для про грамм ной реа ли за ции 
и мо жет при ме нять ся при боль шом ко ли че ст ве пе ре мен ных.

4.11.3. Ми ни ми за ция функ ций 
ме то дом Квай на — Мак-Кла ски

Ме тод ми ни ми за ции  Квай на — Мак-Кла ски также реа ли-
зует пере хо д от  СДНФ к  ми ни маль ной ДНФ с ис поль зо ва ни ем 
опе ра ций склеи ва ния и  по гло ще ния. Он был пред ло жен В. Квай-
ном, а за тем усо вер шен ст во ван Мак-Кла ски.

Ал го ритм  Квай на со сто ит из сле дую щих ша гов:

1. За пи сать  СДНФ за дан ной функ ции.

2. Вы пол нить все воз мож ные опе ра ции не пол но го  дизъ юнк тив но го 
склеи ва ния. Ре зуль ти рую щая фор му ла яв ля ет ся дизъ юнк ци ей 
всех воз мож ных им пли кант дан ной функ ции.

3. Вы пол нить все воз мож ные опе ра ции  дизъ юнк тив но го по гло ще-
ния. Ре зуль ти рую щая фор му ла яв ля ет ся  со кра щен ной ДНФ 
дан ной функ ции.

4. Со ста вить им пли кант ную таб ли цу и най ти  дизъ юнк тив ное 
ядро.

5. Уп ро стить им пли кант ную таб ли цу по сред ст вом уда ле ния строк, 
со от вет ст вую щих  им пли кан там дизъ юнк ти во го яд ра, и столб-
цов, со от вет ст вую щих тем кон сти ту ен там еди ни цы, ко то рые 
по кры ва ют ся им пли кан та ми яд ра. 

6. Най ти все  ту пи ко вые ДНФ дан ной функ ции.

7. Най ти ми ни маль ную ДНФ.

Ес ли при ми ни ми за ции не ко то рой функ ции по лу ча ет ся, что 
уп ро щен ная им пли кант ная таб ли ца пус та, то ту пи ко вая ДНФ этой 
функ ции яв ля ет ся ми ни маль ной и со сто ит толь ко из им пли кант 
дизъ юнк тив но го яд ра. Ес ли же уп ро щен ная им пли кант ная таб ли ца 
не пус та, то в ка ж дой ту пи ко вой ДНФ функ ции, кро ме им пли кант 
яд ра, при сут ст ву ют и не ко то рые про стые им пли кан ты, не вхо дя-
щие в дизъ юнк тив ное яд ро. На бор дан ных им пли кант оп ре де ля ет 
раз ли чия ме ж ду ту пи ко вы ми ДНФ.
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При мер. Най ти ме то дом  Квай на ми ни маль ную ДНФ функ ции 

f(x, y, z) = x y z ∨ x –y –z ∨ –x y z ∨ –x –y z ∨ –x –y –z.

Ре ше ние. Вы пол ним все воз мож ные опе ра ции дизъ юнк тив но го 
склеи ва ния и по гло ще ния: 

x y z ∨ –x y z = y z,

x –y –z ∨ –x –y –z = –y –z,
–x y z ∨ –x –y z = –x z,
– –x –y z ∨ –x –y –z = –x –y.

По лу чим сле дую щую фор му лу:

f(x, y, z) = x y z ∨ x –y –z ∨ –x y z ∨ – –x –y z ∨ –x –y –z =

= y z ∨ –y –z ∨ –x z ∨ –x –y.

Про из ве дя по пар ное срав не ние всех эле мен тар ных  конъ юнк ций, 
вхо дя щих в дан ную фор му лу, при хо дим к вы во ду, что по лу чить 
дру гие эле мен тар ные конъ юнк ции с по мо щью опе ра ции склеи ва ния 
в дан ной фор му ле не воз мож но. Та ким об ра зом, по лу че на  дизъ юнк-
ция всех воз мож ных им пли кант дан ной функ ции:

f(x, y, z) = y z ∨ –y –z ∨ –x z ∨ –x –y.

По лу чен ная фор му ла яв ля ет ся  со кра щен ной ДНФ дан ной 
функ ции.

Со ста вим им пли кант ную таб ли цу (таб лица 4.33). Ее строки 
задаются простыми  импликантами, а столбцы — конституентами 
единицы функции. Звездочкой отмечается каждая ячейка таблицы, 
для которой  импликанта из строки является собственной частью 
конституеты из столбца.

Таб ли ца 4.33. Им пли кант ная таб ли ца функ ции f(x, y, z)

x y z x –y –z –x y z –x –y z –x –y –z

y z * *
–y –z * *
–x z * *
–x –y * *

Най дем  дизъ юнк тив ное яд ро. В него вхо дит ка ж дая про стая им-
пли кан та, ко то рая яв ля ет ся един ст вен ной в по кры тии какойLлибо 
кон сти ту ен ты еди ни цы. В им пли кант ной таб ли це по од но му зна ку 
«*» со дер жат столб цы, со от вет ст вую щие кон сти ту ен там еди ни цы 
xyz и x  –y  –z, на про тив про стых им пли кант yz и –y –z. Эти про стые им-
пли кан ты со став ля ют дизъ юнк тив ное яд ро. Со ста вим уп ро щен ную 
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им пли кант ную таб ли цу. Для это го из им пли кант ной таб ли цы вы-
чер ки ва ем стро ки, со от вет ст вую щие  им пли кан там  дизъюнктивного 
яд ра, и столб цы, со от вет ст вую щие кон сти ту ен там еди ни цы, ко то-
рые по кры ты им пли кан та ми ядра (таблица 4.34). 

Таб ли ца 4.34. По лу че ние уп ро щен ной им пли кант ной таб ли цы

x y z x –y –z –x y z  –x –y z –x –y –z

y z * *
–y –z * *
–x z * *
–x –y * *

В дан ном слу чае им пли кан ты яд ра по кры ва ют все кон сти ту-
ен ты еди ни цы, кро ме од ной, по это му уп ро щен ная им пли кант ная 
таб ли ца име ет сле дую щий вид (таб лица 4.35):

Таб ли ца 4.35. Уп ро щен ная им пли кант ная таб ли ца
–x –y z

–x z *
–x –y *

Из уп ро щен ной им пли кант ной таб ли цы на хо дим, что  ту пи ко вые 
ДНФ дан ной функ ции, кро ме дизъ юнк тив но го яд ра, вклю ча ют или 
им пли кан ту –x z, или –x –y. Та ким об ра зом, по лу ча ем две ту пи ко вые 
ДНФ для дан ной функ ции:

ДНФ1: f(x, y, z) = y z ∨ –y –z ∨ –x z;

ДНФ2: f(x, y, z) = y z ∨ –y –z ∨ –x –y.

Ука зан ные ДНФ со дер жат по 6 сим во лов пе ре мен ных, а так же 
оди на ко вое ко ли че ст во зна ков опе ра ций дизъ юнк ции (2) и  конъ юнк-
ции (3), по это му вы бе рем в ка че ст ве ми ни маль ной ДНФ1, ко то рая 
со дер жит мень ше зна ков опе ра ций от ри ца ния. 

В ме то де  Квай на для функ ции боль шо го чис ла пе ре мен ных 
пере числение вариантов склеивания и мно же ст ва ту пи ко вых ДНФ 
пред став ля ет су ще ст вен ную слож ность. Усо вер шен ст во ва ние, вве-
ден ное Мак-Кла ски, уп ро ща ет за пись ми ни ми зи руе мой фор му лы. 
Со глас но его пред ло же нию, кон сти ту ен ты еди ни цы за пи сы ва ют ся 
в ви де дво ич но го ко да — но ме ра дан ной кон сти ту ен ты. Ука зан ный 
но мер со от вет ст ву ет ин тер пре та ции, на ко то рой кон сти ту ен та рав-
на еди ни це. Все ос таль ные им пли кан ты, по лу чае мые в ре зуль та те 
при ме не ния опе ра ций не пол но го склеи ва ния, так же за пи сы ва ют-
ся в ви де дво ич ных ко дов. В по зи ци ях ко да, со от вет ст вую щих 
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реаль ным пе ре мен ным им пли кан ты, по ме ща ет ся на бор зна че ний 
пе ре мен ных, об ра щаю щий им пли кан ту в еди ни цу. В по зи ци ях 
фиктивных пе ре мен ных им пли кан ты ста вит ся про черк. Та ким 
об ра зом, опе ра ции склеи ва ния и  по гло ще ния про из во дят ся не 
с са ми ми  им пли кан та ми, а с их дво ич ны ми ко да ми, что де ла ет 
ал го ритм про стым в про грамм ной реа ли за ции. 

Кро ме то го, мно же ст во ко дов им пли кант делится на груп пы 
по ко ли че ст ву со дер жа щих ся в них еди ниц. По сколь ку опе ра ции 
не пол но го склеи ва ния при ме ни мы к им пли кан там, ко ды ко то рых 
от ли ча ют ся зна че ни ем толь ко в од ной по зи ции, в склеи ва нии мо-
гут уча ст во вать толь ко им пли кан ты, при над ле жа щие к со сед ним 
 груп пам, но ме ра ко то рых от ли ча ют ся на еди ни цу. Кро ме то го, вы-
пол не ние опе ра ций склеи ва ния про из во дит ся по ша го во. На пер вом 
ша ге осу ще ст в ля ют ся все воз мож ные склеи ва ния кон сти ту ент еди-
ни цы, на вто ром ша ге осу ще ст в ля ют ся склеи ва ния на мно же ст ве 
им пли кант, по лу чен ных на пер вом ша ге, и т.д. Де ле ние на груп пы 
и ша ги по зво ля ет су ще ст вен но со кра тить ко ли че ст во про ве рок пар 
им пли кант на воз мож ность осу ще ст в ле ния склеи ва ния и де ла ет 
ал го ритм бо лее эф фек тив ным.

При вы пол не нии опе ра ций по гло ще ния из фор му лы уда ля ют-
ся все им пли кан ты, не яв ляю щие ся про сты ми. Ре зуль ти рую щая 
фор му ла пред став ля ет со бой дизъ юнк цию про стых им пли кант 
функ ции — ее  со кра щен ную ДНФ. Им пли кан ты, уча ст во вав шие 
хо тя бы в од ном склеи ва нии, не яв ля ют ся про сты ми. Следова тель-
но, вме сто опе ра ций по гло ще ния мож но уда лить из фор му лы все 
им пли кан ты, уча ст во вав шие хо тя бы в од ном склеи ва нии, с оди-
на ко вым ре зуль та том. Поэтому при вы пол не нии опе ра ций склеи-
ва ния полученные им пли кан ты по ме ча ют ся. По сле вы пол не ния 
всех воз мож ных склеи ва ний по ме чен ные им пли кан ты уда ля ют ся. 
Это дает тот же ре зуль тат, что и при вы пол не нии опе ра ций по гло-
ще ния.

Фор маль ный ме тод на хо ж де ния мно же ст ва всех  ту пи ко вых 
ДНФ функ ции был пред ло жен С. Пет ри ком. В этом ме то де ка ж-
дой из про стых им пли кант функ ции, не вхо дя щей в  дизъ юнк тив-
ное яд ро, при пи сы ва ет ся бу к вен ное обо зна че ние. На пом ним, что 
по иск про стых им пли кант про из во дит ся в уп ро щен ной им пли кант-
ной таб ли це. С по мо щью дан ной таб ли цы за пи сы ва ет ся ло ги че ская 
фор му ла по кры тия кон сти ту ент еди ни цы про сты ми им пли кан та ми. 
Для это го для ка ж дой кон сти ту ен ты еди ни цы со став ля ет ся  дизъ юнк-
ция бу к вен ных обо зна че ний всех про стых им пли кант, ко то рые ее 
по кры ва ют. Да лее за пи сы ва ет ся фор му ла, пред став ляю щая со бой 
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 конъ юнк цию по лу чен ных эле мен тар ных дизъ юнк ций. В фор му ле 
рас кры ва ют ся все скоб ки, по сле че го она при об ре та ет вид дизъ юнк-
ции эле мен тар ных конъ юнк ций. Ка ж дая  эле мен тар ная конъюнк-
ция в по лу чен ной фор му ле со от вет ст ву ет од ной из  ту пи ко вых 
ДНФ функ ции. Для по строе ния та кой ДНФ не об хо ди мо за пи сать 
им пли кан ты, со от вет ст вую щие бу к вен ным обо зна че ни ям, ко то рые 
вхо дят в со став дан ной эле мен тар ной конъ юнк ции, и им пли кан ты 
 дизъ юнк тив но го яд ра функ ции. 

При мер. Най ти с по мо щью ме то да  Квай на — Мак-Кла ски ми ни-
маль ную ДНФ функ ции f(x, y, z, t), за дан ной сле дую щей  СДНФ:

f(x, y, z, t) = –x –y –z –t ∨ –x –y –z t ∨ –x –y z –t ∨ –x –y z t ∨ –x y –z t ∨

∨ –x y z t ∨ x –y –z –t ∨ x –y z –t ∨ x y –z –t ∨ x –y z t ∨ x y –z t.
Ре ше ние. В таблице 4.36 за пи шем кон сти ту ен ты еди ни цы дан-

ной функ ции в ви де дво ич ных ко дов во второй столбец. В первом 
столбце запишем десятичные номера интерпретаций.

Таб ли ца 4.36. Дво ич ные ко ды кон сти ту ент еди ни цы функ ции 

Десятичные номера 
интерпретаций

Двоичные коды 
конституент единицы

Кон сти ту ен ты еди ни цы
 функ ции f(x, y, z, t)

0 0 0 0 0 –x –y –z –t

1 0 0 0 1 –x –y –z t

2 0 0 1 0 –x –y z –t

3 0 0 1 1 –x –y z t

5 0 1 0 1 –x y –z t

7 0 1 1 1 –x y z t

8 1 0 0 0 x –y –z –t

10 1 0 1 0 x –y z –t

11 1 0 1 1 x –y z t

12 1 1 0 0 x y –z –t

13 1 1 0 1 x y –z t

В со от вет ст вии с ме то дом осу ще ст вим сле дую щие ша ги:
1. Сгруппируем дво ич ные ко ды им пли кант с одинаковым ко ли-

че ст вом еди ниц. Назовем число единиц m ин дексом груп пы. 
Упо ря до чим группы в по ряд ке воз рас та ния m.

2. На чи ная с m = 0, про из ве дем срав не ние ка ж до го дво ич но го ко да 
в груп пе с ин дек сом m с ка ж дым ко дом из груп пы с ин дек сом 
m + 1. Ес ли срав ни вае мые дво ич ные ко ды раз лич ны толь ко 
в од ном раз ря де, то в сле дую щий стол бец таб ли цы за пи шем 
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соот вет ст вую щий им дво ич ный код с пустой мет кой «-» на мес те 
ука зан но го раз ря да. На про тив ка ж до го но во го ко да за пи шем 
но ме ра ко дов двух им пли кант, уча ст во вав ших в срав не нии, 
и в следующем столбце эти им пли кан ты по ме тим зна ком «V», 
по сколь ку они не яв ля ют ся про сты ми  им пли кан та ми. Все ко ды, 
ко то рые ос та лись не по ме чен ны ми зна ком «V», со от вет ст ву ют 
про стым им пли кан там, по это му по ме ча ем их зна ком «X». 

3. Ес ли сре ди вновь по лу чен ных им пли кант име ют ся оди на ко вые, то 
из них для даль ней ше го ис поль зо ва ния ос тав ля ем толь ко од ну. 

4. По вто ря ем ша ги 1–3 до тех пор, по ка су ще ст ву ет воз мож ность 
по лу чать но вые ко ды им пли кант. 
Ре зуль тат вы пол не ния опи сан ных ша гов при ве ден в таб ли-

це 4.37. Вна ча ле за пол ня ем три столб ца нулевого цикла: m (де ся-
тич ный ин декс груп пы), дво ич ный код им пли кан ты, но мер им пли-
кан ты. Им пли кан ты де лим на груп пы по зна че нию m.

Таб ли ца 4.37. По лу че ние про стых им пли кант функ ции f(x, y, z, t) 
ме то дом  Квай на — Мак-Кла ски

ЦИКЛ 0 ЦИКЛ 1 ЦИКЛ 2

m
Код

импл.
№

импл.
Вид

импл.
m Код № Вид m Код № Вид

0 0000 0 V

0
000-
00-0
-000

0, 1
0, 2
0, 8

V
V
V 0

00--
00--
-0-0
-0-0

(0, 1), (2, 3)
(0, 2), (1, 3)

(0, 2), (8, 10)
(0, 8), (2, 10)

X

X
1

0001
0010
1000

1
2
8

V
V
V

1

00-1
0-01
001-
-010
10-0
1-00

1, 3
1, 5
2, 3

2, 10
8, 10
8, 12

V
V
V
V
V
X

1

0--1
0--1
-01-
-01-

(1, 3), (5, 7)
(1, 5), (3, 7)

(2, 3), (10, 11)
(2, 10), (3, 11)

X

X2

0011
0101
1010
1100

3
5

10
12

V
V
V
V

3
0111
1011
1101

7
11
13

V
V
V

2

0-11
-011
01-1
-101
101-
110-

3, 7
3, 11
5, 7

5, 13
10, 11
12, 13

V
V
V
X
V
X

За тем про во дим срав не ние пер вой им пли кан ты из груп пы m = 0 
( им пли кан та 0000) с пер вой им пли кан той из груп пы m = 1 (им-
пли кан та 0001). Они от ли ча ют ся толь ко в од ном раз ря де,  поэто му 
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про из во дим их склеи ва ние и по лу ча ем но вую им пли кан ту с ко-
дом 000-. За пи сы ва ем дан ный код в стол бец ко да им пли кан ты 
цик ла 1, а на про тив им пли кант 0000 и 0001 ста вим мет ки «V», 
по сколь ку они не яв ля ют ся про сты ми. Их но ме ра ука зы ва ем ря-
дом с ко дом 000-. За тем срав ни ва ем им пли кан ту 0000 со вто рой 
им пли кан той из груп пы m = 1 — им пли кан той 0010 и т.д.

Ко гда срав не ние всех ко дов им пли кант столб ца «цикл 0» за-
вер ше но, ана ли зи ру ем стол бец ви да им пли кан ты. На про тив всех 
им пли кант ставим обо зна че ние «V», так как в цикле 0 каждая 
 импликанта допускает склеивание и не является простой. Да лее 
раз де ля ем на груп пы m = 0, m = 1 и m = 2 ко ды им пли кант цик ла 1. 
За тем про из во дим по пар ное срав не ние этих им пли кант и по лу ча ем 
стол бец ко да им пли кант «цикл 2». Ко ды, со дер жа щие зна ки «-», 
мо гут об ра зо вы вать но вые им пли кан ты, толь ко ес ли они со дер жат 
зна ки «-» в од них и тех же раз ря дах. По окон ча нии срав не ния вы-
де ля ем про стые им пли кан ты в столб це «вид» «цикла 1», ко то рые 
не име ют мет ки «V», и по ме ча ем их мет кой «X». В столб це «код» 
«цикла 2» име ют ся оди на ко вые им пли кан ты, поэтому про из воль-
но вы чер ки ва ем од ну из оди на ко вых строк, что бы ка ж дая им пли-
кан та встре ча лась толь ко один раз. Срав ни вая ко ды им пли кант 
в«цикле 2», при хо дим к вы во ду, что ме то дом склеи ва ния из них 
не воз мож но по лу чить но вые им пли кан ты. Все ко ды цик ла 2 со-
от вет ст ву ют про стым  им пли кан там, сле до ва тель но, по строе ние 
таб ли цы за вер ше но.

Для на хо ж де ния  ту пи ко вых ДНФ по стро им им пли кант ную 
таб ли цу, в стро ках которой рас по ла га ем дво ич ные ко ды, со от ветс-
т вую щие про стым им пли кан там, а в столб цах — ко ды, со от ветс-
т вую щие кон сти ту ен там еди ни цы. Ес ли дво ич ный код строки 
является частью кода столбца (позиции со знаком «L»не сравни-
ваются), то в соответствующую ячейку таблицы за пи сы ва ем знак 
«∗» (таб лица 4.38). 

Таб ли ца 4.38. Им пли кант ная таб ли ца функ ции f(x, y, z, t)

0000 0001 0010 0011 0101 0111 1000 1010 1011 1100 1101

1-00 ∗ ∗
-101 ∗ ∗
110- ∗ ∗
00-- ∗ ∗ ∗ ∗
-0-0 ∗ * ∗ ∗
0--1 ∗ ∗ ∗ ∗
-01- ∗ ∗ ∗ ∗
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От ме тим столб цы таб ли цы, ко то рые со дер жат по од но му зна-
ку «∗». Со от вет ст вую щие им про стые им пли кан ты яв ля ют ся 
 дизъюнк тив ны ми яд ра ми. Вы чер ки ва ем стро ки таб ли цы, со от-
вет ст вую щие ядрам, и столб цы, по кры тые яд ра ми, как по ка за но 
в таб ли це 4.39.

Таб ли ца 4.39. По лу че ние уп ро щен ной им пли кант ной таб ли цы

0000 0001 0010 0011 0101 0111 1000 1010 1011 1100 1101

1-00 * *

-101 * *

110- * *

00-- * * * *

-0-0 * * * *

0--1 * * * *

-01- * * * *

По лу ча ем уп ро щен ную им пли кант ную таб ли цу (таблицу 4.40).

Таб ли ца 4.40. Уп ро щен ная им пли кант ная таб ли ца

0000 1000 1100 1101

A 1-00 ∗ ∗
B -101 ∗
C 110- ∗ ∗
D 00-- ∗
E -0-0 ∗ ∗

Те перь най дем все  ту пи ко вые ДНФ функ ции f(x, y, z, t) и вы-
бе рем из них ми ни маль ную. Со глас но ме то ду Пет ри ка, ка ж дой 
из им пли кант таб ли цы при пи сы ва ем бу к вен ное обо зна че ние и за-
пи сы ва ем фор му лу по кры тия кон сти ту ент еди ни цы про сты ми 
 им пли кан та ми. Кон сти ту ен та еди ни цы с ко дом 0000 мо жет быть 
по кры та им пли кан той D или им пли кан той E, то есть дизъюнкции: 
D ∨ E. Кон сти ту ен та еди ни цы с ко дом 1000 мо жет быть по кры та 
ип ли кан той A или им пли кан той E: A ∨ E. Ана ло гич но 1100 мо жет 
быть по кры та A ∨ С, а 1101 — дизъюнкцией B ∨ С. Та ким об ра зом, 
 по кры тие кон сти ту ент еди ни цы уп ро щен ной им пли кант ной таб ли-
цы функ ции f(x, y, z, t) про сты ми им пли кан та ми мож но за пи сать 
в ви де фор му лы по кры тия:

(D ∨ E)(A ∨ E)(A ∨ С)(B ∨ С).

Ес ли в дан ной фор му ле рас крыть скоб ки, то по лу чит ся сим воль-
ное пред став ле ние всех воз мож ных на бо ров про стых им пли кант 
для  ту пи ко вых ДНФ, не вклю чаю щее дизъ юнк тив ные яд ра:
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(D ∨ E)(A ∨ E)(A ∨ С)(B ∨ С) = (DA ∨ EA ∨ DE ∨ E)(AB ∨
∨ CB ∨ AC ∨ C) = DAB ∨ EAB ∨ DEAB ∨ EAB ∨ DACB ∨
∨ EACB ∨ DECB ∨ ECB ∨ DAC ∨ EAC ∨ DEAC ∨ EAC ∨
∨ DAC ∨ EAC ∨ DEC ∨ EC = ABD ∨ ABE ∨ ABDE ∨ ABCD ∨
∨ ABCE ∨ ACE ∨ BCDE ∨ ACDE ∨ ACD ∨ CDE ∨ CBE ∨ EC.

В по лу чен ной фор му ле ка ж дая  конъ юнк ция бу к вен ных обо-
зна че ний со от вет ст ву ют на бо ру им пли кант в не ко то рой  ту пи ко вой 
ДНФ, в которую обя за тель но вхо дят также  дизъ юнк тив ные яд ра. 
Для то го что бы по лу чить ми ни маль ную ДНФ, не об хо ди мо вы брать 
на бор с ми ни маль ным ко ли че ст вом им пли кант (в дан ном при ме ре 
это ЕС) и добавить импликанты ядра (0LL1, L01L). По лу ча ем ми ни-
маль ную ДНФ исходной функ ции f:

 МДНФ f(x, y, z, t) = –y –t ∨ x y –z ∨ –x t ∨ –y z.

Та ким об ра зом, с по мо щью ме то да  Квай на — Мак-Кла ски по-
лу че на ми ни маль ная ДНФ функ ции f(x, y, z, t), ко то рая со дер жит 
все го лишь 4 эле мен тар ные конъ юнк ции вме сто 11 кон сти ту ент 
еди ни цы  СДНФ.

Не дос та ток ме то да ми ни ми за ции бу ле вых функ ций  Квай-
на — Мак-Кла ски со сто ит в не об хо ди мо сти за пи сы вать СДНФ 
функ ции, ко то рая уже при семи пе ре мен ных мо жет со дер жать 
бо лее ста кон сти ту ент еди ни цы. Сле дую щий ме тод по зво ля ет осу-
ще ст в лять дизъ юнк тив ную ми ни ми за цию, ис поль зуя в ка че ст ве 
ис ход ной про из воль ную ДНФ функ ции.

4.11.4. Ми ни ми за ция функ ций ме то дом 
 По рец ко го — Блей ка

Ме тод ми ни ми за ции По рец ко го — Блей ка реа ли зу ет пе ре ход 
от про из воль ной ДНФ функ ции к  со кра щен ной ДНФ по сред ст вом 
опе ра ций  обоб щен но го склеи ва ния и  по гло ще ния.

Опе ра ция  обоб щен но го склеи ва ния:

Ax ∨ B–x = Ax ∨ B–x ∨ AB.

До ка жем спра вед ли вость дан но го то ж де ст ва:

Ax ∨ B–x = Ax(1∨ B) ∨ B–x(1 ∨ A) = Ax ∨ ABx ∨ B–x ∨ AB–x =

= Ax ∨ B–x ∨ AB(x ∨ –x) = Ax ∨ B–x ∨ AB.

Ме тод По рец ко го — Блей ка со сто ит в при ме не нии все воз мож-
ных опе ра ций обоб щен но го склеи ва ния к ДНФ функ ции. За тем 
в по лу чен ной фор му ле про из во дят ся все воз мож ные опе ра ции 
по гло ще ния.



175Булевы функции и преобразования

При мер. Най ти  со кра щен ную ДНФ по ме то ду  По рец ко го — 
Блейка для функ ции f(x, y, z) = xy–z ∨ xz ∨ –xy.

Ре ше ние. Осу ще ст вим опе ра ции  обоб щен но го склеи ва ния:

xy–z ∨ xz = xy ∨ xy–z ∨ xz,

xy–z ∨ –xy = y–z ∨ xy–z ∨ –xy,

xz ∨ –xy = yz ∨ xz ∨ –xy.

Очевидно,  дизъюнкция левых частей совпадает с функцией f.
К вновь по лу чен ным  им пли кан там мо жет быть при ме не на опе-

ра ция полного  дизъюнктивного склеи ва ния (п. 4.11.1):

y–z ∨ yz = y, xy ∨ –xy = y.

Та ким об ра зом, ис ход ная фор му ла при мет сле дую щий вид:

f(x, y, z) = xy–z ∨ xz ∨ –xy = (xy ∨ –xy) ∨ xy–z ∨ xz ∨ (yz ∨ y–z) =

= y ∨ xy–z ∨ xz ∨ y = y(x–z ∨ 1) ∨ xz = xz ∨ y.

Итак, f = xz ∨ y есть сокращенная ДНФ.

 Вопросы
1. В чем за клю ча ет ся за да ча ми ни ми за ции бу ле вых функ ций? 

В чем осо бен ность ее ка но ни че ской фор мы?
2. Дай те оп ре де ле ние по ня тию им пли кан ты бу ле вой функ ции.
3. Что пред став ля ет со бой пол ная сис те ма им пли кант?
4. Ка кая им пли кан та на зы ва ет ся про стой?
5. Дай те оп ре де ле ния со кра щен ной, ту пи ко вой и ми ни маль ной 

дизъ юнк тив ных нор маль ных форм?
6. Что на зы ва ют дизъ юнк тив ным ядром бу ле вой функ ции?
7. Для ка ких це лей слу жит им пли кант ная таб ли ца?
8. За пи ши те фор му лы опе ра ций дизъ юнк тив но го склеи ва ния 

и по гло ще ния.
9. За пи ши те фор му лы опе ра ций конъ юнк тив но го склеи ва ния 

и по гло ще ния.
10. Что пред став ля ет со бой кар та Кар но (диа грам ма Вей ча)?
11. Сфор му ли руй те пра ви ло склеи ва ния яче ек и за пи си ми ни маль-

ной ДНФ по ме то ду карт Кар но.
12. В чем от ли чие при ме не ния диа грамм Вей ча для ми ни ми за ции 

на мно же ст ве КНФ от карт Кар но?
13. Ка ким об ра зом осу ще ст в ля ет ся ми ни ми за ция час тич но оп ре де-

лен ных функ ций?
14. Пе ре чис ли те ос нов ные ша ги ал го рит ма ми ни ми за ции Квай на.
15. Ка кие мо ди фи ка ции пред ло жил вне сти Мак-Кла ски в ме тод 

ми ни ми за ции Квай на?
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16. Для ка кой це ли пред на зна чен ме тод Пет ри ка?
17. В чем за клю ча ет ся не дос та ток ме то да ми ни ми за ции бу ле вых 

функ ций Квай на — Мак-Кла ски?
18. В чем суть ме то да ми ни ми за ции бу ле вых функ ций По рец ко-

го — Блей ка?
19. За пи ши те фор му лу опе ра ции обоб щен но го склеи ва ния.
20. Дай те срав ни тель ную ха рак те ри сти ку ме то дов ми ни ми за ции 

По рец ко го — Блей ка и Квай на — Мак-Кла ски.

 Задания
1. По стро ить кар ты Кар но для сле дую щих функ ций:
 a) f(x, y, z, t) = xyzt ∨ –xyzt ∨  –x–y–zt ∨  xy–z–t;

 б) f(x, y, z, t) = x–yzt ∨  –xy–zt ∨  –x–y–z–t ∨  –xy–z–t;

 в) f(x, y, z, t) = –xyz–t ∨  –x–yzt ∨  x–yz–t ∨  xyz–t;

 г) f(x, y, z, t) = xy–zt ∨  –xyz–t ∨  –x–yzt ∨  –xy–zt;

 д) f(x, y, z, t) = –xyzt ∨  –x–yzt ∨  xyzt ∨  x–y–z–t;

 е) f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ –z ∨ t)(–x ∨ y ∨
 ∨  z ∨ –t)(–x ∨ –y ∨ –z ∨ t)(x ∨ –y ∨ z ∨ t)(x ∨ –y ∨ z ∨  –t).

2. Най ти ми ни маль ные ДНФ функ ций, за дан ных сле дую щи ми 
кар та ми Кар но:

xy
zt 00 01 11 10

00 0 1 1 0

01 0 1 1 0

11 1 0 0 1

10 1 0  0 1 

a)

xy
zt 00 01 11 10

00 1 1 1 1

01 1 1 1 0

11 0 1 0 0

10 1 0 0 1

б)

v = 0
zt

xy 00 01 11 10

00 0 1 0 0

01 0 0 0 0

11 0 1 1 0

10 0 1 1 0

в)

zt
xy 00 01 11 10

00 0 1 1 0

01 0 1 1 0

11 0 1 1 0

10 0 1 1 0

г)
v = 1

3. Най ти ми ни маль ные КНФ для функ ций, за дан ных сле дую щи ми 
диа грам ма ми Вей ча:

xy
zt 00 01 11 10

00 0 0 1 1

01 0 0 1 1

11 1 1 1 1

10 0 0 1 1 

xy
zt 00 01 11 10

00 0 1 0 1

01 0 1 1 0

11 0 0 0 0

10 1 0  0 1 

a) б)
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4. Най ти ми ни маль ные ДНФ час тич но оп ре де лен ных функ ций, 
за дан ных сле дую щи ми диа грам ма ми Вей ча: 

xy
zt 00 01 11 10

00 - 0 0 -

01 1 - 1 1

11 0 0 - 0

10 - 0 - -

xy
zt 00 01 11 10

00 1 - 1 1

01 - 1 - -

11 0 - 0 0

10 1 0 0 1 

a) б)

5. Най ти ми ни маль ные КНФ час тич но оп ре де лен ных функ ций, 
за дан ных сле дую щи ми кар та ми Кар но: 

a) б)xy
zt 00 01 11 10

00 1 1 1 -

01 0 0 1 1

11 - - 1 -

10 1 1 1 - 

xy
zt 00 01 11 10

00 - 0 1 1

01 1 1 - -

11 0 - 0 0

10 1 1 0 -

6. Най ти ми ни маль ные ДНФ функ ций ме то дом Квай на — Мак-Кла-
с ки. СДНФ функ ций за да ны но ме ра ми кон сти ту ент еди ни цы сле-
дую щим об ра зом:

 a) f(x, y, z, t) = {0, 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 15};
 б) f(x, y, z, t) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14};
 в) f(x, y, z, t) = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 15};
 г) f(x, y, z, t) = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15};
 д) f(x, y, z, t) = {1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15};
 е) f(x, y, z, t) = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14}.

7. Най ти со кра щен ные ДНФ ме то дом По рец ко го — Блей ка для 
сле дую щих функ ций:

 a) f(x, y, z, t) = yzt ∨  –xzt ∨  –x–yt ∨  xy–z;
 б) f(x, y, z, t) = x–yz ∨  –x–z ∨  –x–y–z–t ∨  –xy;
 в) f(x, y, z, t) = –x–t ∨  –xzt ∨  x–yz ∨  xyz–t;
 г) f(x, y, z, t) = xy–z ∨  –z–t ∨  –xzt ∨  –yt;
 д) f(x, y, z, t) = xy–z ∨  –xz–t ∨  –x–yzt;
 е) f(x, y, z, t) = –yzt ∨  –xt ∨  xyzt ∨  x–y–t.

4.12. Ло ги че ские схе мы
Ос нов ные ло ги че ские эле мен ты, пол но та на бо ра 
ло ги че ских эле мен тов, ана лиз и син тез ло ги че ских схем

 Ло ги че ские схе мы в ком пь ю те рах и дру гих элек трон ных 
уст рой ст вах опе ри ру ют с на бо ра ми вход ных и вы ход ных дан ных, 
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со стоя щи ми из ну лей и еди ниц. Бу ле ва  ал геб ра и булевы функции 
пред став ля ют ма те ма ти че ский ап па рат для ра бо ты с та ки ми дан ны-
ми и ис поль зу ют ся для ана ли за и син те за ло ги че ских схем (це пей). 
Ос но вой по строе ния ло ги че ских схем яв ля ет ся на бор ло ги че ских 

эле мен тов. Ка ж дый ло ги че ский эле мент реа ли зу ет не ко то рую 
бу ле ву функ цию. Его вхо ды со от вет ст ву ют бу ле вым пе ре мен ным, 
а вы ход — зна че нию функ ции. Гра фи че ские сим во лы и на зва ния 
наи бо лее час то ис поль зуе мых ло ги че ских эле мен тов пред став ле ны 
в таб ли це 4.41. 

Таб ли ца 4.41. Ос нов ные ло ги че ские эле мен ты

Название
Символ

логического элемента

Булева

функция

конъюнкция

дизъюнкция

отрицание

штрих Шеффера

стрелка Пирса

XOR

И f = x1 ∧ x2

ИЛИ f = x1 ∨ x2

НЕ f = –x

И-НЕ

ИЛИ-НЕ

ИСКЛЮЧАЮЩЕЕ ИЛИ f = x1 ⊕ x2

f
x1

x2

f
x1

x2

f
x1

x2

x1

x2

f

f
x1

x2

f = x1 ∧ x2

f = x1 ∨ x2

fx

На бор ло ги че ских эле мен тов по лон, ес ли с его по мо щью мож но 
реа ли зо вать лю бую бу ле ву функ цию. Для пол но ты та ко го на бо ра 
не об хо ди мо и дос та точ но, что бы со от вет ст вую щий ему на бор бу ле-
вых функ ций был по лон. В ка че ст ве ба зо во го на бо ра эле мен тов для 
ре ше ния кон крет ной за да чи вы би ра ют та кой на бор, с по мо щью 
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ко то ро го лег че все го реа ли зо вать не об хо ди мые в дан ной за да че 
функ ции. 

Ло ги че ская схе ма стро ит ся из на бо ра ба зо вых эле мен тов, 
и пред став ля ет со бой  су пер по зи цию дан ных эле мен тов так же, 
как фор му ла яв ля ет ся су пер по зи ци ей ба зо вых функ ций бу ле вой 
ал геб ры. 

При мер. По стро ить ло ги че скую цепь, реа ли зую щую функ цию
f(x, y, z) = (x ∨ y)z.

Ре ше ние. Ис поль зуя ло ги че ские эле мен ты «И» и «ИЛИ», фор-
ми ру ем су пер по зи цию, со от вет ст вую щую дан ной функ ции. По лу-
чен ная ло ги че ская цепь пред став ле на на рис. 4.13.

f(x, y, z) = (x ∨ y)z

x

y

z

Рис. 4.13. Ло ги че ская цепь, реа ли зую щая функ цию 
f(x, y, z) = (x ∨ y)z

Ло ги че ские эле мен ты, реализующие опе ра ции со свой ст ва ми 
ас со циа тив но сти и ком му та тив но сти, на схе мах мо гут изо бра жать ся 
с чис лом вхо дов бо лее двух, что оз на ча ет мно го крат ное при ме не ние 
дан ной опе ра ции. На рис. 4.14 изо бра жен эле мент «ИЛИ», имею-
щий три вхо да и реа ли зую щий функ цию y = x

1
 ∨ x

2
 ∨ x

3
.

y = x1 ∨ x2 ∨ x3

x1

x2

x3

Рис. 4.14. Ло ги че ский эле мент «ИЛИ», имею щий три вхо да

При ис сле до ва нии ло ги че ских це пей воз ни ка ют две ос нов ные 
за да чи: ана лиз и син тез. Ана лиз ло ги че ской це пи за клю ча ет ся 
в по строе нии бу ле вой функ ции, ко то рую реа ли зу ет дан ное ло ги-
че ское уст рой ст во. Для это го оп ре де ля ет ся зна че ние вы ход но го 
сиг на ла на всех на бо рах вход ных дан ных и со став ля ет ся  таб ли ца 
ис тин но сти функ ции. Ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти и пра ви ла 
по строе ния  СДНФ или  СКНФ, мож но по стро ить фор му лу, со от-
вет ст вую щую дан ной ло ги че ской функ ции. С дру гой сто ро ны, 
ис поль зуя ло ги че скую схе му, мож но сна ча ла по стро ить фор му лу, 
со от вет ст вую щую ис ко мой функ ции, а за тем, ис поль зуя по лу чен ную 
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фор му лу, по стро ить таб ли цу ис тин но сти функ ции. По дан ной ло-
ги че ской схе ме фор му лу мож но по стро ить, за пи сав  су пер по зи цию 
бу ле вых функ ций, со от вет ст вую щую схемной су пер по зи ции ло ги-
че ских эле мен тов.

За да ча син те за за клю ча ет ся в по строе нии ло ги че ской це пи для 
бу ле вой функ ции, за дан ной таб лич но или с по мо щью фор му лы. 
Ис поль зуя пра ви ла по строе ния  СДНФ и  СКНФ, мож но пе рей ти от 
таб ли цы ис тин но сти функ ции к со от вет ст вую щей фор му ле, а затем 
реализовать переменные и операции формулы логической цепью. 

Стои мость ло ги че ской це пи за ви сит от ее слож но сти. По сколь-
ку эко но ми че ски рен та бель но про из во дить ло ги че ские це пи ми ни-
маль ной стои мо сти, бу ле вы функ ции, по ко то рым осу ще ст в ля ет ся 
по строе ние це пей, долж ны быть пред ва ри тель но ми ни ми зи ро ва ны. 
По это му пе ред по строе ни ем ло ги че ской це пи не об хо ди мо по лу чить 
ми ни маль ное пред став ле ние функ ции. 

При мер. За пи сать бу ле ву функ цию, ко то рую реа ли зу ет ло ги че-
ская цепь, пред став лен ная на рис. 4.17. По стро ить ми ни маль ную 
цепь, реа ли зую щую дан ную функ цию. 

Ре ше ние. Бу дем по сле до ва тель но по да вать на вход схе мы интер-
пре та ции функ ции и оп ре де лять ее зна че ние на ка ж дой из них 
(рис. 4.15).

x1

x2

0 –0 –1 –1

0 –1 –0 –1

1 –1 –0 –0

0 –0 –0 –1

1 –1 –0 –1
 f(x1, x2)

Рис. 4.15. Ин тер пре та ции и значения функ ции, 
реа ли зо ван ной ло ги че ской це пью

По стро им таб ли цу ис тин но сти ис ко мой функ ции (таблица 4.42).

Таб ли ца 4.42.  Таб ли ца ис тин но сти f(x
1
, x

2
)

x
1

x
2

f(x
1
, x

2
)

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1
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По таб ли це по стро им  СКНФ дан ной функ ции:

f(x
1
, x

2
) = –x

1
 ∨ x

2
.

По лу чен ная фор му ла яв ля ет ся ми ни маль ной КНФ дан ной 
функ ции, так как со дер жит толь ко од ну кон сти ту ен ту ну ля. Вос-
поль зу ем ся вто рым спо со бом и за пи шем фор му лу, со от вет с твую щую 
 су пер по зи ции ло ги че ских эле мен тов, пред став лен ной на ис ход ной 
схе ме:

f(x
1
, x

2
) = –x

1
 ∨ x

1
x

2
.

Дан ная фор му ла эк ви ва лент на по лу чен ной ра нее, од на ко яв ля-
ет ся бо лее слож ной. Ис поль зуя ми ни маль ную фор му лу для функ-
ции f(x

1
, x

2
), мож но по стро ить ми ни маль ную ло ги че скую цепь, 

реа ли зую щую дан ную бу ле ву функ цию (рис. 4.16).

f(x1, x2) = –x1 ∨ x2

x1

x2

Рис. 4.16. Ло ги че ская цепь, реа ли зую щая функ цию f(x
1
, x

2
) = –x

1
 ∨ x

2

Та ким об ра зом, ми ни ми за ция бу ле вой функ ции по зво ли ла со-
кра тить ис ход ную ло ги че скую схе му на эле мент «И».

 Вопросы

1. Что яв ля ет ся ос но вой для по строе ния ло ги че ских схем?

2. Как бу ле ва ал геб ра свя за на с про ек ти ро ва ни ем ло ги че ских це пей?

3. На ри суй те гра фи че ские обо зна че ния ос нов ных ло ги че ских эле-
мен тов.

4. Ка кой на бор ло ги че ских эле мен тов на зы ва ет ся пол ным?

5. Ка ко му на бо ру ло ги че ских эле мен тов сле ду ет от дать пред поч те-
ние при ре ше нии кон крет ной за да чи?

6. Оха рак те ри зуй те ос нов ные за да чи, воз ни каю щие при ис сле до ва-
нии ло ги че ских це пей.

7. В чем за клю ча ет ся ана лиз ло ги че ских це пей?

8. Ка ким об ра зом осу ще ст в ля ет ся син тез ло ги че ских це пей?

9. Ка кую опе ра цию сле ду ет про из ве сти над бу ле вой функ ци ей пе-
ред ее реа ли за ци ей в ви де ло ги че ской це пи?
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 Задания
1. Про вес ти ана лиз сле дую щих ло ги че ских це пей:

x2

x1x2

б)

a)

x1
x2

x1

в)
x1
x2

x1
x2

г)

x1

x2

x3
x4

x1

д)

x1
x2

x3
x4

x2

2. Осу ще ст вить син тез ло ги че ских схем для сле дую щих бу ле вых 
функ ций:

 a) x → (x → y);
 б) (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);
 в) xy ⊕ y ⊕ x;
 г) –z –y ∨ tz ∨ –yz ∨ t–z;
 д) (x ∧ y) → z;
 е) x y z ∨ x –y –z ∨ –x –y z.



Математическая 
логика

раздел 5

5.1. История и задачи 
ма те ма ти че ской ло ги ки

Как нау ка ло ги ка возникла еще в IV в. до н. э. в тру дах 
древ не гре че ско го фи ло со фа Ари сто те ля, ос но во по лож ни ка  фор-

маль ной ло ги ки. Пер вое до шед шее до нас со чи не ние, спе ци аль но 
по свя щен ное ло ги ке, — «Ана ли ти ки» Ари сто те ля (384–322 г. до 
н. э.). Ему при над ле жит от кры тие фор маль но го ха рак те ра ло ги че-
ско го вы во да, со стоя ще го в том, что в на ших рас су ж де ни ях од ни 
пред ло же ния вы во дят ся из дру гих в си лу оп ре де лен ной свя зи ме ж ду 
их фор мой, струк ту рой не за ви си мо от их со дер жа ния. В те че ние 
мно гих ве ков ло ги ка поч ти не раз ви ва лась. Ис тин ный про гресс 
был дос тиг нут толь ко в XIX в., ко гда в ло ги ке ста ли при ме нять 
ма те ма ти че ские ме то ды.

Идею математизации ло ги ки вы ска зал еще в XVII в. ве ли кий 
не мец кий уче ный Лейб ниц. Он сформулировал задачу соз да ния 
но вой ло ги ки, ко то рая бы бы ла «ис кус ст вом ис чис ле ния». В этой 
ло ги ке, по мыс ли Лейб ни ца, ка ж до му по ня тию со от вет ст во вал бы 
сим вол, а рас су ж де ния име ли бы вид вы чис ле ний. Вре мя Лейб-
ни ца бы ло эпо хой, ко гда ак сио ма ти че ская гео мет рия древ них 
гре ков пе ре жи ва ла но вый рас цвет. Ма те ма ти ка пред став ля ла со-
бой нау ку, в ко то рой умо зак лю че ние иг ра ло бо лее важ ную роль 
по срав не нию с дру ги ми нау ка ми. Все ма те ма ти че ские тео ре мы 
опи ра лись на точ ные до ка за тель ст ва, ос но ван ные на вы во де след-
ст вий из об ще при ня тых ма те ма ти че ских ак си ом или по сту ла тов. 
По это му не уди ви тель но, что учен ые при ана ли зе ма те ма ти че ских 
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рас су ж де ний от кры ли ог ром ное ко ли че ст во схем (спо со бов) по строе-
ния умо зак лю че ний. Лейб ниц ре шил так сфор му ли ро вать пра ви ла 
ма те ма ти че ско го до ка за тель ст ва, что бы при их при ме не нии не при-
хо ди лось боль ше ду мать о со дер жа тель ном смыс ле ма те ма ти че ских 
вы ра же ний. Для это го не об хо ди мо соз дать ис чис ле ние, в ко то ром 
ес те ст вен ные, со дер жа тель ные до ка за тель ст ва бы ли бы за ме не ны 
фор маль ны ми вы чис ле ния ми и тем са мым ста ли бы пред ме том 
ма те ма ти ки. Та кое ис чис ле ние, ра зу ме ет ся, пред по ла га ет спе ци-
аль ную сим во ли ку, в ко то рой мо гут быть пред став ле ны ак сио мы, 
тео ре мы и оп ре де ле ния ма те ма ти ки. 

Толь ко в се ре ди не XIX в. ир ланд ский ма те ма тик Дж. Буль час-
тич но во пло тил в жизнь идею Лейб ни ца. В его ра бо тах «Ма те ма ти че-
ский ана лиз», «За ко ны мыш ле ния», а так же в ра бо тах Де Мор га на 
бы ли за ло же ны ос но вы бу ле вой ал геб ры и ал геб ры логи ки, ко то рые 
рас смат ри ва лись в раз де ле 4. С по мо щью ал геб ры ло ги ки мож но 
опи сы вать рас су ж де ния и «вы чис лять» их ре зуль та ты, ес ли сим во-
лам пе ре мен ных по ста вить в со от вет ст вие не ко то рые ут вер жде ния, 
на зы вае мые  вы ска зы ва ния ми. Та кое при ме не ние ал геб ры ло ги ки 
по лу чи ло на зва ние ло ги ки вы ска зы ва ний и впо след ст вии бы ло 
рас ши ре но до бав ле ни ем пе ре мен ных, при ни маю щих зна че ния из 
мно же ст ва по ня тий, что сфор ми ро ва ло ло ги ку пре ди ка тов.

В свя зи с тем, что в ма те ма ти че ской ло ги ке при нят сим во ли че-
ский язык, она так же на зы ва ет ся  сим во ли че ской ло ги кой. В ра бо тах 
Пеа но, Пир са и Шре де ра так же создавалась и совершенствовалась 
ма те ма ти че ская сим во ли ка для за ко нов мыш ле ния. Эти ра бо ты 
вну ша ли ве ру в без гра нич ные воз мож но сти фор ма ли за ции. Уси лия-
ми та ких вы даю щих ся ученых, как Рас сел, Уайт хед, Гиль берт, 
Бер найс, Ге дель и Черч, фор ма ли за ция в рам ках со вре мен ных ло-
ги че ских ис чис ле ний дос тиг ла вы со кого уровня. При по пыт ках 
реа ли зо вать прак ти че ски идею фор ма ли за ции воз ник ли труд но сти 
ло ги че ско го ха рак те ра, ко то рые ока за лось не воз мож но пре одо леть 
сред ст ва ми клас си че ской  фор маль ной ло ги ки. Эти труд но сти окон-
ча тель но не уст ра не ны и по сей день, но по пыт ки их пре одо ле ния 
да ли мощ ный тол чок раз ви тию новых разделов ло ги ки — неокла-
сических, модальных, интуиционистских.

Ши ро кое при ме не ние ком пь ю те ров по тре бо ва ло со от вет ст вую-
щего ма те ма ти че ско го обес пе че ния: раз ра бот ки спе ци аль ных язы ков 
для баз дан ных и для пред став ле ния зна ний, уг луб лен но го ло ги че-
ско го ана ли за ес те ст вен ных язы ков. Эти про бле мы и стрем ле ние 
смо де ли ро вать на ком пь ю те ре об шир ный класс ин тел лек ту аль ных 
про це дур (идеи ис кус ст вен но го ин тел лек та) по ста ви ли пе ред ло-
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ги че ской нау кой но вые за да чи. Ре зуль та ты ре ше ния ука зан ных 
за дач на хо дят в на стоя щее вре мя все но вые и раз но об раз ные при-
ло же ния во мно гих об лас тях нау ки и тех ни ки. Ма те ма ти че ская 
ло ги ка занимается фор ма ли за цией не ко то рой об лас ти че ло ве че ско-
го мыш ле ния, в том числе с це лью пре дос тав ле ния воз мож но сти 
на пи са ния про грам мы для вы чис ли тель ной ма ши ны, ко то рая в 
этом смысле при об ре та ет спо соб ность рас су ж дать.

 Вопросы
1. Кто яв ля ет ся ос но ва те лем фор маль ной ло ги ки?
2. Ка ким об ра зом про ис хо ди ло раз ви тие ло ги ки как нау ки?
3. Что пред став ля ет со бой ма те ма ти че ская ло ги ка?
4. Пе ре чис ли те воз мож ные об лас ти при ме не ния ма те ма ти че ской 

ло ги ки.

 Задания
1. Ка кие вы во ды бу дут пра во мер ны ми при сле дую щей по сыл ке:
 «Ес ли сту дент не зна ет ло ги ку вы ска зы ва ний, то не смо жет 

ре шить за дан ную ло ги че скую за да чу»?
 1.1. Сту дент ре шил за дан ную ло ги че скую за да чу. Зна чит, сту-

дент зна ет ло ги ку вы ска зы ва ний.
 1.2. Сту дент не зна ет ло ги ку вы ска зы ва ний. Зна чит, он не ре шит 

за дан ную за да чу.
 1.3. Сту дент зна ет ло ги ку вы ска зы ва ний. Сле до ва тель но, он ре-

шит за дан ную за да чу.
 1.4. Сту дент не ре шил за дан ную ло ги че скую за да чу. Сле до ва-

тель но, он не зна ет ло ги ку вы ска зы ва ний.

5.2. Понятия ло ги ки вы ска зы ва ний
Вы ска зы ва ние, ис тин но ст ное зна че ние, атом, ло ги че ские 
связ ки, пра виль но по стро ен ная фор му ла, ин тер пре та ция 
вы ска зы ва ния, при ори тет и ранг опе ра ций, тав то ло гия, 
то ж де ст вен но лож ная фор му ла, не об ще зна чи мая фор му ла

В ес те ст вен ных язы ках ин фор ма ция пе ре да ет ся с по мо щью 
слов, объ е ди нен ных в пред ло же ния.  Фор маль ная ло ги ка за ни ма ет-
ся ана ли зом пред ло же ний, об ра щая ос нов ное вни ма ние на фор му 
и от вле ка ясь от со дер жа ния.

Ма те ма ти че ская ло ги ка изу ча ет и мо де ли ру ет толь ко по ве ст-
во ва тель ные пред ло же ния. По ве ли тель ные, вос кли ца тель ные и во-
про си тель ные пред ло же ния на хо дят ся вне сфе ры рас смот рения. 
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Со кра щен ные пред ло же ния ис клю ча ют ся по то му, что мо гут иметь 
двой ное зна че ние. На при мер, на во прос «не опо зда ли ли вы на 
лек цию?» со кра щен ный от вет «да» не по ня тен. В дан ном слу чае 
в от ве те не об хо ди мо бо лее пол ное ут вер жде ние, ко то рое мог ло бы 
быть фор ма ли зо ва но. Для фор ма ли за ции по дой дет пред ло же ние: 
«Я опо здал на лек цию». Ма те ма ти че ская ло ги ка не изу ча ет внут-
рен нюю струк ту ру и со дер жа ние пред ло же ний, а ог ра ни чи ва ет ся 
рас смот ре ни ем их ис тин но ст ных свойств, т.е. пред став ля ют ли они 
ис ти ну или ложь. В свя зи с этим из рас смот ре ния ис клю че ны по-
ве ст во ва тель ные пред ло же ния, для ко то рых не воз мож но оп ре де-
лить, ис тин но оно или лож но. Оче вид но, что та кое пред став ле ние 
естественного язы ка не яв ля ет ся пол ным, но оно не об хо ди мо для 
при ме не ния ло ги ки вы ска зы ва ний.

 Определение 
Вы ска зы ва ние — это по ве ст во ва тель ное пред ло же ние, о ко то-
ром мож но ска зать, ис тин но оно или лож но, но ни то и дру гое 
од но вре мен но. 

 Определение 
Ис ти на или ложь, при пи сан ная не ко то ро му вы ска зы ва нию, 
на зы ва ет ся ис тин но ст ным зна че ни ем это го  вы ска зы ва ния. 
Обо зна чает ся: «Ис ти на» — И, T (True) или 1, «Ложь» — 
Л, F (False) или 0.

При мер. Оп ре де лить, ка кие из дан ных пред ло же ний яв ля ют ся 
вы ска зы ва ния ми: «Вол га впа да ет в Чер ное мо ре», «Вол га впа да-
ет в Кас пий ское мо ре», «Ка кой се го дня день?», «Рас стоя ние от 
Зем ли до Солн ца рав но 150 000 000 км».

Ре ше ние. Пер вые два пред ло же ния яв ля ют ся вы ска зы ва ния ми, 
при чем пер вое яв ля ет ся лож ным вы ска зы ва ни ем, а вто рое — ис-
тин ным. Третье пред ло же ние вы ска зы ва ни ем не яв ля ет ся (по оп-
ре де ле нию), т.к. оно не по ве ст во ва тель ное. Чет вер тое пред ло же ние 
так же не яв ля ет ся вы ска зы ва ни ем, по то му что его ис тин ность или 
лож ность за ви сит от тре буе мой точ но сти. 

По ве ст во ва тель ные пред ло же ния бы ва ют про стыми и слож-
ными. Слож ные пред ло же ния, как пра ви ло, со сто ят из про стых 
пред ло же ний, со еди нен ных сою за ми. Ка ж дое про стое пред ло же ние 
яв ля ет ся са мо стоя тель ным ут вер жде ни ем, и оно уже не мо жет быть 
раз би то на бо лее мел кие пред ло же ния. Эти про стые пред ло же ния 
и сою зы яв ля ют ся эле мен та ми сло ва ря, не об хо ди мо го для фор ма-
ли за ции ес те ст вен но го язы ка с по мо щью ло ги ки вы ска зы ва ний.
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 Определение

Ато ма ми (эле мен тар ны ми  вы ска зы ва ния ми) на зы ва ют ся 
вы ска зы ва ния, ко то рые со от вет ст ву ют про стым по ве ст во ва-
тель ным пред ло же ни ям, т.е. не име ют со став ных час тей. 

В качестве символов для обозначения ато мов используются 
за глав ны е бу к вы ла тин ско го ал фа ви та A, B, C, … или за глав ны е 
бу к вы с ин дек са ми. Ка ж дая бу к ва в рас су ж де нии долж на обо зна-
чать од но и толь ко од но эле мен тар ное вы ска зы ва ние. 

 Определение

 Ло ги ка вы ска зы ва ний — это ал геб раи че ская струк ту ра 
({Л, И}, ∧, ∨, –, →, ~, Л, И) с носителем — дво ич ным мно жест-
 вом {Л: «Ложь», И: «Ис ти на»}, операциями — ло ги че ски ми 

связ ка ми ∧ —   конъ юнк ция, ∨ —  дизъ юнк ция, – —  от ри ца-
ние, → —   им пли ка ция, ~ —  экви ва лент но сть и кон стан та ми: 
Л — ложь и И — ис ти на. 

В разделе 4.2.3 гла вы 4 бы ла оп ре де ле на  ал геб ра ло ги ки, как 
ал геб раи че ская струк ту ра (В, ∧, ∨, –, →, ~, 0, 1), об ра зо ван ная дво-
ич ным мно же ст вом В = {0, 1} вме сте с опе ра ция ми конъ юнк ции, 
дизъ юнк ции, от ри ца ния, им пли ка ции, эк ви ва лент но сти и  кон стан-
та ми 0 и 1. По сколь ку опе ра ции ал геб ры ло ги ки и ло ги ки вы ска-
зы ва ний оди на ко вы, а ме ж ду мно же ст ва миLно си те ля ми дан ных 
ал геб раи че ских струк тур {0, 1} и {Л, И} мож но про вес ти вза им но 
од но знач ное  со от вет ст вие, при хо дим к вы во ду, что ука зан ные  ал-
геб раи че ские струк ту ры изо морф ны. Поэтому все ут вер жде ния, 
сде лан ные в гла ве 4 от но си тель но ал геб ры ло ги ки, спра вед ли вы 
и для ло ги ки вы ска зы ва ний, в частности, коммутативный, ассо-
циативный и другие законы из п. 4.2. 

Слож ные пред ло же ния естественного язы ка со сто ят из про стых 
пред ло же ний и слу жеб ных слов («ес ли», «и», «то», «или» и т.п.) 
В грам ма ти ке ука зан ные слу жеб ные сло ва на зы ва ют ся связ ка ми 
(или сою за ми), по сколь ку они объ е ди ня ют про стые пред ло же ния 
в од но слож ное. На при мер, два пред ло же ния «Мы по едем ле том 
в Крым» и «Мы по едем ле том в го ры» мож но объ е ди нить связ кой 
«или» в од но слож ное пред ло же ние «Мы по едем ле том в Крым, 
или мы по едем ле том в го ры». Здесь связ ку «или» нель зя при сое-
ди нить ни к пер во му, ни ко вто ро му про сто му пред ло же нию, она 
обслуживает одновременно оба простых предложения и поэтому 
называется бинарной. Рас смот рим обо рот «не вер но, что…», ко то рый 
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упот ребляет ся с це лью от ри ца ния. На при мер, в предло же нии «Не-
вер но, что жи те лей в Кие ве мень ше, чем в Харь ко ве» происходит 
 от ри ца ние пред ло же ния «В Кие ве мень ше жи те лей, чем в Харь ко-
ве». Связка «не вер но, что …» яв ляет ся унарной, так как применя-
ется к одному предложению. Кро ме рас смот рен ных, в естественном 
язы ке су ще ст ву ют свя зки :«ес ли…, то…», «или», «и», «ли бо», «ни… 
ни…», «…то гда и толь ко то гда, ко гда…» и др.

Опе ра ции ло ги ки вы ска зы ва ний — ло ги че ские связ ки — рас-
смат ри ва ют ся как фор маль ные обо зна че ния со от вет ст вую щих им 
свя зок ес те ст вен но го язы ка (таб лица 6.1).

Таб ли ца 6.1. Ло ги че ские связ ки в ло ги ке вы ска зы ва ний

На зва ние Обо зна че ние Ана ло ги ес те ст вен но го язы ка

эк ви ва лент ность ∼, ≡, ↔
эк ви ва лент но, рав но силь но, 
«то гда и толь ко то гда», если 
и только если

им пли ка ция →, ⊃ вле чет, «ес ли …, то», 
«толь ко ес ли»

конъ юнк ция ∧, & и

дизъ юнк ция ∨ или, «или одно из двух…
или оба», либо

от ри ца ние ¬, – не, «не вер но что»

Опе ра ции ∧, ∨, →, ∼ яв ля ют ся би нар ны ми ло ги че ски ми связ ка-
ми, в от ли чие от опе ра ции ¬, ко то рая яв ля ет ся унар ной. Поль зу-
ясь вве ден ны ми ло ги че ски ми связ ка ми, мож но из эле мен тар ных 
вы ска зы ва ний стро ить слож ные  вы ска зы ва ния, на зы вае мые  фор-

му ла ми или мо ле ку ла ми. 

 Определение
В ло ги ке вы ска зы ва ний  пра виль но по стро ен ная фор му ла 

оп ре де ля ет ся ре кур сив но сле дую щим об ра зом:
1. Атом есть фор му ла.
2. Ес ли A и B — фор му лы, то (AB), (A ∨ B), (A → B), (A ~ B) 
и ¬A — так же фор му лы. 
3. Ни ка ких фор мул, кро ме по ро ж ден ных ука зан ны ми вы ше 
пра ви ла ми, не су ще ст ву ет. 

Фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний, со от вет ст вую щие слож ным 
 вы ска зы ва ни ям, при ни ма ют зна че ние И или Л в за ви си мо сти от 
зна че ний эле мен тар ных вы ска зы ва ний, из ко то рых они по строе ны, 
и ло ги че ских свя зок. 
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 Определение
При пи сы ва ние ис тин но ст ных зна че ний ато мам, из которых 
построено высказывание, на зы ва ет ся  ин тер пре та ци ей  вы-

ска зы ва ния. 

Для вы ска зы ва ния, со дер жа ще го n ато мов, мож но со ста вить 2n 
ин тер пре та ций, так же, как и для n-ме ст ной бу ле вой функ ции.

На ря ду с вы ска зы ва ния ми, ис тин но ст ное зна че ние ко то рых 
независимо от си туа ции мож но счи тать однозначно оп ре де лен ным, 
как, на при мер, «2 × 2 = 4» = И, су ще ст ву ют вы ка зы ва ния, ко то рые 
мо гут при ни мать раз лич ные зна че ния. На при мер, вы ска зы ва нию 
«Зав тра бу дет дождь» мож но при да вать зна че ния и «Ис ти на», 
и «Ложь» в зависимости от конкретной ситуации. 

Формулы логики высказываний можно задавать таблицами ис-
тинности, подобно булевым функциям. При ве дем таб ли цу истин но-
сти для ло ги че ских свя зок ло ги ки высказываний (таб лица 5.2).

Таб ли ца 5.2.  Таб ли ца ис тин но сти ло ги че ских свя зок 

A B ¬A A ∧ B A ∨ B A → B A ~ B

Л Л И Л Л И И

Л И И Л И И Л

И Л Л Л И Л Л

И И Л И И И И

Рассмотим примеры и вы ра же ния ес те ст вен но го язы ка, ко то-
рые со от вет ст ву ют ло ги че ским связ кам. 

 От ри ца ние. От ри ца ние ¬A ис тин но то гда и толь ко то гда, ко-
гда A лож но. Дан ная унар ная опе ра ция со от вет ст ву ет от ри ца нию 
в обыч ной ре чи, которое может иметь разные синтаксические 
выражения, например, пред ло же ние «Не вер но, что у Ива на есть 
вре мя» рав но знач но пред ло же нию «У Ива на нет вре ме ни».

 Конъ юнк ция. Вы ска зы ва ние A ∧ B, на зы вае мое конъ юнк ци ей 
A и B, ис тин но то гда и толь ко то гда, ко гда ис тин ны оба вы ска зы ва-
ния A и B. Эта ло ги че ская опе ра ция со от вет ст ву ет в естественном 
языке связ ке «и», со еди няю щей два пред ло же ния. 

При мер. За пи сать в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний и оп-
ре де лить ис тин но ст ное зна че ние сле дую щих вы ска зы ва ний: 

I — «6 де лит ся на 3, и 10 боль ше 5»;
II — «6 де лит ся на 3, и 7 боль ше 10».
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Ре ше ние. Вы де лим ато мы. Их три:
A — «6 де лит ся на 3», B — «10 боль ше 5», C — «7 боль ше 10».

То гда вы ска зы ва ние I бу дет со от вет ст во вать фор му ле А ∧ В, 
вы ска зы ва ние II — фор му ле А ∧ C. Бу дем счи тать, что  вы ска зы-
ва ния A и B ис тин ны, а вы ска зы ва ние C лож но. Ис поль зуя ис тин-
но ст ные зна че ния вы ска зы ва ний A, B, C, оп ре де лим зна че ния 
высказываний I и II:

А ∧ В = И ∧ И = И; А ∧ С = И ∧ Л = Л.

 Дизъ юнк ция. Вы ска зы ва ние A ∨ B, на зы вае мое дизъ юнк ци ей 
A и B, лож но то гда и толь ко то гда, ко гда лож ны оба вы ска зы ва ния 
A и B.

Эта ло ги че ская опе ра ция со от вет ст ву ет со еди не нию вы ска зы ва-
ний ес те ст вен но го язы ка с по мо щью связ ки «или», употребленной 
в смысле «не ис клю чаю щее или»: «вер но A, или вер но B, или оба 
вы ска зы ва ния вер ны».

При мер. За пи сать в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний и оп-
ре де лить ис тин но ст ное зна че ние сле дую щих вы ска зы ва ний:

I — «5 + 2 = 10 или 5 × 2 = 10», II — «6 – 3 = 2 или 3 × 2 = 5».

Ре ше ние. Вы де лим ато мы:

A — «5 + 2 = 10»; C — «6 – 3 = 2»;

B — «5 × 2 = 10»; D — «3 × 2 = 5».
То гда вы ска зы ва ние I бу дет со от вет ст во вать фор му ле А ∨ В, 

выска зы ва ние II — фор му ле C ∨ D. Вы ска зы ва ние B ис тин но, а вы-
ска зы ва ния A, C и D лож ны, поэтому:

А ∨ В = Л ∨ И = И; C ∨ D = Л ∨ Л = Л.

 Им пли ка ция. Вы ска зы ва ние A → B, на зы вае мое  им пли ка ци-

ей (ус лов ным пред ло же ни ем), лож но то гда и толь ко то гда, ко гда 
A ис тин но, а B лож но. 

В им пли ка ции A → B вы ска зы ва ние A на зы ва ет ся  по сыл кой 

(ус ло ви ем, ан те це ден том), B —  след ст ви ем (за клю че ни ем, кон-

се к вен том). Выражаемая импликацией при чин но-след ст вен ная 
связь ме ж ду А и В на ес те ст вен ном язы ке описывается сле дую щи-
ми обо ро та ми: «если А, то B»,«А яв ля ет ся дос та точ ным ос но ва ни-
ем для В», «В, по то му что А», «В, при ус ло вии вы пол не ния А», 
«А вле чет В» и т.д.

Используемые в точных науках понятия достаточного и не-
обходимого условий можно формально выразить с помощью имп-
ликации. Именно для двух фактов (событий) A и B высказывание 
А → В означает, что «A является достаточным условием для В» 
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и одновременно, что «В является необходимым условием для A». 
Необходимость В для A выражается также в форме «В только, ес-
ли A». Ут вер жде ние «А яв ля ет ся не об хо ди мым и дос та точ ным 
ус ло ви ем для В» эк ви ва лент но двой ной им пли ка ции А ↔ В, ибо

(А → В) ∧ (В → А) ≡ А ↔ В.
Рас смот рим не сколь ко при ме ров.
В вы ска зы ва нии «Ес ли чис ло n — чет ное (A), то n де лит ся 

на 4 (В)» ус ло вие А бу дет не об хо ди мым, но не дос та точ ным. Ни 
од но не чет ное чис ло на 4 не де лит ся, и в то же вре мя есть чет ные 
чис ла, ко то рые не де лят ся на 4. Итак, верна импликация В → А, 
исходное высказывание А → В ложно.

В вы ска зы ва нии «Ес ли идет дождь (А), то на не бе ту чи (B)» 
ус ло вие А бу дет дос та точ ным, но не не об хо ди мым. Бы ва ют слу чаи, 
ко гда на не бе есть ту чи, но до ж дя нет. Здесь верно исходное вы-
сказывание А → В.

В вы ска зы ва нии «Ес ли гео мет ри че ская фи гу ра — квад рат (А), 
то она — рав но сто рон ний пря мо уголь ник (В)» ус ло вие А бу дет и не-
об хо ди мым, и дос та точ ным для выполнения В: А ↔ В.

При мер. За пи сать в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний и по-
стро ить таб ли цу  ис тин но сти  вы ска зы ва ния «Ес ли идет дождь, то 
над мо ей го ло вой от крыт зон тик». 

Ре ше ние. Вве дем ато мы:
A — «идет дождь»;
B — «над мо ей го ло вой от крыт зон тик».

То гда вы ска зы ва ние «Ес ли идет дождь, то над мо ей го ло вой 
от крыт зон тик» бу дет со от вет ст во вать фор му ле А → В. Ре зуль та ты 
ин тер пре та ции дан но го вы ска зы ва ния све де ны в таб ли цу 5.3.

Таб ли ца 5.3.  Таб ли ца ис тин но сти вы ска зы ва ния

А В А → В Ре зуль тат

Л Л И ос та нусь су хим

И Л Л про мок ну

Л И И ос та нусь су хим

И И И ос та нусь су хим

Вто рая стро ка таб ли цы 5.3 ука зы ва ет на от сут ст вие при чин-
но-след ст вен ной свя зи ме ж ду со бы тия ми А и В.

 Эк ви ва лент ность (эк ви ва лен ция). Ес ли A и B — вы ска зы ва ния, 
то вы ска зы ва ние A ~ B ис тин но то гда и толь ко то гда, ко гда A и B 
ли бо оба ис тин ны, ли бо оба лож ны.

Эта опе ра ция со от вет ст ву ет в ес те ст вен ном язы ке обо ро там: 
«…то гда и толь ко то гда, ко гда…», «для то го что бы…, не об хо ди мо 
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и дос та точ но…». На при мер, «Изу че ние дис крет ной ма те ма ти ки 
бу дет ус пеш ным то гда и толь ко то гда, ко гда бу дет ос вое на мате-
ма ти че ская ло ги ка».

Ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти эк ви ва лент но сти, мож но до-
ка зать, что вы ра же ние A ~ B эк ви ва лент но вы ра же нию (А → В) ∧
∧ (B → A). Та ким об ра зом, ло ги че ская эк ви ва лент ность пред став ля-
ет со бой им пли ка цию в обо их на прав ле ни ях, по это му вы ра же ние 
«A ис тин но то гда и толь ко то гда, ко гда B ис тин но» оз на ча ет, 
что «A вле чет B, и B вле чет A».

Заменяя импликацию ее записью в виде  СКНФ (А → В =
= ¬А ∨ В), получим:

A ~ B = (А → В) ∧ (B → A) = (¬А ∨ В) ∧ (¬B ∨ A),

A ~ B = (¬А ∨ В) ∧ (¬B ∨ A). (5.1)

Формула (5.1) дает СКНФ для эквивалентности. По принципу 
двойственности (п. 4.3) СДНФ для эквивалентности имеет вид:

A ~ B = А ∧ В ∨ ¬A ∧ ¬B. (5.2)

При мер. За пи сать в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний и оп-
ре де лить ис тин но ст ное зна че ние вы ска зы ва ний:

I — «Для то го что бы 2 × 2 = 4, не об хо ди мо и дос та точ но,
 что бы 2 + 2 = 4»; 

II — «2 × 2 = 5 рав но силь но то му, что 3 × 3 = 8».

Ре ше ние. Вве дем обо зна че ния ато мов:

A — 2 × 2 = 4; B — 3 × 3 = 8;

C — 2 + 2 = 4; D — 2 × 2 = 5.

Вы ска зы ва ние I соответствует формуле A ~ С, высказывание 
II — формуле D ~ B. Бу дем счи тать, что ато мы A и C ис тин ны, 
а ато мы B и D — лож ны, и оп ре де лим ис тин но ст ные зна че ния 
слож ных вы ска зы ва ний:

A ~ C = И ~ И = И; D ~ B = Л ~ Л = И.
Про чте ние фор мул слож ных вы ска зы ва ний мо жет быть не-

однознач ным, ес ли не вве сти скоб ки, ука зы ваю щие, в ка ком по-
ряд ке свя зы ва ют ся ме ж ду со бой сим во лы. Не ко то рые скоб ки мож-
но опус тить, вве дя последовательность выполнения или при ори тет 
опе ра ций, таким же образом, как для опе ра ций ал геб ры ло ги ки:

¬, ∧, ∨, →, ~.

Например, следующие выражения без скобок равны формулам 
со скобками:
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A → B ∧ C = A → (B ∧ C);

C ~ A ∧ B → C = C ~ ((A ∧ B) → C).

Вся кой фор му ле ло ги ки вы ска зы ва ний мож но по ста вить в соот-
вет ст вие не ко то рое слож ное вы ска зы ва ние ес те ст вен но го язы ка 
и на обо рот, «правильные» слож ные пред ло же ния мож но за пи сать 
в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний. Ана лиз слож но го пред ло же-
ния не об хо ди мо на чи нать с оп ре де ле ния сле дую ще го фак та: яв ля ет ся 
ли оно со кра щен ным ва ри ан том бо лее рас про стра нен но го слож но-
го пред ло же ния? Со кра щен ный ва ри ант сле ду ет за ме нить пол ным 
ва ри ан том пред ло же ния. Да лее вы де лить про стые пред ло же ния 
и за клю чить их в скоб ки, ос тав ляя за скоб ка ми слу жеб ные сло ва, 
со еди няю щие простые пред ло же ния. Про цесс за клю че ния в скоб ки 
по вто ря ет ся до тех пор, по ка це ли ком все сложное пред ло же ние 
не ока жет ся за клю чен ным в скоб ки. По сле это го сою зы и обо ро ты 
ес те ст вен но го язы ка за ме ня ют ся со от вет ст вую щи ми ло ги че ски ми 
связ ка ми, а про стые пред ло же ния — ато мар ны ми фор му ла ми.

При мер. За пи сать в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний 
сле дую щее пред ло же ние: «Так как я лег позд но спать, я про спал 
и из-за это го не по шел на па ру».

Ре ше ние. Вы де лим про стые пред ло же ния в дан ном слож ном 
пред ло же нии и за клю чим их в скоб ки, ос тав ляя слу жеб ные сло ва 
за их пре де ла ми:

«(Так как (я лег позд но спать), 
(я про спал)) и из-за это го не (по шел на па ру)».

Все три пред ло же ния свя за ны слу жеб ны ми сло ва ми, вы ра жаю-
щи ми ло ги че ские отношения. Кро ме это го, пе ред треть им про стым 
пред ло же ни ем сто ит час ти ца «не», со от вет ст вую щая ло ги че ской 
опе ра ции «от ри ца ние». Третье про стое пред ло же ние не яв ля ет ся 
пол ным, по сколь ку раз де ля ет об щее под ле жа щее «я» со вто рым 
про стым пред ло же ни ем. До пол ним третье пред ло же ние не дос таю-
щим под ле жа щим и вве дем ато мы P, Q, S сле дую щим об ра зом:

P — «Я лег позд но спать»;

Q — «Я про спал»;

S — «Я по шел на па ру».

За ме ним про стые пред ло же ния сим во ла ми ато мов, а слу жеб-
ные сло ва — ло ги че ски ми связ ка ми, по лу чим фор му лу ло ги ки 
вы ска зы ва ний:

(P → Q) → ¬S.
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При мер. По стро ить фор му лу и таб ли цу ис тин но сти для  вы-
ска зы ва ния: «Ес ли сту дент не под го то вил ся к эк за ме ну или ему 
по пал ся слож ный би лет, то он не сдаст эк за мен на по ло жи тель-
ную оцен ку». Оп ре де лить, в ка ких слу ча ях дан ное вы ска зы ва ние 
ока жет ся лож ным.

Ре ше ние. Вы де лим про стые вы ска зы ва ния и по сле до ва тель-
ность их со еди не ния слу жеб ны ми сло ва ми с по мо щью ско бок: 
«Ес ли ((сту дент не под го то вил ся к эк за ме ну) или (ему по пал ся 
слож ный би лет)), то (он не сдаст эк за мен на по ло жи тель ную оцен-
ку)». Обо зна чим ато мы:
A — «Сту дент под го то вил ся к эк за ме ну»;
B — «Сту ден ту по пал ся слож ный би лет»;
C — «Сту дент сдаст эк за мен на по ло жи тель ную оцен ку».

По лу чен ная фор му ла име ет вид:

(¬A ∨ B) → ¬C.

По стро им со от вет ст вую щую таб ли цу ис тин но сти (таблица 5.4).

Таб ли ца 5.4.  Таб ли ца ис тин но сти (¬A ∨ B) → ¬C

A B C ¬A ¬A ∨ B ¬C ¬A ∨ B → ¬C

Л Л Л И И И И

Л Л И И И Л Л

Л И Л И И И И

Л И И И И Л Л

И Л Л Л Л И И

И Л И Л Л Л И

И И Л Л И И И

И И И Л И Л Л

По таб ли це мы ви дим, что су ще ст ву ет три ин тер пре та ции: 
(Л, Л, И), (Л, И, И), (И, И, И), на ко то рых ис ход ное ут вер жде ние 
ока зы ва ет ся лож ным. Ин тер пре та ция (Л, Л, И), оз на ча ет, что сту-
дент не под го то вил ся к эк за ме ну, но получил несложный билет, 
и ему уда лось сдать эк за мен на по ло жи тель ную оцен ку. В слу чае 
(И, И, И) сту ден ту по пал ся слож ный би лет, но он подготовлен 
к этому экзамену и сдал эк за мен на по ло жи тель ную оцен ку. В ин-
тер пре та ции (Л, И, И) сту дент не под го то вил ся к эк за ме ну, ему 
по пал ся труд ный би лет, но он все рав но сдал эк за мен на по ло жи-
тель ную оцен ку. 

Ис хо дя из при ни мае мых фор му ла ми ло ги ки вы ска зы ва ний 
ис тин но ст ных зна че ний, фор му лы раз де ля ют ся на  то ж де ст вен но 
ис тин ные,  то ж де ст вен но лож ные и не об ще зна чи мые.



195Математическая логика

 Определение
Фор му ла на зы ва ет ся  то ж де ст вен но ис тин ной (тав то-

ло гией или об ще зна чи мой), ес ли она при ни ма ет зна че ние 
 «Исти на» на всех интерпретациях (на бо рах зна че ний пе ре-
мен ных). Фор му ла на зы ва ет ся  то ж де ст вен но лож ной (про-

ти во ре чи вой или не вы пол ни мой), ес ли она при ни ма ет зна-
че ние «Ложь» на всех интерпретациях. Фор му ла на зы ва ет ся 
 не об ще зна чи мой,  нейтральной или  не про ти во ре чи вой, ес ли 
она на од них интерпретациях  при ни ма ет зна че ние «Ис ти на», 
а на дру гих — «Ложь». Все фор му лы, не от но ся щие ся к про-
ти во ре чи вым, об ра зу ют мно же ст во вы пол ни мых фор мул. 

 Определение
 Рас су ж де ние на зы ва ет ся пра виль ным, ес ли оно вы ра жа ет ся 
то ж де ст вен но ис тин ной фор му лой.

Та ким об ра зом, про ве рить пра виль ность рас су ж де ния мож но, 
по стро ив со от вет ст вую щую ему фор му лу и оп ре де лив, яв ля ет ся ли 
она то ж де ст вен но ис тин ной. 

До ка зать, что фор му ла яв ля ет ся тав то ло ги ей, мож но дву мя 
спо со ба ми:

1. По стро ить таб ли цу ис тин но сти этой фор му лы. То гда, ес ли в таб-
ли це ис тин но сти на всех ин тер пре та ци ях  функ ция при ни ма ет 
зна че ние «Ис ти на», то со от вет ст вую щее фор му ле рас су ж де ние 
яв ля ет ся тав то ло ги ей. 

2. При ме нив к фор му ле то ж де ст вен ные пре об ра зо ва ния, при вес ти 
ее с по мо щью то ж де ст вен ных пре об ра зо ва ний к ви ду од но го из 
ло ги че ских за ко нов. Ес ли в ре зуль та те пре об ра зо ва ний по лу-
чим зна че ние «Ис ти на», то фор му ла — тав то ло гия.

 Вопросы

1. Ка кой вид пред ло же ний мо де ли ру ет фор маль ная ло ги ка?

2. При ве ди те при ме ры пред ло же ний, ко то рые не рас смат ри ва ют ся 
в фор маль ной ло ги ке. 

3. Дай те оп ре де ле ние по ня тию «вы ска зы ва ние».

4. Что под ра зу ме ва ют под ис тин но ст ным зна че ни ем вы ска зы ва ния?

5. Ка кие вы ска зы ва ния на зы ва ют ся ато ма ми?

6. Дай те оп ре де ле ние ло ги ки вы ска зы ва ний.

7. Что в ло ги ке вы ска зы ва ний на зы ва ют ло ги че ски ми связ ка ми, 
пе ре чис ли те их.
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8. По ка жи те, что ал геб ра ло ги ки и ло ги ка вы ска зы ва ний изо морф-
ны. Ка кой из это го сле ду ет вы вод?

9. Дай те оп ре де ле ние пра виль но по стро ен ной фор му лы.
10. При ве ди те при ме ры фор мул ло ги ки вы ска зы ва ний, со дер жа щих 

лю бые ло ги че ские связ ки, и со от вет ст вую щих им пред ло же ний 
ес те ст вен но го язы ка.

11. Сфор му ли руй те ал го ритм за пи си слож но го пред ло же ния ес те ст-
вен но го язы ка в ви де фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний.

12. Пе ре чис ли те ви ды функ ций ло ги ки вы ска зы ва ний с точ ки зре-
ния при ни мае мых ими ис тин но ст ных зна че ний. 

 Задания
1. Яв ля ют ся ли сле дую щие фор му лы об ще зна чи мы ми, про ти во ре-

чи вы ми или не про ти во ре чи вы ми:
 a) ¬(¬A) → A;
 б) (A → B) → (B → A);
 в) (A ∧ (B → A)) → A;
 г) (A ∨ ¬ B) ∨ (¬A ∨ B).
2. Рас ста вить все воз мож ны ми спо со ба ми скоб ки в сле дую щих фор-

му лах:
 a) ¬А ∨ ¬B ∧ C;
 б) A → B → C → D.
3. Ис клю чить как мож но боль шее чис ло ско бок в фор му ле:
 a) (¬((A) ∨ (C))) ∨ (B);
 б) (((A) → (B)) → (C)) ∨ ((A) → ((B) → (C)));
 в) ((B) ~ (¬(C))) ∨ (((A) → (A)) → ((B) ∨ (D)));
 г) ¬((¬((A) ∨ (B))) ¬ (C)) → ((¬((C) → (D))) ∨ E));
 д) (¬((B) ~ (C))) ∧ ((¬(E)) ∨ (¬(A)));
 е) ((¬((A) → (B))) ∨ (¬((C) ∨ (D))) ∧ ¬(F)).
4. По строй те слож ные вы ска зы ва ния с ис поль зо ва ни ем толь ко 

ука зан ных опе ра ций:
 a) эк ви ва лент ность;
 б) им пли ка ция и конъ юнк ция;
 в) от ри ца ние, конъ юнк ция и дизъ юнк ция. 
5. До ка жи те, что от ри ца ние вы ска зы ва ния «А есть дос та точ ное 

и не об хо ди мое ус ло вие для В» эк ви ва лент но вы ска зы ва нию 
«¬А есть дос та точ ное и не об хо ди мое ус ло вие для ¬В». 

6. По строй те вы ска зы ва ние, эк ви ва лент ное A ∨ B, ис поль зуя толь-
ко опе ра ции от ри ца ния и конъ юнк ции.

7. По строй те слож ное вы ска зы ва ние, эк ви ва лент ное A ∨ B, ис поль-
зуя толь ко опе ра ции конъ юнк ции и от ри ца ния.

8. По строй те слож ное вы ска зы ва ние, эк ви ва лент ное A ∧ B, ис поль-
зуя толь ко опе ра ции дизъ юнк ции и от ри ца ния.

9. По строй те два слож ных вы ска зы ва ния, эк ви ва лент ных A → B, 
ис поль зуя толь ко:
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 a) опе ра ции дизъ юнк ции и от ри ца ния;
 б) от ри ца ния и конъ юнк ции. 
10. Ис поль зуя то ж де ст ва, уп ро сти те фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний:
 a) ¬ (A ∨ B ∨ C) (A (B ∨ ¬C)) ∧ ¬B;
 б) (A ∨ B) ∧ ¬C ∨ A ∨ ¬C ∨ B∨ A.

5.3. Де дук тив ные вы во ды в ло ги ке 
вы ска зы ва ний
Ло ги че ское след ст вие и его свой ст ва, ак сио мы, до ка за тель ст во, 
пра ви ла де дук тив ных вы во дов

Важ ней шей ха рак те ри сти кой ло ги че ско го вы во да яв ля ет ся 
от но ше ние со вмес ти мо сти ме ж ду его  по сыл ка ми и за клю че ни ем. 
В ло ги ке пра ви ла  вы во да ис поль зу ют ся, что бы вы во дить од ни ис-
тин ные пред ло же ния из дру гих ис тин ных пред ло же ний. 

 Определение
Вы ска зы ва ние B яв ля ет ся  ло ги че ским след ст ви ем  вы ска-
зы ва ния A, ес ли формула A → B яв ля ет ся  то ж де ст вен но 
ис тин ной. Дан ное оп ре де ле ние мо жет быть обоб ще но на 
слу чай про из воль но го чис ла по сы лок сле дую щим об ра зом: 
вы ска зы ва ние B на зы ва ет ся  ло ги че ским след ст ви ем вы ска-
зыва ний A

1
 A

2
, …, A

n
, ес ли A

1 
∧ A

2
 ∧ … ∧ A

n
 → B — то ж дест-

вен но ис тин ная формула.

При мер. Показать, что вы ска зы ва ние (A ∧ B) ∨ ¬C является 
ло ги че ским след ст ви ем вы ска зы ва ния A ∧¬C.

Ре ше ние. Достаточно убедиться, что фор му ла (A ∧ ¬C) →
→ ((A ∧ B) ∨ ¬C) яв ля ет ся об ще зна чи мой. Ис поль зу ем то ж де ст ва 
ло ги ки вы ска зы ва ний для эк ви ва лент ных пре об ра зо ва ний, учиты-
вая, что x → y = f

13
(x, y) = –x ∨ y (см. таблицу 4.3 п. 4.2).

(A ∧ ¬C) → ((A ∧ B) ∨ ¬C) = ¬ (A ∧ ¬C) ∨ ((A ∧ B) ∨ ¬C) =

= ¬A ∨ C ∨ (A ∧ B) ∨ ¬C = ¬A ∨ (A ∧ B) ∨ ¬C ∨ C =

= ¬A ∨ (A ∧ B) ∨ И = И.

Та ким об ра зом, доказана об ще зна чи мость фор му лы.

 Определение
 Де дук тив ным вы во дом на зы ва ет ся вы вод фор му лы B из 
фор му лы A, ос но ван ный на том, что B яв ля ет ся ло ги че ским 
след ст ви ем A.
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При мер. До ка зать пра виль ность рас су ж де ния по де дук ции: 
«Ре зо лю ция при ни ма ет ся, ес ли и только если за нее го ло су ет боль-
шин ст во де пу та тов. За ре зо лю цию не про го ло со ва ло боль шин ст во 
де пу та тов, по это му ре зо лю ция не при ни ма ет ся».

Ре ше ние.  По сыл ка ми в этом вы во де яв ля ют ся  вы ска зы ва ния 
«Ре зо лю ция при ни ма ет ся, ес ли и только если за нее го ло су ет боль-
шин ст во де пу та тов» и «За ре зо лю цию не про го ло со ва ло боль шин-
ст во де пу та тов», а за клю че ни ем — «Ре зо лю ция не при ни ма ет ся». 
Вве дем сле дую щие ато мы: 
Р — «за ре зо лю цию про го ло со ва ло боль шин ст во де пу та тов»; 
Q — «ре зо лю ция при ни ма ет ся». 

То гда по сыл ки и за клю че ние обо зна чим со от вет ст вен но че рез 
P ~ Q, ¬P, ¬Q, при сое ди ним с по мо щью им пли ка ции к  конъ юнк-
ции по сы лок (P ~ Q) ∧ (¬P) за клю че ние (¬Q) и про ве рим, на при мер, 
по сред ст вом то ж де ст вен ных пре об ра зо ва ний, яв ля ет ся ли   им пли-
ка ция ((P ~ Q) ∧ (¬P)) → (¬Q) ло ги че ским за ко ном.

((P ~ Q) ∧ (¬P)) → (¬Q) = ((¬P ∨ Q) ∧ (P ∨ ¬Q) ∧ (¬P)) →
→ (¬Q) = — вы ра зи ли  эк ви ва лент ность че рез конъ юнк цию, дизъ-
юнк цию и  от ри ца ние (см. (5.1)).

((¬P ∨ Q) ∧ (¬P) ∧ (P ∨ ¬Q)) → (¬Q) = — при ме ни ли ком му та-
тив ный за кон.

((¬P) ∧ (P ∨ ¬Q)) → (¬Q) = — ис поль зо ва ли за кон   по гло щения.
((¬P ∧ P) ∨ (¬P ∧ ¬Q)) → (¬Q) = — при ме ни ли ди ст ри бу тив ный 

за кон.
(¬P ∧ ¬Q) → (¬Q) = — ис поль зо ва ли за кон  про ти во ре чия.
¬(¬P ∧ ¬Q) ∨ (¬Q) = — вы ра зи ли им пли ка цию че рез от ри ца-

ние и дизъ юнк цию. Те перь рас кро ем скоб ки и при ме ним за кон 
 ис клю чен но го третье го:

P ∨ Q ∨ ¬Q = И.

По лу че но ис тин ное вы ска зы ва ние. Сле до ва тель но, за клю че ние 
сле ду ет из по сы лок, и за дан ное рас су ж де ние удов ле тво ря ет оп ре де-
ле нию де дук тив но го вы во да. Ис тин ность за клю че ния в де дук тив-
ном вы во де га ран ти ру ет ся ис тин но стью по сы лок. 

Утверждение 1. Вы ска зы ва ние B яв ля ет ся  ло ги че ским следст-
ви ем вы ска зы ва ния A, ес ли вы ска зы ва ние A → ¬B яв ля ет ся  то ж-
де ст вен но лож ным.

Утверждение 2. Вы ска зы ва ние B яв ля ет ся ло ги че ским след ст-
ви ем вы ска зы ва ния A, ес ли на всех ин тер пре та ци ях, на ко то рых 
A ис тин но, B то же ис тин но.
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То ж де ст вен ная ис тин ность или лож ность по сыл ки им пли ка ции 
по зво ля ет сде лать вы вод об ис тин но сти или лож но сти след ст вия.

Утверждение 3. Ес ли вы ска зы ва ние B яв ля ет ся  ло ги че ским 
след ст ви ем  вы ска зы ва ния A и вы ска зы ва ние A —  то ж де ст вен но 
ис тин ное вы ска зы ва ние, вы ска зы ва ние B так же яв ля ет ся то ж-
дест вен но ис тин ным.

Утверждение 4. Ес ли вы ска зы ва ние A яв ля ет ся то ж де ст вен но 
лож ным, то для лю бо го вы ска зы ва ния B вер но, что A → B.

При соз да нии ма те ма ти че ской ло ги ки пре сле до ва лась цель 
построе ния фор маль но го язы ка для ма те ма ти че ских рас су ж де-
ний и до ка за тельств. В ма те ма ти ке и «чис той» ло ги ке до ка зы ва-
ют тео ре мы, т.е. вы во дят след ст вия из оп ре де лен ных до пу ще ний. 
До пу ще ния на зы ва ют ся ак сио ма ми или ги по те за ми, при этом 
пред по ла га ет ся, что они то ж де ст вен но ис тин ны во всей рас смат-
ри вае мой тео рии. До ка за тель ст во пред став ля ет со бой ло ги че ский 
вы вод спи ска вы ска зы ва ний. До бав ле ние вы ска зы ва ния в спи сок 
до ка за тель ст ва воз мож но, ес ли дан ное вы ска зы ва ние яв ля ет ся след-
ст ви ем вы ска зы ва ний, вне сен ных в этот спи сок ра нее, или ес ли оно 
яв ля ет ся ак сио мой или ги по те зой. Тео ре ма счи та ет ся до ка зан ной, 
ес ли ут вер жде ние тео ре мы за пи са но в спи сок до ка за тель ст ва, то 
есть ес ли ус та нов ле но, что ут вер жде ние тео ре мы яв ля ет ся  ло ги че-
ским след ст ви ем вве ден ных ак си ом.

Пра ви ла для де дук тив но го вы во да стро ят ся на ос но ве об ще зна-
чи мых фор мул ло ги ки вы ска зы ва ний ви да A → B. Эти пра ви ла 
час то за пи сы ва ют как пра ви ла фор маль но го вы во да в сле дую щем 
ви де:

.
,,1

B

AA n…

Здесь A
1
, …, A

n
 — по сыл ки вы во да, а B — след ст вие. Тав то ло-

гия, со от вет ст вую щая та ко му пра ви лу, — A
1
 ∧ A

2
 ∧ … ∧ A

n 
→ B. 

Наи бо лее час то ис поль зуе мые пра ви ла де дук тив но го  вы во да пред-
став ле ны в таб ли це 5.5.

Таб ли ца 5.5. Пра ви ла де дук тив ных вы во дов ло ги ки вы ска зы ва ний

Пра ви ло 
де дук тив но го 

вы во да
Тав то ло гия На зва ние пра ви ла

BA
A
∨

A → (A ∨ B) Пра ви ло вве де ния дизъ юнк ции

BA
B
A,

∧
((A) ∧ (B)) → (A ∧ B) Пра ви ло вве де ния конъ юнк ции
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Продолжение таб ли цы 5.5

Пра ви ло 
де дук тив но го 

вы во да
Тав то ло гия На зва ние пра ви ла

B
A
B,A

¬
∨

(A ∨ B) ∧ ¬A → B
Пра ви ло уда ле ния дизъ юнк ции

(Дизъ юнк тив ный сил ло гизм)

A
BA ∧

(A ∧ B) → A Пра ви ло уда ле ния конъ юнк ции

AB
BA
¬→¬

→
(A → B) → (¬B→¬A) Пра ви ло кон тра по зи ции им пли ка ции

B
A

BA →
(A ∧ (A → B)) → B

 Пра ви ло от де ле ния
(Mo dus Po nens)

A
BA

B

¬
→

¬
(¬B ∧ (A → B)) → ¬A

От ри ца тель ная фор ма 
пра ви ла от де ле ния

(Mo dus Tol lens)

RA
RB
BA

→
→
→

((A → B) ∧ (B → R)) →
→(A →R)

Ги по те ти че ский сил ло гизм

Из всех пра вил, при ве ден ных в таб ли це 5.5, наи бо лее час то 
ис поль зуе тся пра ви ло от де ле ния.  Пра ви ло от де ле ния име ет сле-
дую щий ло ги че ский смысл: ес ли  по сыл ка вер на, то вер но и следст-
вие из нее. При ве дем при ме ры рас су ж де ний с по мо щью пра ви ла 
от де ле ния: 

«Ес ли сту дент не вы учил тео рию, то он не вы пол нит зада-
ние. Сту дент не вы учил тео рию. Сле до ва тель но, сту дент не вы-
пол нит за да ние».

«Ес ли сту дент по лу чил пять, зна чит, он ре шил за да чу. Сту дент 
по лу чил пять. Сле до ва тель но, сту дент ре шил за да чу».

При мер. Да но ис тин ное вы ска зы ва ние «Ес ли n де лит ся на 9, 
то n де лит ся на 3». Пусть так же из вест но, что «n де лит ся на 9». Ка-
кой вы вод мож но сде лать, ис хо дя из этих двух вы ска зы ва ний?

Ре ше ние. Вве дем ато мар ные  вы ска зы ва ния:
A — «n де лит ся на 9»;
B — «n де лит ся на 3».

Вы ска зы ва ние «Ес ли n де лит ся на 9, то n де лит ся на 3» мож но 
пред ста вить в ви де фор му лы A → B. Из одновременного выполнения 
по сы лок A → B и A мо жем сде лать вы вод В по пра ви лу от де ле ния: 
«n де лит ся на 3».
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При мер. Оп ре де ли те тип пра ви ла де дук тив но го  вы во да, ко то рое 
бы ло ис поль зо ва но в сле дую щем рас су ж де нии: «Тем пе ра ту ра воз ду ха 
+1 оС, и идет дождь. Сле до ва тель но, тем пе ра ту ра воз ду ха +1 оС». 

Ре ше ние. Вве дем ато мы: 
A — «Тем пе ра ту ра воз ду ха +1 оС»;
B — «Идет дождь».
Вы ска зы ва ние «Тем пе ра ту ра воз ду ха +1 оС, и идет дождь» 

мож но пред ста вить в ви де фор му лы A ∧ B, а по лу чен ный по пра-
ви лу уда ле ния  конъ юнк ции вы вод «тем пе ра ту ра воз ду ха +1 оС» 
есть вы ска зы ва ние А. Оче вид но, что вы вод сде лан в соответствии 
со строкой 2 таблицы 5.5).

 Вопросы
1. В чем за клю ча ет ся от ли чие де дук тив ных вы во дов от не де дук-

тивных?
2. Дай те оп ре де ле ние ло ги че ско го след ст вия од но го (не сколь ких) 

вы ска зы ва ний.
3. Ка ким об ра зом стро ит ся де дук тив ный вы вод?
4. Дай те крат кую ха рак те ри сти ку ос нов ных пра вил де дук тив но го 

вво да.

 Задания
1. Ес ли кон гресс от ка зы ва ет ся при нять но вые за ко ны, то за бас тов-

ка не бу дет окон че на, ес ли она не длит ся бо лее го да и пре зи дент 
фир мы не ухо дит в от став ку. За кон чит ся ли за бас тов ка, ес ли 
кон гресс от ка зы ва ет ся дей ст во вать и за бас тов ка толь ко что на ча-
лась? По строй те ло ги че ский вы вод и по лу чи те от вет.

2. До ка жи те сле дую щее ут вер жде ние: «Из то ж де ст вен но лож ной 
фор му лы ло ги че ски сле ду ет лю бая фор му ла».

3. До ка жи те ут вер жде ние ло ги ки вы ска зы ва ний: «То ж де ст вен но 
ис тин ная фор му ла ло ги че ски сле ду ет из лю бой фор му лы».

5.4. Ис чис ле ние вы ска зы ва ний
Язык, ак сио мы и пра ви ла вы во да, пол но та 
и не про ти во ре чи вость, пра ви ла от де ле ния и под ста нов ки, 
тео ре ма де дук ции и ее след ст вие, до ка за тель ст во ме то дом 
от про тив но го

 Для логического анализа необходимо создать со во куп но сть 
пра вил оп ре де ле ния ис тин но сти или лож но сти вы ска зы ва ний.

До ка зать то, что не ко то рая фор му ла ло ги ки вы ска зы ва ний 
яв ля ет ся тав то ло ги ей, мож но, ис поль зуя таб ли цу ис тин но сти, 
эк ви ва лент ные пре об ра зо ва ния фор му лы, а так же по сред ст вом 
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де дук тив но го  вы во да. На ба зе ло ги ки вы ска зы ва ний соз да на фор-

маль ная сис те ма — ис чис ле ние вы ска зы ва ний, ко то рая по зво ля ет 
с по мо щью пра вил де дук тив но го вы во да про ве рить, яв ля ет ся ли 
задан ная фор му ла об ще зна чи мой, а так же по лу чать об ще зна чи мые 
фор мулы ло ги ки вы ска зы ва ний.

На самом деле существуют различные формализации логики 
высказываний, то есть различные исчисления высказываний 
или по другой терминологии различные формальные системы. 
Тер мин фор маль ный оз на ча ет, что объ ек ты рас смат ри ва ют ся без 
ин тер пре та ции их со дер жа ния, зна че ния или смыс ла. Опе ра ции 
над объ ек та ми про из во дят ся по стро гим фор маль ным пра ви лам, не 
рас смат ри ва ет ся смы сло вое зна че ние про во ди мых опе ра ций.

Ис чис ле ние вы ска зы ва ний со дер жит язык, сис те му ак си ом 
и пра ви ла  вы во да. 

 Язык ис чис ле ния вы ска зы ва ний со сто ит из пра виль но по стро-
ен ных фор мул ло ги ки вы ска зы ва ний. 

 Ак сио ма ми ис чис ле ния вы ска зы ва ний яв ля ет ся не ко то рое 
мно же ст во об ще зна чи мых фор мул ло ги ки вы ска зы ва ний. 

Пра ви ла  вы во да по зво ля ют по лу чать но вые фор му лы, ко то-
рые яв ля ют ся ис тин ны ми при ус ло вии ис тин но сти всех по сы лок, 
вхо дя щих в пра ви ло. 

 Тео ре ма 1
Тео ре мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний яв ля ют ся  то ж де ст вен но 

ис тин ны ми фор му ла ми.

 До ка за тель ст во. Тео ре мы — это фор му лы, ко то рые яв ля ют-
ся  ло ги че ским след ст ви ем мно же ст ва ак си ом дан но го ис чис ле ния. 
Ак сио мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний яв ля ют ся то ж де ст вен но ис тин-
ны ми фор му ла ми, а ло ги че ские след ст вия то же ст вен но ис тин ных 
фор мул так же яв ля ют ся то ж де ст вен но ис тин ны ми (ут вер жде ние 3, 
п. 5.3). Та ким об ра зом, тео ре мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний яв-
ля ют ся то ж де ст вен но ис тин ны ми фор му ла ми, что и тре бо ва лось 
до ка зать. 

Сис те мы ак си ом ис чис ле ния вы ска зы ва ний под би ра ют ся та ким 
об ра зом, что бы ис чис ле ние об ла да ло свой ст вом пол но ты.

 Пол но та ис чис ле ния вы ска зы ва ний за клю ча ет ся в том, что 
в дан ной сис те ме име ет ся дос та точ ное ко ли че ст во ак си ом для то-
го, что бы вы вес ти лю бую фор му лу логики высказываний, ко то рая 
яв ля ет ся то ж де ст вен но ис тин ной. 

Кро ме то го, ис чис ле ние вы ска зы ва ний об ла да ет свой ст вом 
не про ти во ре чи во сти.
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 Тео ре ма 2.  Непротиворечивость исчисления высказываний
Не су ще ст ву ет фор му лы A та кой, что фор му лы A и ¬A 

яв ля ют ся тео ре ма ми дан но го ис чис ле ния.

 До ка за тель ст во. Воспользуемся ме то дом  от про тив но го. Пусть 
вер но, что A и ¬A одновременно есть тео ре мы дан но го ис чис ле ния. 
По закону  противоречия хо тя бы од на из них не яв ля ет ся об ще зна-
чи мой. С другой стороны, по теореме 1 все формулы ис чис ле ния 
вы ска зы ва ний яв ля ют ся об ще зна чи мы ми. По лу че нное про ти во ре-
чие до ка зывает теорему. 

Ес ли ни од ну из ак си ом сис те мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний 
нель зя вы вес ти из ос таль ных, при ме няя пра ви ла  вы во да дан ной 
сис те мы, то го во рят, что  сис те ма ак си ом не за ви си ма.  Ак сио мы 
ис чис ле ния вы ска зы ва ний под би ра ют ся та ким об ра зом, что бы они 
бы ли не за ви си мы.

Кроме правила отделения (Mo dus Po nens, п. 5.3), в ис чис ле-
нии вы ска зы ва ний часто используется так называемое пра ви ло 
под ста нов ки.

Пра ви ло под ста нов ки

 Пусть F
1
 и F

2
 — фор му лы ло ги ки вы ска зы ва ний, A — ато-

мар ная фор му ла. Ес ли F
1
(A) — фор му ла, вы во ди мая в ис чис ле-

нии вы ска зы ва ний, со дер жа щая атом A, то F
1 

(В) — вы во ди мая 
фор му ла, по лу чен ная за ме ной всех вхо ж де ний A в фор му ле F

1
 на 

фор му лу F
2
.

Пра ви ло под ста нов ки за пи сы ва ет ся сле дую щим об ра зом:

( )

( )
.

||

1

21

BF

FAF

Пра ви ло под ста нов ки вы ра жа ет тот факт, что ес ли в  то ж де ст-
вен но ис тин ной фор му ле все вхо ж де ния ка ко гоLли бо ато ма за ме-
нить на не ко то рую фор му лу, то по лу чен ное вы ра же ние ос та нет ся 
то ж де ст вен но ис тин ным.

При мер. Ис поль зуя пра ви ло под ста нов ки и ком му та тив ный 
за кон для дизъ юнк ции, до ка зать об ще зна чи мость сле дую щей 
фор му лы:

A ∨ B ∧ C ∼ B ∧ C ∨ A.

Ре ше ние. За пи шем то ж де ст во, со от вет ст вую щее ком му та тив-
но му за ко ну для дизъ юнк ции:

A ∨ D ∼ D ∨ A.
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Оп ре де лим под ста нов ку — ато мар ную фор му лу D за ме ним на 
(B ∧ C):

A ∨ (B ∧ C) ∼ (B ∧ C) ∨ A.

Опус тив скоб ки в со от вет ст вии с при ори те том опе ра ций, убеж-
даемся в истинности исходной формулы.

Час то пра ви ло под ста нов ки не упо ми на ют яв но, а ис поль зу-
ют его как оче вид ный факт, вер ный для то ж деств. В этом слу чае 
ак сио мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний на зы ва ют схе ма ми ак си ом, 
под чер ки вая то, что ка ж дый ато мар ный сим вол в них мо жет быть 
за ме нен на не ко то рую фор му лу. 

Опишем две фор маль ные сис те мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний.

Сис те ма S
1

 I. Язык со сто ит из пра виль но по стро ен ных фор мул ло ги ки 
вы ска зы ва ний, со дер жа щих опе ра ции {¬, →}. Ал фа вит язы ка 
сов па да ет с ал фа ви том ло ги ки вы ска зы ва ний и со дер жит, кро ме 
сим во лов пе ре чис лен ных ло ги че ских опе ра ций, сим во лы ско бок 
и сим во лы для обо зна че ния вы ска зы ва ний.

II. Ак сио мы:
1. A → (B → A);
2. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C));
3. (¬B → ¬A) → ((¬B → A) → B).

III. Пра ви ла  вы во да:
1.  Пра ви ло от де ле ния (Mo dus Po nens);
2. Пра ви ло под ста нов ки.

Сис те ма S
2

 I. Язык со сто ит из пра виль но по стро ен ных фор мул ло ги ки 
вы ска зы ва ний, со дер жа щих опе ра ции {∧, ∨, ¬, →}. Ал фа вит язы ка 
сов па да ет с ал фа ви том ло ги ки вы ска зы ва ний и со дер жит, кро ме 
сим во лов пе ре чис лен ных ло ги че ских опе ра ций, сим во лы ско бок 
и сим во лы для обо зна че ния вы ска зы ва ний.

II. Ак сио мы:
1. A → (B → A);
2. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C));
3. (A ∧ B) → A;
4. (A ∧ B) → В;
5. A → (B → (A ∧ B));
6. A → (A ∨ B);
7. B → (A ∨ B);
8. (A → C) → ((B → C) → ((A ∨ B) → C));
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9. (A → B) → ((A →¬B) → ¬A);
10.  ¬¬A → A.

III. Пра ви ла  вы во да:
1.  Пра ви ло от де ле ния (Mo dus Po nens);
2.  Пра ви ло под ста нов ки.

При мер. До ка зать вы во ди мость фор му лы A → A в сис те ме S
1
. 

Процедуру доказательства проведем пошагово:
1. (A → ((A → A) → A)) → ((A → (A → A)) → (A → A)) — под ста-

нов ка в ак сио му 2 (A → A) вме сто B, A вме сто С.
2. A → ((A → A) → A) — под ста нов ка в ак сио му 1 (A → A) вмес-

то B.
3. (A → (A → A)) → (A → A) — по пра ви лу 1, ша ги 1, 2.
4. A → (A → A) — под ста нов ка в ак сио му 1 A вме сто B.
5. A → A — по пра ви лу 1, ша ги 3, 4.
До ка за тель ст во про ве де но.

Час то в ма те ма ти че ских рас су ж де ни ях ис тин ность ут вер жде ния 
B до ка зы ва ют в пред по ло же нии ис тин но сти ут вер жде ния A, по сле 
че го при хо дят к вы во ду, что вер но ут вер жде ние «ес ли A, то B». 
Та кой при ем до ка за тель ст ва яв ля ет ся вер ным и сфор му ли ро ван 
в следую щей тео ре ме. Предварительно введем символ |— тав-
тологии.

  Тео ре ма 3. Теорема дедукции

Ес ли A
1
, …, A

n
, C|— B, то A

1
, …, A

n 
|— C → B. В ча ст но сти, 

ес ли A|— B, то |— A → B. 

Тео ре ма 4. Следствие из теоремы дедукции

Из по сы лок A → B, B →
 
C вы во ди м A →

 
C:

A → B, B →
 
C |— A →

 
C.

При мер. До ка зать, что фор му ла (¬A → ¬B) → ((¬A → B) → A) 
вы во ди ма в сис те ме S

2
.

1. (¬A → B) → (¬A → ¬B) → ¬¬A) — под ста нов ка в ак сио му 9 
¬A вме сто A.

2. (¬A → B), (¬A → ¬B) |— ¬¬A — тео ре ма 3, шаг 1.
3. ¬¬A|— A — ак сио ма 10.
4. (¬A → B), (¬A → ¬B) |— A — тео ре ма 4, шаг 2, 3.
5. (¬A → ¬B) |— (¬A → B) → A — тео ре ма 3, шаг 4. 
6. |— (¬A → ¬B) → ((¬A → B) → A) — тео ре ма 3, шаг 5.
До ка за тель ст во про ве де но.
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Все тео ре мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний связаны с ре ше нием 
следующей задачи: «Вытекает  ли дан ное ут вер жде ние из не ко то рой 
со во куп но сти дру гих ут вер жде ний?» Иначе говоря, до ка зывается 
то ж де ст вен ная ис тин но сть фор му лы вида A → B, что мож но осу-
ще ст вить не сколь ки ми ме то да ми. Вместо прямого ло ги че ско го 
вы во да фор му лы B из фор му лы A час то ока зы ва ет ся удоб ным 
до ка зать про ти во ре чи вость фор му лы A → ¬B, тем са мым до ка зав 
ис тин ность фор му лы A → B. В фор му ле A →¬B при сут ст ву ет  от ри-
ца ние след ст вия ¬B, по это му та кой ме тод до ка за тель ст ва на зы ва-
ет ся до ка за тель ст вом  от про тив но го.

Две схе мы до ка за тель ст ва ме то дом  от про тив но го

1. (A ∧ ¬B) → (С ∧ ¬С) ≡ A → B — ес ли из пред по ло же ния, 
что A — вер но, а B — не вер но, сле ду ют два про ти во ре ча щих друг 
дру гу  вы ска зы ва ния, то это оз на ча ет, что из A сле ду ет B (см. ут-
вер жде ние 1).

2. ¬B → ¬A ≡ A → B — ес ли из пред по ло же ния, что B — не вер-
но, сле ду ет, что A не вер но, то это оз на ча ет, что из A сле ду ет B.

Та ким об ра зом, до ка зав ис тин ность ле вой час ти од ной из при-
ве ден ных схем, до ка зы ва ют ис тин ность вы ска зы ва ния A → B.

 Вопросы
1. Что пред став ля ет со бой ис чис ле ние вы ска зы ва ний?
2. По яс ни те по ня тия язы ка, ак си ом и пра вил вы во да ис чис ле ния 

вы ска зы ва ний.
3. Что яв ля ет ся тео ре ма ми ис чис ле ния вы ска зы ва ний?
4. В чем со сто ит пол но та и не про ти во ре чи вость ис чис ле ния вы ска-

зы ва ний?
5. Дай те оп ре де ле ние не за ви си мой сис те мы ак си ом.
6. Пе ре чис ли те пра ви ла вы во да, ко то рые наи бо лее час то при ме ня-

ют ся при по строе нии ис чис ле ния вы ска зы ва ний?
7. Сфор му ли руй те тео ре му де дук ции и ее след ст вие.
8. В чем за клю ча ет ся ме тод до ка за тель ст ва от про тив но го?
9. Дай те срав ни тель ную ха рак те ри сти ку двум схе мам до ка за тельст-

 ва от про тив но го.

 Задания
1. Пусть A — «двер ной за мок сло ман», В — «вход ная дверь от кры-

та». Вы пи ши те со от вет ст вую щий логический вы вод по пра ви лу 
Mo dus Po nens.

2. Про верь те пра виль ность сле дую щих вы во дов:
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 a) ;
,

B

BABA →¬→  в) ;
,

CA

BCBA

¬→

¬→→

 б) ;
,

AC

CBBA

→

¬→¬→
 г) .

,

CB

CABA

→

→¬→

5.5. Ло ги ка пре ди ка тов
По ря док пре ди ка та, об ласть оп ре де ле ния пре ди ка та, терм, 
пред мет ные пе ре мен ные и кон стан ты

 Напомним, что формализация естественного языка в логи-
ке высказываний осуществляется разбиением «языковых сообще-
ний» на неделимые повествовательные предложения (атомы) и их 
смысловое объединение с помощью связок, причем внутренняя 
структура атомов не учитывается. Од на ко в ес те ст вен ном язы ке 
су ще ст ву ет боль шое ко ли че ст во умо зак лю че ний, ко то рые не мо гут 
быть фор ма ли зо ва ны опи сан ным спо со бом. Рас смот рим клас си чес-
кое умо зак лю че ние:

«Ка ж дый че ло век смер тен.
Так как Со крат че ло век, то он смер тен».

Интуитивно ука зан ный ло ги че ский вы вод пред став ля ет ся кор-
рект ным. Вве дем сле дую щие ато мы:
A — «ка ж дый че ло век смер тен»;
B — «Со крат — че ло век»;
C — «Со крат смер тен».

Тогда ис ход ное умо зак лю че ние бу дет со от вет ст во вать фор му ле 
ло ги ки вы ска зы ва ний A ∧ B → C.

При ве дем дан ную фор му лу к нор маль ной фор ме:

A ∧ B → C = ¬(A ∧ B) ∨ С = ¬А ∨ ¬В ∨ С.

На ин тер пре та ции (1,1,0) по лу чен ная фор му ла рав на ну лю, сле-
до ва тель но, дан ная фор му ла не яв ля ет ся об ще зна чи мой, т.е. в рам-
ках ло ги ки вы ска зы ва ний С не яв ля ет ся  ло ги че ским след ст ви ем 
А и В. Такая ограниченность возможностей нашей формализации 
связана с тем, что в атоме А не учитывается внутренняя смысловая 
особенность обоб ще ния «ка ж дый». Это вы зы ва ет не об хо ди мость 
усо вер шен ст во вать ло ги ку вы ска зы ва ний с тем, что бы она пол нее 
объ яс ня ла спо соб но сти че ло ве ка де лать ло ги че ские вы во ды. Для 
этой це ли в ло ги ку предикатов вве де ны до пол ни тель ные, но вые по 
срав не нию с ло ги кой вы ска зы ва ний, ло ги че ские по ня тия, а имен-
но:  терм,  пре ди кат и кван тор.
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 Определение

Оп ре де лен не ко то рый  пре ди кат, ес ли: 

а) за да но не ко то рое (про из воль ное) мно же ст во, на зы вае мое 
об ла стью оп ре де ле ния пре ди ка та ( пред мет ная об ласть);

б) фик си ро ва но мно же ст во {1, 0}, на зы вае мое об ла стью зна-
че ний;

в) ука за но пра ви ло, с по мо щью ко то ро го ка ж до му эле мен ту, 
взя то му из пред мет ной об лас ти, ста вит ся в со от вет ст вие один 
из двух эле мен тов из об лас ти зна че ний.

По ня тие пре ди ка та яв ля ет ся ча ст ным слу ча ем по ня тия функ-
ции, для которой чет ко фик си ро ва на об ласть зна че ний.

На зва ние пре ди кат про ис хо дит от анг лий ско го сло ва predi cate, 
оз на чаю ще го вы ска зы ва ние или ска зуе мое. Пре ди ка том ча ще все го 
обо зна ча ют свой ст во или дей ст вие, вы ра жен ное в вы ска зы ва нии 
ска зуе мым, а объ ек ты и субъ ек ты это го дей ст вия, а так же дру гие 
чле ны пред ло же ния яв ля ют ся ар гу мен та ми дан но го пре ди ка та. 
В ка че ст ве обо зна че ния пре ди ка та час то вы би ра ют сло во, от ра жаю-
щее его смы сло вое зна че ние, или за глав ную бу к ву ла тин ско го или 
другого ал фа ви та.

 Определение

Пре ди кат Р, имею щий n ар гу мен тов, на зы ва ет ся п-ме ст ным 

 пре ди ка том, обо зна ча ет ся P(x
1
, x

2
, …, x

n
).

 Определение

Ко ли че ст во ар гу мен тов пре ди ка та Р(x
1
, x

2
, …, x

n
) на зы ва ет ся 

его  по ряд ком. 

Так, на при мер, вы ска зы ва ние «х — дей ст ви тель ное чис ло» мож-
но пред ста вить од но ме ст ным пре ди ка том, «у мень ше z» — дву мест-
ным пре ди ка том, а «х и у ро ди те ли z» — трех ме ст ным пре ди ка том. 
Ес ли x, y и z за ме ще ны кон крет ны ми зна че ния ми (объ ек та ми), то 
пре ди кат пе ре хо дит в вы ска зы ва ние, ко то рое рас смат ри ва ет ся как 
нуль ме ст ный пре ди кат. На при мер:  «Терм и кван тор — по ня тия 
ло ги ки пре ди ка тов». Та ким об ра зом, ес ли ко ли че ст во ар гу мен тов 
пре ди ка та Р (x

1
, x

2
, …, x

n
) n переменных рав но ну лю, то пре ди кат 

яв ля ет ся вы ска зы ва ни ем; ес ли n = 1, то пре ди кат со от вет ст ву ет 
свой ст ву; ес ли n = 2, то пре ди кат яв ля ет ся  би нар ным от но ше ни ем; 
ес ли n = 3, то пре ди кат — тер нар ное от но ше ние.
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При мер. Пред ста вить в ви де  пре ди ка тов  вы ска зы ва ния: «х де-
лит ся на 13», «х де лит ся на у», «x — про стое чис ло».

Ре ше ние. Вы бе рем в ка че ст ве на зва ний пре ди ка тов действия 
или свойства дан ных пред ло же ний: ДЕ ЛИТ СЯ, ПРО СТОЕ. То гда 
за дан ные вы ска зы ва ния мож но за пи сать в ви де пре ди ка тов сле дую-
щим об ра зом: ДЕ ЛИТ СЯ(x, 13), ДЕ ЛИТ СЯ(x, y), ПРО СТОЕ(x). Здесь 
первый и третий предикаты являются одноместными и каждый вы-
ражает некоторое свойство чила x; второй предикат — двуместный 
и выражает  бинарное отношение делимости на множестве чисел.

В ло ги ке пре ди ка тов су ще ст ву ет по ня тие функ цио наль но го сим-

во ла. На при мер: ми нус (x, y) —   функ цио наль ный сим вол «x – y»; 
отец(x) — функ цио наль ный сим вол «отец че ло ве ка x». Ес ли функ-
цио наль ный сим вол име ет n ар гу мен тов, то он на зы ва ет ся  n-ме ст-

ным функ цио наль ным сим во лом, на при мер: ми нус(x, y) — двух-
ме ст ный функ цио наль ный сим вол.  Ин ди ви ду аль ный сим вол или 
кон стан та мо жет рас смат ри вать ся как функ цио наль ный сим вол 
без ар гу мен тов.

Итак, для по строе ния ато мов ло ги ки пре ди ка тов раз ре ша ет ся 
ис поль зо вать сле дую щие ти пы сим во лов:

1.  Ин ди ви ду аль ные сим во лы или кон стан ты, ко то рые обыч но 
яв ля ют ся име на ми объ ек тов, на при мер: Со крат, 13.

2.  Сим во лы пред мет ных пе ре мен ных, в ка че ст ве ко то рых обыч-
но вы сту па ют бу к вы ла тин ско го ал фа ви та, воз мож но, с ин дек-
са ми, на при мер: x, y, b

2
.

3.  Функ цио наль ные сим во лы — строч ные бу к вы ла тин ско го ал-
фа ви та или ос мыс лен ные сло ва из строч ных букв, на при мер: 
ми нус, отец.

4. Пре ди ка ты — про пис ные бу к вы или ос мыс лен ные сло ва 
из про пис ных букв, на при мер: P, Q, ДЕ ЛИТ СЯ, БОЛЬ ШЕ, 
ПРОСТОЕ.

 Определение
Ар гу мен ты пре ди ка та на зы ва ют ся тер ма ми.  Терм оп ре де-
ля ет ся ре кур сив но сле дую щим об ра зом:
1. Кон стан та есть терм.
2. Пе ре мен ная есть терм.
3. Ес ли f яв ля ет ся n-ме ст ным функ цио наль ным сим во лом, 
а t

1
, t

2
,…,

 
t

n
 — тер мы, то f(t

1
, t

2
, …,

 
t

n
) есть терм.

4. Ни ка ких тер мов, кро ме по ро ж ден ных с по мо щью ука зан-
ных вы ше пра вил, не су ще ст ву ет.
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 Определение
Тер мы при ни ма ют зна че ния из за ра нее оп ре де лен но го мно-
же ст ва, ко то рое на зы ва ет ся  пред мет ной об ла стью. 

 Определение
Тер мы-кон стан ты и тер мы-пе ре мен ные на зы ва ют ся  пред мет-

ны ми кон стан та ми и  пред мет ны ми пе ре мен ны ми.

При мер. Пред ста вить в ви де  пре ди ка тов сле дую щие пред ло-
же ния: 

1) «Сту ден ты сда ют сес сию».
2) «Чис ло х + 1 боль ше чис ла х».
3) «Брат Ма ри ны».

Ре ше ние. 1) Пред ло же ние «Сту ден ты сда ют сес сию» мо жет 
при ни мать зна че ние «Ис ти на» или «Ложь», по это му его мож но 
пред ста вить в ви де пре ди ка та. Во внут рен ней струк ту ре дан но го 
пред ло же ния мож но вы де лить ска зуе мое «сда ют», под ле жа щее «сту-
ден ты» и до пол не ние «сес сию». По след ние мож но рас смат ри вать 
как  пред мет ные кон стан ты. Та ким об ра зом, по лу ча ем двух ме ст ный 
пре ди кат СДА ВАТЬ(сту ден ты, сес сию).

2) Ска зуе мым в дан ном пред ло же нии яв ля ет ся сло во «боль ше». 
Пред ста вим под ле жа щее «х + 1» и до пол не ние «х» в ви де тер мов. 
При чем  терм «х + 1» име ет внут рен нюю струк ту ру, по сколь ку 
его мож но пред ста вить с по мо щью функ цио наль но го сим во ла 
плюс(x, 1). То гда ис ход ное пред ло же ние при мет вид двух ме ст но-
го пре ди ка та: БОЛЬ ШЕ(плюс(х, 1), х). Здесь х — пред мет ная пере-
мен ная, а 1 —  кон стан та.

3) Пред ло же ние «брат Ма ри ны» нель зя пред ста вить в ви де 
пре ди ка та, по сколь ку его зна че ни ем яв ля ет ся не «Ис ти на» или 
«Ложь», а не ко то рый эле мент пред мет ной об лас ти, ко то рая со от-
вет ст ву ет мно же ст ву лю дей. 

При мер. Пе ре вес ти на ес те ст вен ный язык сле дую щие  вы ска-
зы ва ния ло ги ки пре ди ка тов:

1) РАВ НЯТЬ СЯ(х, 5).
2) ЗНАТЬ(па па (Ва ся), ма те ма ти ка).

Ре ше ние. 1) Пре ди кат РАВ НЯТЬ СЯ(х, 5) со от вет ст ву ет ут вер ж-
де нию «x рав ня ет ся 5» ес те ст вен но го язы ка. Здесь 5 — кон стан та, 
х — пред мет ная пе ре мен ная.

2) В вы ска зы ва нии ЗНАТЬ(па па(Ва ся), ма те ма ти ка)  функ-
цио наль ный сим вол «па па(х)» при ни ма ет зна че ние из мно же ст ва 
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лю дей, со от вет ст вую щее от но ше нию «быть от цом х». По это му вы-
ра же ние па па(Ва ся) сле ду ет ин тер пре ти ро вать как «Ва син па па». 
Та ким об ра зом,  пре ди кат ЗНАТЬ(па па(Ва ся), ма те ма ти ка) со от ветст-
ву ет пред ло же нию «па па у Ва си зна ет ма те ма ти ку» ес те ст вен ного 
язы ка. Здесь «Ва ся» и «ма те ма ти ка» яв ля ют ся кон стан та ми, 
а х — пред мет ная пе ре мен ная.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние по ня тию пре ди кат.

2. Что на зы ва ет ся по ряд ком пре ди ка та?

3. При ве ди те при ме ры n-ме ст ных пре ди ка тов.

4. Пе ре чис ли те спо со бы оп ре де ле ния пре ди ка тов.

5. При ве ди те при ме ры функ цио наль ных сим во лов.

6. Ка кой функ цио наль ный сим вол на зы ва ют n-ме ст ным?

7. Дай те оп ре де ле ние тер ма. 

8. Что по ни ма ют под пред мет ной об ла стью?

9. Дай те оп ре де ле ния по ня тий пред мет ная пе ре мен ная и пред мет-
ная кон стан та. При ве ди те при ме ры.

 Задания

1. Из при ве ден ных ни же пред ло же ний вы пи ши те от дель но вы ска-
зы ва ния, от дель но пре ди ка ты:

 a) х > 0; в) о нем что-то го во рят;

 б) 2 + 3 = 6; г) x брат y;

 д) про ти во по лож ные сто ро ны A и B па рал ле ло грам ма рав ны;

 е) ка ж дое яв ле ние x име ет свою при чи ну y.

2. В при ве ден ных од но ме ст ных пре ди ка тах про из ве ди те воз мож-
ные под ста нов ки пе ре мен ной x так, что бы по лу чить ис тин ные 
вы ска зы ва ния. Ка кие из них до пус ка ют од ну, а ка кие — мно гие 
под ста нов ки?

 a) х — са мая вы со кая гор ная вер ши на в ми ре;

 б) х — пред ста ви тель диа лек ти че ской ло ги ки;

 в) х + 7 = 15;  г) х — ло ги че ская связ ка;

 д) х — вы даю щий ся ан тич ный ло гик.

3. Пе ре мен ные функ ции «x > y» при ни ма ют зна че ния на множест-
ве {1, 2, 3}; B

1
, B

2
 — пре ди ка ты, за да вае мые этой функ ци ей 

со от вет ст вен но при ал фа вит ном и об рат ном ему по ряд ках. 
Устано ви те:

 a) об ласть оп ре де ле ния пре ди ка тов B
1
 и B

2
;

 б) зна че ния ис тин но сти B
1
(2, 3) и B

2
(2, 3).
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4. Сколь ко раз лич ных пре ди ка тов оп ре де ля ет вы ска зы ва ние 
«x + y = z», ес ли M

x
, M

y
 и M

z
 — мно же ст ва зна че ний пе ре мен-

ных x, y, z:
 a) M

x 
= M

y
 = M

z
 = {1, 2};

 б) M
x
 = {1}, M

y
 = {1, 2}, M

z 
= {2, 3}?

5. Оп ре де ли те, эк ви ва лент ны ли сле дую щие пре ди ка ты:
 а) х2 = 1 и х = 1; б) х2 = х и х = 1. 

5.6. Кван то ры
Кван тор все общ но сти, кван тор су ще ст во ва ния, свя зан ная 
и сво бод ная пе ре мен ная, умень ше ние по ряд ка n-ме ст ных 
пре ди ка тов

При оп ре де ле нии ис тин но ст но го зна че ния пре ди ка та осо-
бый ин те рес пред став ля ет во прос: яв ля ет ся ли он ис тин ным при 
лю бом зна че нии пред мет ной пе ре мен ной или су ще ст ву ет ли хо тя 
бы од но зна че ние пе ре мен ной, при ко то ром дан ный  пре ди кат 
ис ти нен. На при мер, ут вер жде ние «Все про стые чис ла име-
ют два де ли те ля» мож но фор ма ли зо вать с по мо щью пре ди ка та 
ИМЕТЬ_ДВА_ДЕ ЛИТЕ ЛЯ(x), ко то рый яв ля ет ся ис тин ным для 
всех x в пред мет ной об лас ти про стых чи сел. Ут вер жде ние «Су щест-
ву ют на ту раль ные чис ла, ко то рые не де лят ся на 2» оз на ча ет, что 
пре ди кат ДЕ ЛИТЬ СЯ_НА_2(x) ис ти нен не для всех x в пред мет ной 
об лас ти на ту раль ных чи сел.

 Определение
Пусть P(x) — пре ди кат, оп ре де лен ный на M. Вы ска зы ва ние 
«для всех x ∈ M, P(x) ис тин но» обо зна ча ет ся ∀x P(x). Знак 
∀ на зы ва ет ся  кван то ром все общ но сти.

Кван то ры управ ля ют об ла стью зна че ния пе ре мен ной, сле дую-
щей за сим во лом кван то ра. Ес ли при ме ня ет ся кван тор все общ но сти, 
то мы го во рим, что вы ска зы ва ние ис тин но для всех x из не ко то ро-
го мно же ст ва.

 Определение
Вы ска зы ва ние «су ще ст ву ет та кой x ∈ M, что P(x) ис тин но» 
обо зна ча ет ся ∃x P(x), где знак ∃ на зы ва ет ся  кван то ром су-

ще ст во ва ния. 

Кван тор су ще ст во ва ния при ме ня ет ся, ко гда нуж но ука зать, 
что су ще ст ву ет хо тя бы од но зна че ние пе ре мен ной, для ко то ро го 
ис тин но дан ное вы ска зы ва ние.

В ло ги ке пер во го по ряд ка су ще ст ву ет сле дую щее ог ра ни че-
ние: нель зя при ме нять кван то ры к пре ди ка там. На при мер, нель зя 
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за пи сать ∀P P(x). Од на ко та кие опе ра ции осу ще ст ви мы в ло ги ках 
бо лее вы со ких по ряд ков.

 Определение
Пе ре ход от P(x) к ∀x P(x) или ∃x P(x) на зы ва ет ся  свя зы ва ни-

ем пе ре мен ной x, а са ма пе ре мен ная x в этом слу чае —  свя-

зан ной. 

 Определение
 Пе ре мен ная, не свя зан ная ни ка ким кван то ром, на зы ва ет ся 
сво бод ной.

От то го, яв ля ет ся ли пе ре мен ная свя зан ной или сво бод ной, за-
ви сит зна че ние  пре ди ка та.  Сво бод ная пе ре мен ная — это пред мет-
ная пе ре мен ная, ко то рая мо жет при ни мать раз лич ные зна че ния 
из мно же ст ва M, и значение предиката P (x) за ви сит от зна че ния 
пе ре мен ной x. Напротив, вы ра же ние ∀x P(x) не за ви сит от пе ре мен-
ной x и при за дан ных P и M име ет оп ре де лен ное зна че ние; здесь 
x — связанная переменная.

Cвя зан ные пе ре мен ные встре ча ют ся не толь ко в ло ги ке. На при-

мер, в вы ра же ни ях ∑
=

10

1

)(
x

xf  или ∫
b

a

dxxf )(  пе ре мен ная x свя за на и дан-

ные вы ра же ния при фик си ро ван ных a, b и f име ют оп ре де лен ные 
зна че ния, не зависящих от какогоLлибо значения x.

При мер. За пи сать в ви де пре ди ка тов с кван то ра ми сле дую щие 
 вы ска зы ва ния: «Все сту ден ты сда ют эк за ме ны», «Не ко то рые 
сту ден ты сда ют эк за ме ны на от лич но».

Ре ше ние. Вве дем пре ди ка ты: P — «сда вать эк за ме ны» и Q — 
«сда вать эк за ме ны на от лич но».  Пред мет ная об ласть дан ных пре-
ди ка тов пред став ля ет со бой мно же ст во сту ден тов. То гда ис ход ные 
вы ра же ния при мут вид:

∀(x) P(x) и ∃(x) Q(x).

При мер. Рас смат ри вая в ка че ст ве пред мет ной об лас ти мно жест-
во дей ст ви тель ных чи сел, за пи сать в ви де вы ра же ния ло ги ки пре-
ди ка тов ма те ма ти че ские ут вер жде ния:

«Для всех x вер но, что (x – 1)2 = x2 – 2x + 1»;

«Су ще ст ву ет чис ло, квад рат ко то ро го ра вен 4».

Ре ше ние. Вве дем пре ди кат РАВ НО(x, y), ко то рый ис ти нен 
в том слу чае, ес ли зна че ние пе ре мен ной x рав но зна че нию y. 
То гда, исполь зуя кван то ры, мож но за пи сать:
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∀x РАВ НО((x – 1)2, (x2 – 2x + 1));

∃x РАВ НО(x2, 4).

При ме не ние кван то ров к мно го ме ст ным  пре ди ка там умень ша-
ет ко ли че ст во сво бод ных пе ре мен ных, от ко то рых за ви сит дан ный 
пре ди кат. Пусть А(х, у) — не ко то рый дву ме ст ный пре ди кат, оп ре-
де лен ный на про из воль ном мно же ст ве М.  Кван тор все общ но сти 
и  кван тор су ще ст во ва ния мож но при ме нять к не му как для пе ре-
мен ной х, так и для пе ре мен ной у:

∀х А(х, у); ∀у А(х, у); ∃х А(х, у); ∃у А(х, у).

Все че ты ре при ве ден ные вы ра же ния яв ля ют ся за пи ся ми одно-
ме ст ных пре ди ка тов от со от вет ст вую щей сво бод ной пе ре мен-
ной. Так, ∀х А(х, у) — од но ме ст ный пре ди кат от пе ре мен ной у: 
∀х А(х, у) = F(у). Пре ди кат F ис ти нен в точ но сти для та ких эле мен-
тов b ∈ М, для ко то рых пре ди кат А(х, b) ис ти нен на всех зна че ни ях 
ар гу мен та х. Ес ли пред ста вить множество значений истинности 
пре ди ката А(х, у) в ви де мат ри цы, то пре ди кат F(y) = ∀х А(х, у) 
ис ти нен для та ких у = b, для ко то рых стол бец ар гу мен та у = b со дер-
жит ис клю чи тель но бу к ву И. Для ил лю ст ра ции ни же при ве де на 
мат ри ца пре ди ка та (таблица 5.6), оп ре де лен но го на мно же ст ве М 
из пя ти эле мен тов а

1
, а

2
, а

3
, а

4
, а

5
, и мат ри цы од но ме ст ных пре ди-

ка тов (таблицы 5.7–5.10), по лу чен ных из ис ход но го по сред ст вом 
при ме не ния кван то ров.

По доб ным об ра зом ∀у А(х, у) = С(х) — од но ме ст ный пре ди кат 
от х, ко то рый ис ти нен для та ких а ∈ М, для ко то рых стро ка ар гу-
мен та х = а со дер жит толь ко бу к ву И. Пре ди кат ∃х А(х, у) = Н(у) 
ис ти нен для та ких а ∈ М, для ко то рых со от вет ст вую щий стол бец 
у = b со дер жит, по край ней ме ре, один раз бу к ву И. На ко нец, пре-
ди кат ∃у А(х, у) ис ти нен для та ких х = а ∈ М, для ко то рых в со от-
вет ст вую щей стро ке х = а встре ча ет ся бу к ва И.

 Таб ли ца 5.6. Пре ди кат А(х, у) Таб ли ца 5.7. 
  Пре ди кат ∀х А(х, у)

Y

X
а

1
а

2
а

3
а

4
а

5
у ∀х А(х, у)

а
1

И И Л И Л а
1

Л

а
2

Л И Л И Л а
2

И

а
3

И И Л И И а
3

Л

а
4

Л И Л И И а
4

И

а
5

И И Л И И а
5

Л
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 Таб ли ца 5.8.  Таб ли ца 5.9.  Таб ли ца 5.10. 
 Пре ди кат ∃х А(х, у) Пре ди кат ∀у А(х, у) Пре ди кат ∃у А(х, у)

у ∃х А (х, у) х ∀у А(х, у) х ∃у А(х, у)

а
1

И а
1

Л а
1

И

а
2

И а
2

Л а
2

И

а
3

Л а
3

Л а
3

И

а
4

И а
4

Л а
4

И

а
5

И а
5

Л а
5

И

Та ким об ра зом, при ме не ние кван то ра по од ной из пе ре мен ных 
двух ме ст но го  пре ди ка та пре вра ща ет его в од но ме ст ный. В слу чае 
трех ме ст ных пре ди ка тов при ме не ние кван то ра при во дит к двух-
ме ст ному пре ди ка ту. Ана ло гич но, для n-ме ст ных пре ди ка тов 
при ме не ние кван то ра по лю бой пе ре мен ной пре вра ща ет предикат 
в (n – 1)-мест ный, т.е. умень ша ет его по ря док на еди ни цу.

Кван тор общ но сти мож но ис тол ко вать как обоб ще ние  конъюнк-
ции, а  кван тор су ще ст во ва ния — как обоб ще ние дизъ юнк ции. 
В са мом де ле, ес ли об ласть оп ре де ле ния М пре ди ка та P ко неч на, 
на при мер, М = {a

1
, a

2
, …, a

n
}, то вы ска зы ва ние ∀х P(х) эк ви ва-

лент но конъ юнк ции P(a
1
) ∧ P(a

2
) ∧ … ∧ P(a

n
), а вы ска зы ва ние 

∃х P(х) — дизъ юнк ции P(a
1
) ∨ P(a

2
) ∨ … ∨ P(a

n
).

В ка че ст ве при ме ра рас смот рим пре ди кат P(х), ко то рый оз на-
ча ет «х — не чет ное чис ло» и оп ре де лен на об лас ти М = {a, b, c}. 
Вы ска зы ва ние ∀х P(х) оз на ча ет: «а — не чет ное чис ло, и b — не чет-
ное чис ло, и c — не чет ное чис ло»; а вы ска зы ва ние ∃х P(х) оз на ча ет 
то же, что и  дизъ юнк ция «а — не чет ное чис ло, или b — не чет ное 
чис ло, или c — не чет ное чис ло».

 Вопросы
1. Что по ни ма ют под кван то ром все общ но сти? 

2. Дай те оп ре де ле ние по ня тию кван тор су ще ст во ва ния.

3. Ка кие пе ре мен ные на зы ва ют ся свя зан ны ми, а ка кие — сво бод-
ны ми?

4. По яс ни те на при ме рах на зна че ние свя зан ных пе ре мен ных.

5. К ка ким по след ст ви ям при во дит при ме не ние кван то ра по од ной 
из пе ре мен ных n-ме ст но го пре ди ка та?

6. Сколь ки ми раз лич ны ми спо со ба ми мо жет быть при ме нен кван-
тор су ще ст во ва ния к n-ме ст но му пре ди ка ту?

7. Ко гда пре ди кат ∀х А(х, у) при ни ма ет зна че ние «Ис ти на»?
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 Задания
1. За пи ши те сле дую щие вы ска зы ва ния, ис поль зуя зна ки кван то ров:
 a) су ще ст ву ет чис ло х та кое, что х + 1 = 5;
 б) ка ко во бы ни бы ло чис ло y, y + 0 = y;
 в) лю бое чис ло ли бо по ло жи тель но, ли бо от ри ца тель но, ли бо 

рав но ну лю.

2. Ука жи те сво бод ные и свя зан ные вхо ж де ния ка ж дой из пе ре мен-
ных в сле дую щих фор му лах:

 a) ∀х P(x, y) ∧ ∀y Q(y);
 б) ∀x (P(x) → P(y));
 в) ∀x (P(x) → Q(y)) ∨ ∃y R(x, y);
 г) ∀x [(P(x)→ Q(y)) ∨ ∃y R(x, y)].

3. Пусть х и y — лю бые лю ди, Q(x, y) оз на ча ет «x отец y». Сле-
дую щие вы ска зы ва ния сфор му ли руй те ес те ст вен ным язы ком, 
оп ре де лив их зна че ния ис тин но сти:

 a) ∀х ∃y Q(x, y); в) ∀y ∃х Q(x, y); д) ∀х ∀y Q(x, y);
 б) ∃х ∀y Q(x, y); г) ∃y ∀х Q(x, y); е) ∃х ∃y Q(x, y).

4. Пусть N(x) — «x — на ту раль ное чис ло», C(x) — «x — це лое 
чис ло», P(x) — «x — про стое чис ло», E(x) — «x — чет ное чис-
ло», O(x) — «x — не чет ное чис ло», D(x, y) — «y де лит ся на х». 
Сфор му ли руй те ес те ст вен ным язы ком сле дую щие вы ска зы ва ния, 
ус та но вив их зна че ния ис тин но сти:

 a) P(z);  и) ∀x ∀y [O(x) → (P(y) → D(x, y))];
 б) E(2) ∧ P(2); к) ∀x [C(x) → (E(x) ∨ ¬E(x))];
 в) ∀x (D(2, x) → E(x)); л) ∃х ∀y [(C(x) ∧ C(y)) → D(x, y)];
 г) ∃х (E(x) ∧ D(x, 6)); м) ∀x ∀y [(E(x) ∧ O(x)) → ¬D(x, y)].
 д) ∀x [P(x) → ∃y (E(y) ∧ D(x, y))];  
 е) ∀x (N(x) → C(x));
 ж) ∃х (N(x) → C(x));
 з) ∀x (C(x) → N(x));

5. Пре ди кат P(x, y) за дан в пред мет ной об лас ти D = {a, b} сле дую-
щей мат ри цей:

x a a b b

y a b a b

P(x, y) 0 1 1 1

 Ка кая из ни же при ве ден ных фор мул оп ре де ля ет дан ный пре-
дикат?

 a) ∀х P(x, a); в) ∃y ∀х P(x, y); д) ∀y ∀х ¬P(x, y).
 б) ∀y P(a, y); г) ∀y ∀х P(x, y); 
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5.7. Фор му лы в ло ги ке предикатов
Эле мен тар ная фор му ла, пра виль но по стро ен ные фор му лы, 
об ласть дей ст вия кван то ра, ин тер пре та ция фор мул ло ги ки 
пре ди ка тов, об ще зна чи мые и про ти во ре чи вые фор му лы, 
ло ги че ское след ст вие

Ис поль зуя по ня тия  пре ди ка та, кван то ра и тер ма, мож но 
оп ре де лить по ня тие фор му лы в ло ги ке пре ди ка тов.

 Определение
Ес ли P —  n-ме ст ный пре ди кат и t

1
, …,

 
t

n
 — тер мы, то P(t

1
, …,

 
t

n
) 

на зы ва ет ся  ато мом или  эле мен тар ной фор му лой ло ги ки 
пре ди ка тов. На при мер: ДЕ ЛИТ СЯ(х, 13), ДЕ ЛИТ СЯ(х, у), 
БОЛЬ ШЕ(плюс(х, 1), х), РАВ НЯТЬ СЯ(х, 1), СДА ВАТЬ(сту-
ден ты, сес сии). 

 Определение
Пра виль но по стро ен ны ми фор му ла ми ло ги ки пер во го 
по ряд ка на зы ва ют ся фор му лы, ко то рые мож но ре кур сив но 
оп ре де лить сле дую щим об ра зом:
1. Атом яв ля ет ся фор му лой.
2. Ес ли F и G — фор му лы, то (¬F), (F ∨ G), (F ∧ G), (F → G), 
(F ~ G) так же яв ля ют ся фор му ла ми.
3. Ес ли F — фор му ла, а х —  сво бод ная пе ре мен ная, то (∀х)F 
и (∃x)F то же фор му лы.
4. Ни ка ких фор мул, кро ме по ро ж ден ных ука зан ны ми вы ше 
пра ви ла ми, не су ще ст ву ет.

 Определение
Часть фор му лы, на ко то рую рас про стра ня ет ся дей ст вие кван-
то ра, на зы ва ет ся об ла стью дей ст вия кван то ра.

По сколь ку дей ст вие кван то ра мо жет рас про стра нять ся не на 
всю фор му лу, а толь ко на ее часть, то пе ре мен ная мо жет быть свя-
зан ной в од ной час ти фор му лы и сво бод ной в дру гой. В этом слу-
чае по ла га ют, что пе ре мен ная яв ля ет ся и свя зан ной, и сво бод ной 
од но вре мен но.

При мер. Оп ре де лить, ка кие пе ре мен ные яв ля ют ся свя зан ны-
ми, а ка кие — сво бод ны ми в сле дую щих фор му лах:

1. A(x, y).

2. ∃y (B(x) → ∀x A(x, y)).

3. ∃x (B(x) → ∀x A(x, y)).
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Ре ше ние. Обе пе ре мен ные в фор му ле 1 яв ля ют ся сво бод ны ми. 
В фор му ле 2 пе ре мен ная y яв ля ет ся свя зан ной, а пе ре мен ная x — 
и свя зан ной, и сво бод ной (пе ре мен ная x сво бод на в  пре ди ка те B(x) 
и свя за на в пре ди ка те A(x, y)). В фор му ле 3 пе ре мен ная x явля ет ся 
свя зан ной, а пе ре мен ная y — сво бод ной.

В ло ги ке вы ска зы ва ний  ин тер пре та ция фор му лы за клю ча ет ся 
в при пи сы ва нии ато мам ис тин но ст ных зна че ний. В ло ги ке преди-
катов по ня тие ин тер пре та ции формулы несколько расширяется: 
не об хо ди мо ука зать пред мет ную об ласть (об ласть зна че ний пред мет-
ных пе ре мен ных) и зна че ния кон стант, а так же функ цио наль ных 
сим во лов и пре ди ка тов, встре чаю щих ся в фор му ле. 

 Определение
 Ин тер пре та ция фор му лы F ло ги ки предикатов со сто ит 
из элементов не пус той пред мет ной об лас ти D, зна че ний 
всех кон стант, функ цио наль ных сим во лов и пре ди ка тов, 
встре чаю щих ся в F. Ука зан ные зна че ния за да ют ся сле дую-
щим об ра зом:
1. Ка ж дой кон стан те ста вит ся в со от вет ст вие не ко то рый эле-
мент из D.
2. Ка ж до му n-ме ст но му функ цио наль но му сим во лу ста вит ся 
в со от вет ст вие ото бра же ние из Dn в D. Здесь Dn = (x

1
, x

2
, …, x

n
), 

где x
1
, …, x

n 
∈ D. 

3. Ка ж до му n-ме ст но му пре ди ка ту ста вит ся в со от вет ст вие 
ото бра же ние из Dn в {И, Л}.

Для ка ж дой ин тер пре та ции на об лас ти D фор му ла мо жет 
по лу чить ис тин но ст ное зна че ние И или Л со глас но сле дую щим 
пра ви лам:
1. Ес ли за да ны зна че ния фор мул F и G, то ис тин но ст ные зна че-

ния фор мул (¬F), (F ∨ G), (F ∧ G), (F → G), (F ~ G) по лу ча ют ся 
с по мо щью таб лиц ис тин но сти со от вет ст вую щих ло ги че ских 
опе ра ций.

2. Фор му ла (∀х)F по лу ча ет зна че ние И, ес ли F по лу ча ет зна че-
ние И для ка ж до го х из D, в про тив ном слу чае она по лу ча ет 
зна че ние Л.

3. Фор му ла (∃x)F по лу ча ет зна че ние И, ес ли F по лу ча ет зна че ние И 
хо тя бы для од но го х из D, в про тив ном слу чае она по лу ча ет 
зна че ние Л.

4. Фор му ла, со дер жа щая сво бод ные пе ре мен ные, не мо жет по лу-
чить ис тин но ст ное зна че ние. 
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По сле уточ не ния по ня тия ин тер пре та ции в ло ги ке  предикатов 
та кие по ня тия, как об ще зна чи мость, про ти во ре чи вость, вы-

пол ни мость, нейтральность (необщезначимость) формулы и 
 ло ги че ское след ст вие мо гут быть оп ре де ле ны в точности как для 
фор мул ло ги ки высказываний (см. п. 5.2, 5.3).

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние ато ма в ло ги ке пер во го по ряд ка.
2. Что на зы ва ет ся фор му лой в ло ги ке пер во го по ряд ка?
3. Сфор му ли руй те по ня тие ин тер пре та ции фор му лы ло ги ки пер во-

го по ряд ка.
4. Что по ни ма ют под об ла стью дей ст вия кван то ра?
5. Срав ни те по ня тие ин тер пре та ции в ло ги ке вы ска зы ва ний и ло-

ги ке пре ди ка тов.
6. Пе ре чис ли те ви ды фор мул ло ги ки пер во го по ряд ка в за ви си мос-

ти от при ни мае мых ими ис тин но ст ных зна че ний.
7. За пи ши те пра ви ла, со глас но ко то рым фор му ла ло ги ки пер во го 

по ряд ка мо жет по лу чить ис тин но ст ное зна че ние.

 Задания
1. Пусть пре ди кат М(x, y) оз на ча ет «x мень ше y», пре ди кат 

D(x, y) — «x рав но y», а пре ди кат S(x, y, z) — «x = y + z». Сле-
дую щие вы ска зы ва ния сфор му ли руй те ес те ст вен ным язы ком:

 a) (∀х) M(0, x); д) (∃y)(∃х) S(x, y, z);
 б) (∀х) S(x, x, x); е) (∃y)(∀х) (D(x, y) ∨ M(x, y)); 
 в) (∃х) M(x, x – 1); ж) (∀х)(∀y) (S(x, y, y) → M(y, x)).
 г) ¬((∃х) S(x, x, x));
2.  Пусть Х — мно же ст во со труд ни ков от де ла, а Р(х), Q(x) и R(x) — 

пре ди ка ты, оз на чаю щие со от вет ст вен но: х за ни ма ет ся спор том, 
х изу ча ет ино стран ные язы ки, х име ет изо бре те ния, х ∈ Х. Рас-
шиф руй те:

 a) (∃х) Р(х)Q(x); б) (∀х) Р(х)(Q(x) → R(x)).
3. Ука зать сво бод ные и свя зан ные вхо ж де ния пе ре мен ных в сле-

дую щие фор му лы, со дер жа щие пре ди ка ты A и B:
 a) (∀x

2
) A(x

1
, x

2
);

 б) (∀х
3
)((∀х

1
)A(x

1
, x

2
) ← A(x

3
, x

1
));

 в) (∀х
2
) A(x

3
, x

2
) → ∀х

3
 B(x

3
, x

2
);

 г) (∀х
2
) A(x

1
, x

2
) → ∃х

1
 A(x

1
, x

2
);

 д) (∃х
2
)(∀х

1
) A(x

1
, x

2
) → B(x

1
).

4. За да на пред мет ная об ласть D = {1, 2}, зна че ния кон стант a и b, 
функ цио наль ных сим во лов f, а так же пре ди ка та P:

a b f(1) f(2) P(1,1) P(1,2) P(2,1) P(2,2)

1 2 2 1 1 1 1 0
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 Най ти ис тин но ст ные зна че ния сле дую щих пре ди кат ных вы ра-
же ний:

 a) Р(a, f(a)) ∧ Р(b, f(b));

 б) (∀х)(∀y)(Р(x, y) → P(f(x), f(y))).

5. Оце нить фор му лу (∀х)(Р(x))→ Q(f(x), a) на ин тер пре та ции

d = {1, 2}, a = 1, f(1) = 2, f(2) = 1.

P(1) P(2) Q(1, 1) Q(1, 2) Q(2, 1) Q(2, 2)

0 1 1 1 0 1

5.8. За ко ны и то ж де ст ва 
в ло ги ке пер во го по ряд ка
Кол ли зия пе ре мен ных, за ме на свя зан ной пе ре мен ной, 
ком му та тив ные и ди ст ри бу тив ные свой ст ва кван то ров, 
за кон де Мор га на для кван то ров

Все за ко ны и то ж де ст ва, ко то рые спра вед ли вы в ло ги ке 
вы ска зы ва ний, ос та ют ся спра вед ли вы ми и в ло ги ке  пре ди ка тов. 
Кро ме то го, в ло ги ке пре ди ка тов су ще ст ву ют до пол ни тель ные за ко-
ны, пред на зна чен ные для эк ви ва лент но го пре об ра зо ва ния фор мул, 
со дер жа щих кван то ры и пе ре мен ные. 

Сле ду ет от ме тить, что пе ре нос кван то ра в на ча ло фор му лы 
мо жет из ме нить смысл пре ди кат но го  вы ска зы ва ния. Так, на при-
мер, ∀x F(x) ∧ ∀x G(x) не эк ви ва лент но ∀x (F(x) ∧ G(x)). В об щем 
слу чае сле ду ет пе ре име но вать свя зан ные пе ре мен ные во из бе жа ние 
кол ли зии — си туа ции, ко гда в фор му ле од на и та же пе ре мен ная 
на хо дит ся в об лас ти дей ст вия про ти во по лож ных кван то ров. На при-
мер, в фор му ле ∀x (F(x)) → ∃х (Q(x)) пе ре мен ная х од но вре мен но 
на хо дит ся в об лас ти дей ст вия кван то ров ∀ и ∃.

Рас смот рим вы ска зы ва ние, ис поль зую щее пре ди кат ра вен ст ва 
РАВ НО двух чи сел: ∀x ∃y РАВ НО(x + 1, y). Дан ное вы ска зы ва-
ние оз на ча ет, что для лю бо го чис ла x су ще ст ву ет чис ло y, ко то-
рое боль ше его на еди ни цу. При ве ден ное вы ска зы ва ние яв ля ет ся 
ис тин ным. Од на ко, ес ли по ме нять по ря док рас по ло же ния кван то-
ров на про ти во по лож ный, то по лу чим сле дую щее вы ска зы ва ние: 
∃y ∀x РАВ НО(x + 1, y). По лу чен ное вы ска зы ва ние оз на ча ет, что 
су ще ст ву ет та кое чис ло y (одно!), ко то рое на еди ни цу больше лю бо-
го чис ла x. Дан ное вы ска зы ва ние не со от вет ст ву ет пре ды ду ще му 
и яв ля ет ся лож ным.
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Для эк ви ва лент ных пре об ра зо ва ний  пре ди кат ных вы ска зы-
ва ний с кван то ра ми не об хо ди мо ис поль зо вать при ве ден ные ни же 
за ко ны. Пре ж де чем не по сред ст вен но пе рей ти к рас смот ре нию 
за ко нов дей ст вий с кван то ра ми, вве дем сле дую щие обо зна че ния: 
F(x) и H(x) — од но ме ст ные пре ди ка ты, P(x, y) — двух ме ст ный 
пре ди кат. 

1. За ме на  свя зан ной пе ре мен ной:

(∃x) F(x) = (∃y) F(y);

(∀x) F(x) = (∀y) F(y).

Вве де ние но во го обо зна че ния свя зан ной пе ре мен ной (т.е. пе ре-
име но вание свя зан ной пе ре мен ной) не из ме ня ет смысл фор му лы 
ло ги ки пре ди ка тов, ес ли вы пол ня ет ся сле дую щее ус ло вие: ни ка кая 
 сво бод ная пе ре мен ная в лю бой час ти фор му лы не долж на по сле 
пе ре име но ва ния ока зать ся свя зан ной. Дру ги ми сло ва ми, для но-
во го обо зна че ния свя зан ной пе ре мен ной сле ду ет вы би рать бу к ву, 
ко то рая от сут ст ву ет в фор му ле. На при мер:

(∀x) (∃y) P(x, y) = (∀x) (∃z) P(x, z).

В дан ном при ме ре осу ще ст в ле на опе ра ция пе ре име но ва ния 
свя зан ной пе ре мен ной y.

2.  Ком му та тив ные свой ст ва кван то ров:

(∀x) (∀y) P(x, y) = (∀y) (∀x) P(x, y);

(∃x) (∃y) P(x, y) = (∃y) (∃x) P(x, y).

Ме нять мес та ми мож но толь ко од но имен ные кван то ры.

(∀x) (∃y) P(x, y) ≠ (∃y) (∀x) P(x, y).

3.  Ди ст ри бу тив ные свой ст ва кван то ров:

(∀x)F(x) ∨ G = (∀x)(F(x) ∨ G);

(∃x)F(x) ∨ G = (∃x)(F(x) ∨ G);

(∀x)F(x) ∧ G = (∀x)(F(x) ∧ G);

(∃x)F(x) ∧ G = (∃x)(F(x) ∧ G), 

где G — фор му ла ло ги ки пре ди ка тов, ко то рая не со дер жит x;

(∀x)F(x) ∧ (∀x)H(x) = (∀x)(F(x) ∧ H(x));

(∃x)F(x) ∨ (∃x)H(x) = (∃x)(F(x) ∨ H(x)).

Сформулированный ди ст ри бу тив ный за кон спра вед лив толь-
ко для кван то ра все общ но сти ∀ при  конъ юнк ции ∧ и кван то ра 
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су ще ст во ва ния ∃ при дизъ юнк ции ∨, так как другие комбинации 
приводят к неравенствам:

(∀x)F(x) ∨ (∀x)H(x) ≠ (∀x)(F(x) ∨ H(x));

(∃x)F(x) ∧ (∃x)H(x) ≠ (∃x)(F(x) ∧ H(x)).

Для пре одо ле ния дан но го ог ра ни че ния ди ст ри бу тив но го за ко-
на, сле ду ет ис поль зо вать за ме ну  свя зан ной пе ре мен ной:

(∀x)F(x) ∨ (∀x)H(x) = (∀x)F(x) ∨ (∀y)H(y) =

= (∀x)(∀y) (F(x) ∨ H(y));

(∃x)F(x) ∧ (∃x)H(x) = (∃x)F(x) ∧ (∃y)H(y) =

= (∃x)(∃y) (F(x) ∧ H(y)).

Та ким об ра зом, в об щем слу чае  ди ст ри бу тив ные свой ст ва кван-
то ров мож но за пи сать сле дую щей схе мой:

(Q
1
x)F(x) ∨ (Q

2
y) H(y) = (Q

1
x)(Q

2
y) (F(x) ∨ H(y));

(Q
1
x)F(x) ∧ (Q

2
y) H(y) = (Q

1
x)(Q

2
y) (F(x) ∧ H(y)), 

где Q
1
, Q

2
 — лю бой из кван то ров ∃ или ∀.

4. За кон  де Мор га на для кван то ров: 

¬((∀x)F(x)) = (∃x)¬F(x);

¬((∃x)F(x)) = (∀x)¬F(x).

Про ил лю ст ри ру ем дан ный за кон сле дую щим при ме ром. Пусть 
 пре ди кат F(x) оз на ча ет, что «х яв ля ет ся про стым чис лом». Ко гда 
х по сле до ва тель но при ни ма ет зна че ния ря да на ту раль ных чи-
сел — х = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, …}, пре ди кат со от вет ст вен но ме ня ет 
ис тин но ст ное зна че ние:

F(1) = Л, F(2) = И, F(3) = И; 

F(4) = Л, F(5) = И, F(6) = Л, F(7) = И, ….

Убе дим ся в спра вед ли во сти пер вой фор му лы для от ри ца ния 
кван то ра все общ но сти:

¬((∀x)F(x)) = «не все х яв ля ют ся про сты ми чис ла ми» =
= «суще ст ву ют та кие х, ко то рые яв ля ют ся не про сты ми чис ла ми» =
= (∃x)¬F(x) = И.

Оба при ве ден ные  вы ска зы ва ния ис тин ны. Те перь убе дим ся 
в спра вед ли во сти вто рой фор му лы для от ри ца ния кван то ра сущест-
во ва ния:

¬((∃x)F(x)) = «нет ни од но го х, ко то рое бы ло бы про стым» =
= «все х яв ля ют ся не про сты ми чис ла ми» = (∀x)¬F(x) = Л.

Дан ные вы ска зы ва ния яв ля ют ся лож ны ми.
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 Вопросы
1. Что по ни ма ют под кол ли зи ей пе ре мен ных?
2. К ка ким по след ст ви ям мо жет при вес ти пе ре нос кван то ра в на ча-

ло фор му лы? При ве ди те при ме ры кор рект но го и не кор рект но го 
пе ре но са кван то ров в на ча ло фор му лы.

3. Объ яс ни те суть за ме ны свя зан ной пе ре мен ной.
4. Сфор му ли руй те ком му та тив ные свой ст ва кван то ров.
5. При со блю де нии ка ко го ус ло вия пра во мер но ис поль зо ва ние 

дист ри бу тив ных свойств кван то ров?
6. Ка ким об ра зом мож но обой ти ог ра ни че ния ди ст ри бу тив ных 

свойств кван то ров?
7. За пи ши те фор му лы за ко на де Мор га на для кван то ров.

 Задания
1. Опус тить зна ки от ри ца ния не по сред ст вен но на пре ди ка ты или 

бу ле вы пе ре мен ные: 
 a) ¬(∃x) ((¬(∀y) (B(y) ∨ (∃z)C(z)) ∧ ¬A(x)));
 б) ¬(∀y) (¬(∃x) (A(y, z) ∨ B(x)) ∨ C(z));
 в) ¬(∃x) ((¬(∀y) (A(x) → B)) ∨ C(x, y));
 г) ¬(∀u) ¬(∀v)(P(u) → Q(v) → A(z)).
2. Ус та но вить, эк ви ва лент ны ли за дан ные пре ди ка ты:
 a) (∃x)(A(x) ∧ ¬B(y)) и ¬(∀z)(A(z) → B(y)); 
 б) (∀x)((A(x) → B(x)) ∧ (A(x) → ¬B(x))) и ¬(∃y) A(y).
3. Вы не сти за скоб ки кван то ры: 
 a) (∃v) C(v, y) ∧ ((∃x) A(x) ∨ B);
 б) (∃x)(∃y) A(x, y) ∧ (∃x)(∃y) B(x, y);
 в) (∃x) A(x, y) ∨ ((∀x) B(x) ∨ (∀y) C(y));
 г) (∃x)(∀y)A(x, y) ∧ (∃x)(∃z) (B(x, z) ∧ (∃y) A(x, y)).
4. До ка зать об ще зна чи мость сле дую щих фор мул:
 a) (∀x)P(x) → (∃y)P(y);
 б) (∀x)P(x) ∨ ((∃y)¬P(y)).
5. До ка зать, что фор му ла (∀x)P(x) ∧ (∃y)¬P(y) про ти во ре чи ва.
6. До ка зать, что фор му ла P(a) → ¬((∃x)P(x)) не про ти во ре чи ва.

5.9. Пред ва рен ные нор маль ные фор мы 
и ло ги че ский вы вод в ло ги ке 
предикатов
Пред ва рен ная нор маль ная фор ма, ал го ритм при ве де ния 
к пред ва рен ной нор маль ной фор ме, пра ви ла уда ле ния/вве де ния 
кван то ра все общ но сти/су ще ст во ва ния

В ло ги ке вы ска зы ва ний бы ли вве де ны две нор маль ные фор-
мы: конъ юнк тив ная и  дизъ юнк тив ная. В ло ги ке пер во го по ряд ка 
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вво дит ся тре тья нор маль ная фор ма, на зы вае мая пред ва рен ной 
нор маль ной фор мой.

 Определение

Фор му ла F в ло ги ке пер во го по ряд ка на хо дит ся в  пред ва рен-

ной нор маль ной фор ме (ПНФ) то гда и толь ко то гда, ко гда 
она мо жет быть пред став ле на в ви де (Q

l
x

l
) … (Q

n
x

n
)(M), где 

ка ж дое (Q
i
x

i
), i = l, …, n, есть или (∀х), или (∃x), а М — фор-

му ла, не со дер жа щая кван то ров. При чем (Q
l
x

l
) … (Q

n
x

n
) на зы-

ва ет ся  пре фик сом, а М — мат ри цей фор му лы F.

Для пре об ра зо ва ния вы ра же ний про из воль ной фор мы в ПНФ 
не об хо ди мо поочередно вы пол нить сле дую щие эта пы пре об ра зо-
вания.

1. Ис клю чить ло ги че ские связ ки эк ви ва лен ции (~) и им пли ка-
ции (→), вы ра зив их че рез опе ра ции дизъ юнк ции,  конъ юнк ции 
и от ри ца ния с по мо щью сле дую щих за ко нов:

F → G = ¬ F ∨ G; F ~ G = (¬ F ∨ G) ∧ (¬ G ∨ F).

2. Опус тить зна ки опе ра ций от ри ца ния не по сред ст вен но на  пре-
ди ка ты, ис поль зуя за ко н  двой но го от ри ца ния ¬(¬ F) = F и   законы 
 де Мор га на ¬(F ∨ G) = ¬F ∧ ¬G, ¬(F ∧ G) = ¬F ∨ ¬G, в том числе 
для кван то ров:

¬((∀x) F(x)) = (∃x) (¬F(x)); ¬((∃x) F(x)) = (∀x) (¬F(x)).

3. Ес ли не об хо ди мо, пе ре име но вать свя зан ные пе ре мен ные.

4. Вы не сти кван то ры в на ча ло фор му лы, ис поль зуя со от-
ветст вующие за ко ны, для по лу че ния пред ва рен ной нор маль ной 
формы.

При мер. При вес ти фор му лу (∀x)F(x) → (∃x)Q(x) к ПНФ.

Ре ше ние. Сна ча ла ис клю чим им пли ка цию, за тем опус тим знак 
опе ра ции от ри ца ния не по сред ст вен но на пре ди кат и вы не сем кван-
тор в на ча ло:

(∀x)F(x) → (∃x)H(x) = ¬((∀x)F(x)) ∨ (∃x)H(x) =

= (∃x)(¬F(x)) ∨ (∃x)H(x) = (∃x)(¬F(x) ∨ H(x)).

При мер. По лу чить ПНФ для фор му лы 

G ≡ (∀x)(∀y)((∀z)P(x, y) ∧ P(y, z) → (∃z)R(x, y, z)).

Ре ше ние. Вос поль зу ем ся при ве ден ным вы ше ал го рит мом.
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G = (∀x)(∀y)(¬((∀z)P(x, z) ∧ P(y, z)) ∨ (∃z) R(x, y, z)) =
= (∀x)(∀y)((∃z)(¬P(x, y) ∨ ¬P(y, z)) ∨ (∃u) R(x, y, u)) =
= (∀x)(∀y)(∃z)(∃u)(¬P(x, y) ∨ ¬P(y, z) ∨ R(x, y, u)).

Рас смот рим пра ви ла  вы во да, ко то рые мож но ис поль зо вать 
для про ве де ния де дук тив ных умо зак лю че ний с  вы ска зы ва ния ми 
ло ги ки  пре ди ка тов, со дер жа щи ми кван то ры. Эти пра ви ла час то 
ис поль зу ют ся в хо де ма те ма ти че ских до ка за тельств без до пол ни-
тель но го объ яс не ния. 

 Пра ви ло уда ле ния кван то ра все общ но сти 
∀x F(x)

F(с) для произ воль ного c ∈ D  
ис поль зу ет ся для до ка за тель ст ва ис тин но сти F(c), где c — про-
извольно выбранный элемент пред мет ной об лас ти D, в ко то рой 
спра вед ли во ∀x F(x). На при мер, из по сыл ки «Все сту ден ты лю-
бят по лу чать хо ро шие оцен ки» де ла ем вы вод: «Сту дент Пет ров 
лю бит по лу чать хо ро шие оцен ки». 

 Пра ви ло вве де ния кван то ра все общ но сти 

∀x F(x)

F(с) для произ воль ного c ∈ D

ут вер жда ет ис тин ность ∀x F(x), если доказана ис тин но сть F(c) для 
любого c, то есть для всех эле мен тов с из рас смат ри вае мой пред-
мет ной об лас ти D. 

 Пра ви ло уда ле ния кван то ра су ще ст во ва ния в истинной форму-
ле ∃x F(x) заключается в указании имени элемента c (конкретного 
или гипотетического), для которого F(с) истинно: 

∃x F(x)

F(с) для некоторого c ∈ D
.

 Пра ви ло вве де ния кван то ра су ще ст во ва ния

∃x F(x)

F(с) для некоторого c ∈ D

по зво ля ет за клю чить, что ∃x F(x) яв ля ет ся ис тин ным, ко гда из вес-
тен не ко то рый эле мент с, для ко то ро го ис тин но F(c). 

Кро ме пе ре чис лен ных пра вил, в ло ги ке пре ди ка тов в хо де 
де дук тив но го вы во да мож но ис поль зо вать все пра ви ла, ко то рые 
при ме ня ют ся для де дук тив ных вы во дов в ло ги ке вы ска зы ва ний.

При мер. По ка зать, что из ут вер жде ний «Все в пер вой груп пе 
изу ча ют ма те ма ти ку» и «Ма ша — сту дент ка пер вой груп пы» 
сле ду ет вы вод: «Ма ша изу ча ет ма те ма ти ку».
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Ре ше ние. Обо зна чим че рез F(x)  пре ди кат «x есть сту дент пер вой 
груп пы», а че рез М(x) — «x изу ча ет ма те ма ти ку». То гда по сыл ки 
мож но за пи сать в ви де: ∀x (F(x) → М(x)) и F(Ма ша) со от вет ст вен но, 
а тре буе мый вы вод — M(Ма ша). Для по лу че ния дан но го вы во да не-
об хо ди мо осу ще ст вить сле дую щую по сле до ва тель ность дей ст вий:

1. ∀x (F(x) → М(x)) пер вая  по сыл ка.
2. F(Ма ша) → М(Ма ша) шаг 1, пра ви ло уда ле ния кван то ра ∀.
3. F(Ма ша) вто рая по сыл ка.
4. М(Ма ша) ша ги 2 и 3,  пра ви ло от де ле ния.

Та ким об ра зом, по лу чен ис ко мый ре зуль тат.

 Вопросы
1. Дай те оп ре де ле ние пред ва рен ной нор маль ной фор мы.
2. С по мо щью ка ких за ко нов мож но опус тить зна ки опе ра ций от-

ри ца ния не по сред ст вен но на пре ди ка ты?
3. Сфор му ли руй те ал го ритм пре об ра зо ва ния вы ра же ния про из воль-

ной фор мы в ПНФ.
4. Пе ре чис ли те пра ви ла вы во да, ко то рые мож но ис поль зо вать для 

про ве де ния де дук тив ных умо зак лю че ний с вы ска зы ва ния ми ло-
ги ки пре ди ка тов.

5. В чем за клю ча ет ся пра ви ло уда ле ния кван то ра все общ но сти?
6. Как и зачем ис поль зуется пра ви ло вве де ния кван то ра все-

общности?
7. Объ яс ни те от ли чие в трак тов ке эле мен та пред мет ной об лас ти 

в пра ви ле уда ле ния кван то ра су ще ст во ва ния от при ня той в пра-
ви ле вве де ния кван то ра все общ но сти.

8. Ка ково пра ви ло вве де ния кван то ра су ще ст во ва ния?

 Задания
1. При вес ти к ПНФ сле дую щие вы ра же ния:
 a) (∀y) (F

1
(y) ∨ ¬(∃x) P(x, y));

 б) ¬(∃x) ((∀y) A(x, y) ∧ (∃y) (∀z) (C(z) → B(x, y));
 в) (∃x) (∀y) B(x, y) ~ (∃x) A(x);
 г) ¬(∀y) (∃x) (A(x) → B(y));
 д) (∀x) F

1
(x) → ¬(∀x) (F

2
(y) ∨ (∀y) P(x, y)).

2. Оп ре де ли те, яв ля ет ся ли фор му ла (∃x) (P(x) ∧ Q(x)) ло ги че ским 
след ст ви ем фор мул (∃x) P(x) и (∃x) Q(x).

3. При ме няя де дук тив ные пра ви ла ло ги ки предикатов, вы ве ди те 
за клю че ние из сле дую щих по сы лок:

 3.1. Ес ли кто-то из тех лю дей — ав тор это го слу ха, то он глуп 
и бес прин ци пен. Но ни кто из тех лю дей не глуп и не ли шен 
прин ци пов.
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 3.2. Ес ли все эти лю ди не храб ры или на них нель зя по ло жить ся, 
то они не при над ле жат к на шей ком па нии. Но они при над ле жат 
к на шей ком па нии.

 3.3. Ес ли кто-то из по доз ре вае мых со вер шил все эти не рас кры-
тые кра жи, то он бы л тща тель но под го тов ле н и имел со общ ни ка. 
Ес ли бы все кра жи бы ли под го тов ле ны тща тель но, то, ес ли бы 
был со общ ник, ук ра де но бы ло бы го раз до боль ше. Но по след нее 
не име ет мес та.

 3.4. Ес ли один из нас пой дет зав тра на пер вое за ня тие, то он 
дол жен бу дет встать ра но, а ес ли мы пой дем сегодня ве че ром 
в ки но, то он ля жет позд но спать. Ес ли лю бой из нас ля жет позд-
но спать, а вста нет ра но, то бу дет до воль ст во вать ся пя тью ча са ми 
сна. Но мы не мо жем до воль ст во вать ся пя тью ча са ми сна.

 3.5. В бюд же те воз ни ка ет де фи цит, ес ли и толь ко ес ли не по вы-
сят не ко то рые по шли ны. Го су дар ст вен ные рас хо ды на все со ци-
аль ные ну ж ды со кра тят ся, ес ли и толь ко ес ли в бюд же те будет 
де фи цит. Не ко то рые по шли ны по вы сят.

 3.6. Ес ли все це ны од но вре мен но по вы ша ют ся, то по вы ша ет ся 
и за ра бот ная пла та. Все це ны вы со ки или при ме ня ет ся ре гу ли-
ро ва ние цен. Ес ли при ме ня ет ся ре гу ли ро ва ние цен, то нет ин-
фля ции. На блю да ет ся ин фля ция.

5.10. Ис чис ле ние пре ди ка тов
Струк ту ра ис чис ле ния пре ди ка тов, пра ви ла от де ле ния 
и обоб ще ния, пра ви ла ∀- и ∃-вве де ния, пе ре име но ва ние 
сво бод ных и свя зан ных пе ре мен ных

Ана ло гич но ис чис ле нию вы ска зы ва ний, в ло ги ке  пре ди ка-
тов су ще ст ву ет фор маль ная сис те ма — ис чис ле ние пре ди ка тов, 
ко то рая занимается конструированием формул и доказательством 
их общезначимости. Ис чис ле ние пре ди ка тов име ет иден тич ную 
ис чис ле нию вы ска зы ва ний струк ту ру, а имен но: язык, сис те му 
ак си ом и пра ви ла  вы во да. 

 Ак сио мы ис чис ле ния пре ди ка тов мож но раз де лить на две 
груп пы:

1)  Ак сио мы ис чис ле ния вы ска зы ва ний (мож но вы брать лю бую 
из фор маль ных сис тем S

1
, S

2
).

2)  Пре ди кат ные ак сио мы, где переменная x в формуле F(x) явля-
ется свободной и ни разу не подвергается действию квантора 
по y:
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P1) ∀x F(x) → F(y);

P2) F(y) → ∃x F(x).

Фор му ла F(y) по лу че на из F(x) за ме ной х на у.
Для уяс не ния смыс ла тре бо ва ния к вхо ж де ни ям х в F(x) рас-

смот рим в ка че ст ве F(x) фор му лу ∃у Р(у, х), в ко то рой сво бод ное 
вхо ж де ние х на хо дить ся в об лас ти дей ст вия кван то ра ∃у, т.е. 
ука зан ное тре бо ва ние не удов ле тво ря ет ся. Под ста нов ка дан ной 
фор му лы в ак сио му Р1 да ет сле дую щую фор му лу: ∀х ∃у Р(у, х) →
→ ∃у Р(у, у).

Ес ли по лу чен ную фор му лу про ин тер пре ти ро вать на мно же ст ве 
на ту раль ных чи сел N с  пре ди ка том P «быть боль ше», то по лу чим 
вы ска зы ва ние: «ес ли для вся ко го x най дет ся y, ко то рый боль ше его, 
то най дет ся и y, боль ший са мо го се бя».  По сыл ка этой им пли ка ции 
ис тин на на N, а ее за клю че ние лож но, по это му все вы ска зы ва ние 
яв ля ет ся лож ным.

В ис чис ле нии пре ди ка тов ис поль зу ют ся сле дую щие пра ви ла 
 вы во да:

1)  Пра ви ло от де ле ния (Mo dus Po nens), сформулированное 
в п. 5.3 (см. таблицу 5.5), полностью переносится из исчисления 
вы ска зываний.

2)  Пра ви ло обоб ще ния (∀-вве де ния):

,
)(

)(

xxGF

xGF

∀→
→

где G(x) со дер жит сво бод ные вхо ж де ния x, а F их не со дер жит.

3)  Пра ви ло ∃-вве де ния:

FxxG

FxG

→∃
→
)(

)(

при тех же тре бо ва ни ях к F и G, что и в пре ды ду щем пра ви ле.

Пра ви ло пе ре име но ва ния сво бод ных пе ре меннных

 В ис чис ле нии пре ди ка тов из вы во ди мо сти фор му лы F(x), со-
держа щей сво бод ные вхо ж де ния x, ни од но из ко то рых не на хо дит ся 
в об лас ти дей ст вия кван то ра по y, сле ду ет вы во ди мость F(y).

При мер. До ка зать спра вед ли вость пра ви ла пе ре име но ва ния 
сво бод ных пе ре мен ных.
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Ре ше ние. 

1. F(x) (по ус ло вию).

2. F(x) → (G → F(x)) (ак сио ма 1 фор маль ной сис те мы S
2
; здесь 

в ка че ст ве G мож но вы брать лю бую до ка зуе мую фор му лу, не со-
дер жа щую сво бод ных вхо ж де ний пе ре мен ных x; до ка зуе мость 
дан ной фор му лы по на до бит ся на ша ге 5, а ог ра ни че ние на x — на 
ша ге 4).

3. G → F(x) (по пра ви лу от де ле ния, ша ги 1, 2).
4. G → ∀x F(x) (по пра ви лу обоб ще ния, шаг 3).
5. ∀x F(x) (след ст вие из ша га 4, т. к. G — ис тин ная фор-

мула).
6. F(y) (шаг 5, ак сио ма Р1)

Пра ви ло до ка за но.

Пра ви ло пе ре име но ва ния свя зан ных пе ре мен ных

 В ис чис ле нии  пре ди ка тов из вы во ди мо сти ∀x F(x) сле ду ет 
вы во ди мость ∀у F(y), а из вы во ди мо сти ∃х F(x) — вы во ди мость 
∃у F(y) при ус ло вии, что F(x) не со дер жит сво бод ных вхо ж де ний y 
и со дер жит сво бод ные вхо ж де ния x, ни од но из ко то рых не вхо дит 
в об ласть дей ст вия кван то ра по y. 

При мер. До ка зать пра ви ло пе ре име но ва ния свя зан ных пе ре-
мен ных для кван то ра общ но сти.

Ре ше ние. 
1. ∀x F(x) (по ус ло вию).
2. ∀x F(x) → F(y) (ак сио ма P1).
3. ∀x F(x) → ∀у F(y) ( пра ви ло обоб ще ния, шаг 2).
4. ∀у F(y) (ша ги 1, 3).
Не об хо ди мо от ме тить, что до ка за тель ст во для кван то ра ∃ осу-

ще ст в ля ет ся ана ло гич но, но ис поль зу ет ак сио му P2 и пра ви ло 
∃ -вве де ния.

 Тео ре ма 1

Вся кая до ка зуе мая фор му ла ис чис ле ния пре ди ка тов  то ж-
дест вен но ис тин на.

Дан ная тео ре ма ана ло гич на со от вет ст вую щей тео ре ме ис чис ле-
ния вы ска зы ва ний и по ка зы ва ет, что пра ви ла  вы во да в исчислении 
предикатов со хра ня ют об ще зна чи мость, т.е. их при ме не ние к обще-
зна чи мым фор му лам сно ва да ет об ще зна чи мые фор му лы.
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 Вопросы
1. Сфор му ли руй те на зна че ние ис чис ле ния пре ди ка тов.

2. За пи ши те фор му лы ак си ом ис чис ле ния пре ди ка тов.

3. Объ яс ни те ог ра ни че ние ак си ом ис чис ле ния пре ди ка тов.

4. Пе ре чис ли те пра ви ла вы во да ис чис ле ния пре ди ка тов.

5. По строй те схе му пра ви ла обоб ще ния.

6. Оп ре де ли те пра ви ло ∃-вве де ния с по мо щью схе мы.

7. Ка кие ог ра ни че ния необходимы для пра ви ла обоб ще ния и ∃-вве-
де ния? К ка ким по след ст ви ям мо жет при вес ти не со блю де ние 
ука зан ных ог ра ни че ний?

8. Ка кую осо бен ность при об ре та ет пра ви ло под ста нов ки в ис чис ле-
нии пре ди ка тов?

9. Сфор му ли руй те пра ви ло пе ре име но ва ния сво бод ных пе ре-
менных.

10. В чем за клю ча ет ся сущ ность пра ви ла пе ре име но ва ния свя зан ных 
пе ре мен ных?

11. Сфор му ли руй те ут вер жде ние тео ре мы об об ще зна чи мо сти пра вил 
вы во да ис чис ле ния пре ди ка тов.

 Задания
1. До ка жи те не ло гич ность сле дую щих рас су ж де ний:

 1.1. Все сту ден ты на шей груп пы — чле ны клу ба «Ди на мо». 
А не ко то рые чле ны клу ба «Ди на мо» за ни ма ют ся спор том. Сле-
до ва тель но, не ко то рые сту ден ты на шей груп пы за ни ма ют ся 
спор том.

 1.2. Не ко то рые сту ден ты на шей груп пы — бо лель щи ки «Ди на-
мо». А не ко то рые бо лель щи ки «Ди на мо» за ни ма ют ся спор том. 
Сле до ва тель но, не ко то рые сту ден ты на шей груп пы за ни ма ют ся 
спор том.

 1.3. Ка ж дый пер во курс ник зна ком с кем-ли бо из сту ден тов вто-
ро го кур са. А не ко то рые вто ро курс ни ки — спорт сме ны. Следо-
вательно, ка ж дый пер во курс ник зна ком с кем-ли бо из спорт-
сменов.

2. По ка зать, что фор му ла G не яв ля ет ся ло ги че ским след ст ви ем 
мно же ст ва фор мул K:

 a) G = (∀x)¬R(x), K = {(∃x)R(x) → (∃x)Q(x), ¬Q(a)};

 б) G = (∀x)R(x, x), K = {(∀x)(∀y)(R(x, y) → R(y, x)), 

  (∀x)(∀y)(∀z)(R(x, y) ∧ R(y, z) → R(x, z))};

 в) G = (∃x)(P(x) ∧ ¬R(x)), K = {(∀x)[P(x) → (∃y)(Q(y) ∧ S(x, y))], 
(∃x)[R(x) ∧ (∀y)(Q(y) → ¬S(x, y))], (∃x)P(x)}.
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5.11. Мно го знач ная ло ги ка
Воз ник но ве ние мно го знач ных ло гик, зна че ние ис тин но сти 
вы ска зы ва ния, ал фа вит мно го знач ной ло ги ки, 
унар ные и би нар ные функ ции, пол ная сис те ма функ ций 
мно го знач ной ло ги ки

 Впер вые мно го знач ная ло ги ка поя ви лась в свя зи с  от ри-
ца ни ем ари сто те ле ва за ко на  ис клю чен но го третье го. В со от вет-
ст вии с этим за ко ном дизъ юнк тив ное вы ска зы ва ние p ∨ ¬p есть 
тав то ло гия, а ато мар ное вы ска зы ва ние p в ари сто те ле вой ло ги ке 
все гда ли бо ис тин но, ли бо лож но. По сколь ку в ари сто те ле вой ло-
ги ке лю бое вы ска зы ва ние мо жет при ни мать толь ко од но из двух 
зна че ний ис тин но сти (ис ти ну или ложь), она по лу чи ла на зва ние 
дву знач ной ло ги ки. В 1921 го ду Я. Лу ка ше вич в ма лень кой двух-
стра нич ной ста тье рас смат ри ва ет трех знач ную ло ги ку, т.е. та кую 
ло ги ку, в ко то рой вся кое вы ска зы ва ние р мо жет при ни мать од но 
из трех воз мож ных зна че ний ис тин но сти. Не за ви си мо от Лу ка-
ше ви ча Э. Пост ана ли зи ру ет m-знач ную ло ги ку, в ко то рой вы-
ска зы ва ние p мо жет при ни мать од но из m воз мож ных зна че ний 
ис тин но сти, где m — лю бое це лое чис ло, боль шее 1. В слу чае, 
ко гда m боль ше 2, ло ги ку на зы ва ют мно го знач ной. В 1930 г. 
Лу ка ше вич и А. Тар ский пред при ни ма ют даль ней шее изу че ние 
m-знач ной ло ги ки. В 1932 г. по ня тие m-знач ной ло ги ки обоб ща ет-
ся Г. Рей хен ба хом, рас смат ри ваю щим бес ко неч но знач ную ло ги ку, 
в ко то рой для  вы ска зы ва ния р су ще ст ву ет бес ко неч ное мно же ст во 
зна че ний ис тин но сти.

Вы даю щий ся уче ный А. Гей тинг при мер но в то же вре мя по-
стро ил дву знач ную  сим во ли че скую ло ги ку, ис хо дя из по треб но с-
тей ин туи цио ни ст ской ма те ма ти че ской шко лы. Дан ная ло ги ка, 
в от ли чие от ари сто те ле вой, не при ни ма ет бе зо го во роч но за ко нов 
ис клю чен но го третье го и  двой но го от ри ца ния. Вслед ст вие это го 
за ко ны соз дан ной со спе ци аль ны ми це ля ми ло ги ки Гей тин га, 
так же как и за ко ны мно го знач ных ло гик, от ли ча ют ся от за ко нов 
Ари сто те ля. По это му та кие ло ги ки на зы ва ют не ари сто те ле вы ми. 
Сим во ли че ская  дву знач ная ло ги ка, по стро ен ная Гей тин гом в ра-
бо те «Прин ци пы ма те ма ти ки», при над ле жит к чис лу не ари сто те-
ле вых ло гик, от ли ча ясь от ари сто те ле вой иной ин тер пре та ци ей 
им пли ка ции.

По доб но не эвк ли до вым гео мет ри ям не ари сто те ле вы ло ги ки 
так же на шли се бе при ме не ние. Бес ко неч но знач ная ло ги ка бы ла за-
дума на Г. Рей хен ба хом в ка че ст ве фун да мен та ма те ма ти че ской 
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 теории ве ро ят но сти. А в 1933 г. Т. Швиц кий об на ру жил, что мно го-
знач ные ло ги ки мо гут быть ис поль зо ва ны в со вре мен ной кван то вой 
фи зи ке. Мно гие ас пек ты та ко го ис поль зо ва ния бы ли ис сле до ва ны 
Г. Бирк го фом и Г. Рей хен ба хом. Ис поль зо ва ние ин туи цио ни ста ми 
ло ги ки Гей тин га также сви де тель ст ву ет о ма те ма ти че ской цен нос-
ти но вых ло гик. 

 Для про сто ты рас смот ре ния ос нов ных по ло же ний тео рии мно го-
знач ных ло гик ог ра ни чим ся трех знач ной ло ги кой и вос поль зу ем ся 
ме то дом таб лиц ис тин но сти. Пре ж де все го, вос про из ве дем таб ли цу 
ис тин но сти для опе ра ции  конъ юнк ции (табица 5.11).

Таб ли ца 5.11.  Таб ли ца ис тин но сти конъ юнк ции

∧
q

И Л

p
И И Л

Л Л Л

Таб ли ца 5.11 по строе на сле дую щим об ра зом: в ле вом столб це 
при во дят ся воз мож ные зна че ния ис тин но сти для  вы ска зы ва ния р, 
а в верх ней стро ке — воз мож ные зна че ния ис тин но сти для вы ска-
зы ва ния q. Зная зна че ния ис тин но сти ука зан ных вы ска зы ва ний, 
мож но най ти зна че ние их конъ юнк ции в ячей ке, стоя щей на 
пе ре се че нии строч ки, со от вет ст вую щей зна че нию ис тин но сти р, 
и столб ца, со от вет ст вую ще го зна че нию ис тин но сти q. По сколь ку, 
по оп ре де ле нию, конъ юнк ция ис тин на в том и толь ко в том слу чае, 
ко гда оба вы ска зы ва ния p и q ис тин ны, зна че ние И сто ит в ле вой 
верх ней ячей ке таб ли цы, а во всех ос таль ных — Л. От ме тим, что 
таб ли ца за пол ня ет ся на ос но ва нии од но го лишь оп ре де ле ния опе-
ра ции конъ юнк ции.

Те перь пе рей дем к трех знач ной ло ги ке и обо зна чим три воз мож-
ные зна че ния  ис тин но сти вы ска зы ва ния че рез И, «?» и Л. Сно ва 
со ста вим таб ли цу ис тин но сти опе ра ции конъ юнк ции (таблица 5.12). 
По сколь ку конъ юнк ция ис тин на, ко гда оба вы ска зы ва ния p и q 
ис тин ны, ле вая верх няя ячей ка таб ли цы долж на со дер жать зна-
че ние И, кро ме то го, И не мо жет на хо дить ся ни в ка кой дру гой 
ячей ке таб ли цы. Та ким об ра зом ос та ет ся во семь яче ек, в ка ж дой из 
ко то рых мо жет быть за пи са но ли бо зна че ние Л, ли бо зна че ние «?». 
Все го по лу ча ет ся 28 = 256 спо со бов за пол не ния таб ли цы. От сю да 
сле ду ет, что в трех знач ной ло ги ке су ще ст ву ет 256 раз лич ных оп-
ре де ле ний конъ юнк ции.
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Таб ли ца 5.12. Шаб лон таб ли цы ис тин но сти конъ юнк ции 
в трех знач ной ло ги ке

∧
q

И ? Л

p

И И

?

Л

В таб ли цах 5.13 и 5.14 при ве де ны две из 256 воз мож ных таб-
лиц ис тин но сти опе ра ции  конъ юнк ции в трех знач ной ло ги ке.

Таб ли ца 5.13.  Таб ли ца ис тин но сти конъ юнк ции 
в трех знач ной ло ги ке (Лу ка ше вич и др.)

∧
q

И ? Л

p

И И ? Л

? ? ? Л

Л Л Л Л

Таблица 5.14. Таблица истинности конъюнкции 
в трехзначной логике (Бочар)

∧
q

И ? Л

p

И И ? Л

? ? ? ?

Л Л ? Л

Таб ли ца ис тин но сти 5.13 бы ла пред ло же на Лу ка ше ви чем, Пос-
том и Рос се ром. Дан ная таб ли ца стро ит ся на ос но ва нии со гла ше ния, 
по ко то ро му зна че ние «?» бо лее лож но, чем И, но ме нее лож но, 
чем Л, а зна че ние конъ юнк ции сов па да ет со зна че ни ем ис тин но сти 
бо лее лож но го из со став ляю щих вы ска зы ва ний.

От лич ное от опи сан но го оп ре де ле ние конъ юнк ции да ет Бо чар 
(таблица 5.14). По Бо ча ру сим вол «?» оз на ча ет не раз ре ши мость, 
а конъюнк ция вы ска зы ва ний p и q счи та ет ся не раз ре ши мой в слу чае 
не раз ре ши мо сти хо тя бы од но го из со став ляю щих вы ска зы ва ний.

Рас смот рим таб ли цу ис тин но сти опе ра ции от ри ца ния. В слу чае 
от ри ца ния един ст вен ное ог ра ни че ние за клю ча ет ся в том, что ¬p 
не мо жет быть ис тин ным при  ис тин но сти  вы ска зы ва ния p, и ¬p не 
мо жет быть лож ным в слу чае лож но сти p. Ука зан ное ог ра ни че ние 
пол но стью оп ре де ля ет таб ли цу ис тин но сти для от ри ца ния в дву-
знач ной ло ги ке и до пус ка ет 12 воз мож ных спо со бов оп ре де ле ния 
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от ри ца ния в трех знач ной. Ни же при ве де ны две из 12 воз мож ных 
для отрицания таб лиц ис тин но сти опе ра ции от ри ца ния.  Таб ли ца 
ис тин но сти 5.15, пред ло же нная По стом, ос но ва на на со гла ше нии, 
со глас но ко то ро му опе ра ции от ри ца ния присваивается следующее 
по порядку зна че ние ар гу мен та. Таб ли ца ис тин но сти 5.16 бы ла 
пред ло же на Бо ча ром, Лу ка ше ви чем и Рос се ром, ко то рые ис хо ди ли 
из то го, что ¬(¬p) долж но быть эк ви ва лент но p.

Таб ли цы ис тин но сти дру гих ло ги че ских опе ра ций мо гут быть 
по строе ны на ос но ва нии их оп ре де ле ния с по мо щью опе ра ций 
 конъюнк ции и от ри ца ния. По сколь ку конъ юнк ция и  от ри ца ние 
не за ви си мы, а ос таль ные опе ра ции мо гут быть че рез них вы ра же-
ны, то су ще ст ву ет в об щей слож но сти 256 × 12 = 3072 раз лич ных 
трех знач ных ло гик. Та ким об ра зом, ко ли че ст во раз лич ных воз мож-
ных струк тур мно го знач ной ло ги ки чрез вы чай но ве ли ко.

Таб ли ца 5.15. Таб ли ца ис тин но сти от ри ца ния 
в трех знач ной ло ги ке (Пост)

p ¬p

И ?

? Л

Л И

Таб ли ца 5.16. Таб ли ца ис тин но сти от ри ца ния 
в трех знач ной ло ги ке (Бо чар и др.)

p ¬p

И Л

? ?

Л И

В не ко то рых слу ча ях при по строе нии мно го знач ных ло гик ис-
поль зу ет ся следующее по ня тие зна че ния ис тин но сти.

 Определение
Дей ст ви тель ное чис ло T(p) из ин тер ва ла [0, 1], ко то рое ста-
вит ся в со от вет ст вие вы ска зы ва нию р, на зы ва ют зна че ни ем 

 ис тин но сти  вы ска зы ва ния р. 

Зна че ние ис тин но сти T(p) мож но по ни мать как ве ро ят ность 
то го, что вы ска зы ва ние р ис тин но, при чем два вы ска зы ва ния, имею-
щие од но и то же зна че ние ис тин но сти, мож но счи тать ло ги че ски 
эк ви ва лент ны ми. Зна че ние ис тин но сти T(p) = 1 оз на ча ет ис тин-
ность, а зна че ние T(p) = 0 — лож ность вы ска зы ва ния р. От ри ца-
ние ¬p оп ре де ля ет ся по сред ст вом зна че ния ис тин но сти сле дую щим 
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образом: T(¬p) = 1 – T(p). В трех знач ной ло ги ке, на при мер, в ка-
че ст ве зна че ний ис тин но сти мож но при нять чис ла 0, 1/2 и 1. 
Ес ли зна че ние ис тин но сти T(p) = 1/2, то зна че ние ис тин но сти ¬p 
так же рав но 1/2, и р ока зы ва ет ся ло ги че ски эк ви ва лент ным 
сво ему от ри ца нию. Та кое вы ска зы ва ние мо жет быть на зва-
но сомни тель ным, при чем  от ри ца ние это го  вы ска зы ва ния так же 
ока зы ва ет ся со мни тель ным. Ука зан ный под ход сви де тель ст ву ет 
о на ли чии тес ной свя зи ме ж ду мно го знач ны ми ло ги ка ми и тео рией 
ве ро ятностей. 

Мно го знач ная ло ги ка рас смат ри ва ет од но род ные ло ги че ские 
функ ции, оп ре де ляе мые на мно же ст ве (0, 1, …, k – 1), со стоя щем 
из k эле мен тов. В си лу од но род но сти са ма  функ ция k-знач ной ло-
ги ки от n пе ре мен ных при ни ма ет зна че ния из то го же ко неч но го 
мно же ст ва. 

 Определение
Функ ции k-знач ной ло ги ки оп ре де ле ны и при ни ма ют зна че-
ния, вхо дя щие в не ко то рое мно же ст во B

k
 = {0, 1, …, k – 1}, 

на зы вае мое  ал фа ви том дан ной ло ги ки. 

Функ цию k-знач ной ло ги ки од но знач но оп ре де ля ет ее таб ли ца 
зна че ний (ис тин но сти). Мно же ст во всех функ ций k-знач ной ло ги ки 
обо зна ча ют Р

k
. Ко ли че ст во функ ций Р

k
, за ви ся щих от n пе ре мен-

ных, рав но 
nkk . Так же как и в дву знач ной ло ги ке, вы ска зы ва ния 

пред став ля ют ся в ви де фор мул k-знач ной ло ги ки. Эле мен тар ные 
функ ции пред став ля ют со бой обоб ще ние ана ло гич ных функ ций 
дву знач ной ло ги ки. Рас смот рим ос нов ные функ ции k-знач ной 
ло ги ки.

Унар ные функ ции

 1.  Цик ли че ское  от ри ца ние: 

¬x = x + 1(mod k),

где y mod k — ос та ток от де ле ния y на k.
Та ким об ра зом, дан ная эле мен тар ная функ ция пред став ляет 

со бой обоб ще ние от ри ца ния в смыс ле «цик ли че ско го» сдви га 
значе ний:

.
1  при  ,0

1  при  ,1

⎩
⎨
⎧

−=
−≠+

=¬
kx

kxx
x

2.  От ри ца ние Лу ка ше ви ча:

N
x
 = k – 1 – x.
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При ве ден ная эле мен тар ная  функ ция N
x
 яв ля ет ся дру гим обоб-

ще ни ем опе ра ции от ри ца ния в смыс ле «зер каль но го» ото бра же ния 
зна че ний.

3. Обоб щен ное  от ри ца ние:

.
}1,,1,0{,  где  ,  при  ,0

  при  ,1
)(

⎩
⎨
⎧

−…∈≠
=−

=
kxx

xk
xI

σσ
σσ

Эле мен тар ная функ ция Iσ(x) при σ ≠ k – 1 яв ля ет ся обоб ще ни-
ем не ко то рых свойств от ри ца ния.

4.  Ха рак те ри сти че ская функ ция:

.
}1,,1,0{,  где  ,  при  ,0

  при  ,1
)(

⎩
⎨
⎧

−…∈≠
=

=
kxx

x
xJ

σσ
σσ

Функ ция Jσ(x) — ха рак те ри сти че ская функ ция зна че ния σ при 
σ ≠ k –1 пред став ля ет со бой обоб ще ние опе ра ции от ри ца ния.

 Би нар ные функ ции

1. Обоб ще ние  конъ юнк ции:

min(x
i
, x

j
).

2. Дру гое обоб ще ние конъ юнк ции:

x
i
 x

j
 (mod k).

3. Обоб ще ние дизъ юнк ции:

max(x
i
, x

j
).

 Определение
Сис те ма функ ций f

1 
… f

n
 на зы ва ет ся  пол ной, ес ли лю бая 

 функ ция из Р
k
 мо жет быть пред став ле на в ви де фор му лы, 

со стоя щей из этих функ ций. 

В k-знач ной ло ги ке ос та ют ся спра вед ли вы ми не ко то рые за-
ко ны дву знач ной, а имен но: ас со циа тив но сти, ком му та тив но сти, 
ди ст ри бу тив но сти и т.д. По доб но функ ци ям дву знач ной ло ги ки 
k-знач ные ло ги че ские функ ции мо гут быть за даны в ви де таб ли-
цы. Ко ли че ст во столб цов в таб ли це рав но kn, где n — ко ли че ст во 
пе ре мен ных, вхо дя щих в функ цию, а ко ли че ст во функ ций оп ре де-
ля ет ся чис лом nkk , которое бы ст ро воз рас та ет с рос том k.

В k-знач ной ло ги ке су ще ст ву ет k кон стант f
0 

= 0, f
1 

= 1, …, 
f

k – 1
 = k – 1. Сре ди функ ций од ной пе ре мен ной наи бо лее час то ис-

поль зуе мы ми яв ля ют ся сле дую щие:
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1) Ха рак те ри сти че ские функ ции i-го по ряд ка — f
0
(x), f

1
(x), 

f
2
(x), определенные в таблице 5.17.

2)  От ри ца ние Лу ка ше ви ча N
x
 = k – 1 – х.

3)  Функ ция цик ли че ско го от ри ца ния ¬x = х + 1 (mod).
Таб ли цы ис тин но сти ука зан ных функ ций в трех знач ной ло ги ки 

бу дут иметь вид, пред став лен ный в таб ли це 5.17. Сре ди функ ций 
двух пе ре мен ных наи бо лее важ ное зна че ние име ют сле дую щие:

1) k-знач ная  дизъ юнк ция — х
1 

∨ х
2 

= max(х
1
, х

2
).

2) k-знач ная  конъ юнк ция — х
1 

∧ х
2 

= min(х
1
, х

2
).

3) Функ ция Шеф фе ра-Веб бах — х
1
|х

2 
= x

1 
∨ х

2 
+ 1(mod k).

4)  Сло же ние по мо ду лю k – x
1 

+ x
2 

(mod k).
5)  Ум но же ние по мо ду лю k – x

1 * 
x

2
 (mod k).

Зна че ния дан ных функ ций при k = 4 пред став ле ны в таб ли-
це 5.18.

Таб ли ца 5.17. Функ ции од ной пе ре мен ной в трех знач ной ло ги ке

X

F(x)

x 0 1 2

f
0
(x) 2 0 0

f
1
(x) 0 2 0

f
2
(x) 0 0 2

N
x

2 1 0

¬x 1 2 0

Вос поль зо вав шись по ня ти ем ха рак те ри сти че ских функ ций для 
дву знач но го слу чая, не слож но за пи сать СДНФ и  СКНФ в много-
знач ной ло ги ке. На пом ним, что ос нов ную роль в СДНФ иг ра ют 
эле мен тар ные конъ юнк ции ,1 n

1 nxx σσ ∧…∧  ко то рые от лич ны от ну-
ля лишь на од ном на бо ре (δ

1
, …, δ

n
). При этом все они по лу че ны 

из конъ юнк ции, от ве чаю щей еди нич но му на бо ру, под ста нов кой 
функ ции от од ной пе ре мен ной xδ.

Таб ли ца 5.18. Функ ции двух пе ре мен ных в че ты рех знач ной ло ги ке

x
1

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

x
2

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

x
1 
∨ x

2
0 1 2 3 1 1 2 3 2 2 2 3 3 3 3 3

x
1 
∧ x

2
0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 2 0 1 2 3

x
1 
∨ x

2 
+ 1 (mod k) 1 2 3 0 2 2 3 0 3 3 3 0 0 0 0 0

x
1 

+ x
2 

(mod k) 0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2

x
1 
* 

x
2
 (mod k) 0 0 0 0 0 1 2 3 0 2 0 2 0 3 2 1



238 Раздел 5

 Вопросы
1. Что по ни ма ют под мно го знач ной ло ги кой?
2. Ка кие су ще ст ву ют раз но вид но сти мно го знач ных ло гик?
3. Сколь ко раз лич ных оп ре де ле ний конъ юнк ции су ще ст ву ет в че-

ты рех знач ной ло ги ке?
4. Со ставь те таб ли цу ис тин но сти конъ юнк ции в трех знач ной ло гике.
5. В чем со сто ит един ст вен ное ог ра ни че ние опе ра ции от ри ца ния 

в мно го знач ной ло ги ке?
6. Дай те оп ре де ле ние по ня тию зна че ния ис тин но сти вы ска зы ва ния.
7. Сфор му ли руй те оп ре де ле ние ал фа ви та k-знач ной ло ги ки.
8. Сколь ко су ще ст ву ет раз лич ных функ ций k-знач ной ло ги ки от 

n пе ре мен ных?
9. За пи ши те фор му лы ос нов ных унар ных функ ций k-знач ной 

ло ги ки.
10. Пе ре чис ли те важнейшие би нар ные функ ции k-знач ной ло ги ки.
11. Ка кая сис те ма функ ций k-знач ной ло ги ки на зы ва ет ся пол ной?
12. Пе ре чис ли те наи бо лее час то ис поль зуе мые функ ции од ной пе ре-

мен ной.
13. Со ставь те таб ли цу основных функ ций двух пе ре мен ных в че ты-

рех знач ной ло ги ке.

 Задания
1. Со ставь те таб ли цу ис тин но сти функ ции обоб щен но го от ри ца ния 

в трех знач ной ло ги ке.
2. По строй те таб ли цу ис тин но сти им пли ка ции в трех знач ной ло ги-

ке, ис хо дя из пред по ло же ния, что ис ти на не мо жет им пли ци ро-
вать ложь. Воз мож но ли в дан ной ло ги ке един ст вен ным об ра зом 
вы ра зить им пли ка цию че рез от ри ца ние и конъ юнк цию?

3. По ана ло гии с двух знач ной ло ги кой до ка жи те спра вед ли вость 
ди ст ри бу тив но го за ко на в k-знач ной ло ги ке.

4. По строй те таб ли цы ис тин но сти функ ций од ной пе ре мен ной в че-
ты рех знач ной ло ги ке.

5. За пи ши те фор му лы СДНФ и СКНФ в k-знач ной ло ги ке.



Теория графов
раздел 6

6.1. Ис то ри че ские за ме ча ния. 
Ти пич ные за да чи

  При ня то свя зы вать за ро ж де ние тео рии гра фов как ма те ма-
ти че ской дис ци п ли ны с ра бо той Ле о нар да Эй ле ра 1736 г., в ко то рой 
най де но ус ло вие су ще ст во ва ния в связ ном гра фе цик ла, со дер жа-
ще го все реб ра гра фа (без по вто ре ний). Та кой цикл те перь на зы ва-
ет ся  эй ле ро вым. Как по ка зы ва ет про стой при мер (рис. 6.1), есть 
гра фы, не яв ляю щие ся эй ле ро вы ми цик ла ми.

X1 X2

Рис. 6.1. Не эйлеров граф

Пер во ис точ ни ком за да чи об эй ле ро вом цик ле сам Эй лер на зы-
ва ет из вест ную го ло во лом ку о ке нигс берг ских мос тах. В го ро де Ке-
нигс бер ге (в 1736 г.) два реч ных ост ро ва А, В со еди ня лись ме ж ду 
со бой и с бе ре га ми С, Д ре ки Пре гель се мью мос та ми (рис. 6.2).

BA

Д

C

Рис. 6.2. Кенигсбергские мосты
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Мож но ли со вер шить про гул ку 
по го ро ду, прой дя по ка ж до му мос-
ту в точ но сти один раз, и вер нуть ся 
в ис ход ную точ ку? Изо бра зив уча ст-
ки су ши вер ши нами, мос ты — реб-
ра ми (рис. 6.3), по лу чим граф, ко то-
рый не яв ля ет ся  эй ле ро вым цик лом 
(см. п. 6.3). По это му и за да ча о ке нигс-
берг ских мос тах не име ет по ло жи тель-
но го ре ше ния.

Сле дую щий шаг сде лал в 1847 г. Кирх гоф. Изу чая элек три че-
ские це пи и аб ст ра ги ру ясь от фи зи че ской при ро ды уст ройств, он 
вы де лил от дель но ком би на тор но-то по ло ги че скую струк ту ру, на-
зы вае мую сей час  гра фом це пи, раз ра бо тал ал го ритм на хо ж де ния 
мак си маль но го под гра фа без цик лов (на зы вае мо го  де ре вом) и с его 
по мо щью за пи сал наи мень шую не за ви си мую сис те му урав не ний 
це пи. Ис сле до ва ния по элек тро тех ни ке, элек тро ни ке, ре лей но-кон-
такт ным схе мам до на стоя ще го вре ме ни ин ду ци ру ют раз лич ные 
ис сле до ва ния по тео рии гра фов, и на обо рот.

В 1857 г. в свя зи с про бле ма ми ор га ни че ской хи мии Кэ ли рас-
смат ри вал за да чу пе ре чис ле ния всех де ревь ев со сте пе ня ми вер шин 
1 и 4. Она свя за на с опи са ни ем изо ме ров пре дель ных (на сы щен ных) 
уг ле во до ро дом С

n
H

2n + 2
 с дан ным чис лом (n) ато мов уг ле ро да. Зада-

ча ока за лась не про стой, ее смысл понятен из рис. 6.4, на ко то ром 
изо бра же ны 2 изо ме ра при n = 4 (бутан и изобутан).

Метан Этан Пропан Бутан Изобутан
n = 1 n = 2 n = 3

n = 4

СH H

H

H

С1

С2

С3

С4

С4

С1

С2

С3

С1

С2

С3

С1

С2

Рис. 6.4. Изомеры C
n
H

2n + 2

 Хо ро шо из вест на за да ча ком ми воя же ра, имею щая мно го чис-
лен ные при ло же ния (в том чис ле в эко но ми ке, про ек ти ро ва нии): 

А

С

Д

В

Рис. 6.3. Граф переходов 
по мостам
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для за дан ной сис те мы пунк тов (го ро дов) и до рог ме ж ду ни ми, схе-
ма ти че ски пред став лен ных  пло ским1 связ ным  гра фом, вы брать 
крат чай ший мар шрут ком ми воя же ра, вы хо дя ще го и воз вра щаю-
ще го ся в ис ход ный го род так, что бы по се тить все ос таль ные пунк ты 
и толь ко оди н ра з. За да ча не все гда име ет ре ше ние, а ес ли име ет, то 
из вест ные ал го рит мы ра бо та ют эф фек тив но лишь для срав ни тель но 
не боль ших гра фов — и это, не смот ря на об шир ней шую биб лио гра-
фию по за да че ком ми воя же ра.

Ча ст ный слу чай этой за да чи, не учи ты ваю щий дли ну пе ре хо дов 
ме ж ду пунк та ми, но со хра няю щий все ее прин ци пи аль ные труднос-
ти, сфор му ли ро вал в 1859 г. В. Га миль тон на при ме ре гра фа до-
дека эд ра (см. рис. 6.11): обой ти замк ну тым мар шру том по реб рам 
мно го гран ни ка все его вер ши ны, прой дя че рез ка ж дую вер ши ну 
ров но один раз (кро ме на ча ла и кон ца пу ти). Имен но эту  за да чу Га-
миль тон про дал за 25 ги ней од но му мас те ру иг ру шек в ви де иг ры 
«Во круг све та». Для про из воль но го гра фа за да ча Га миль то на не 
обя за тель но име ет ре ше ние и фор му ли ру ет ся так: Най ти про стой 

цикл, со дер жа щий все вер ши ны гра фа (та кой цикл на зы ва ет ся  га-

миль то но вым). Для гра фа до де ка эд ра га миль то нов цикл су ще ст-
ву ет. При оп ре де лен ных ус ло ви ях со вре мен ная за да ча ком ми воя-
же ра, до пус каю щая не од но крат ное по се ще ние вер шин, сво дит ся 
к оты ска нию в гра фе с за дан ны ми «дли на ми» ре бер га миль то но во го 
цик ла наи мень шей дли ны. Упо мя ну тые ус ло вия та ко вы: ка ж дое 
реб ро (а, b) гра фа име ет дли ну, рав ную дли не крат чай шей це пи 
ме ж ду вер ши на ми а и b.

Од на из са мых зна ме ни тых  за дач ма те ма ти ки —  про бле ма 
четы рех кра сок — так же от но сит ся к гра фам. Еще в про шлом ве-
ке бы ло за ме че но, что ка ж дую кон крет ную гео гра фи че скую кар ту 
мож но рас кра сить че тырь мя цве та ми так, что бы вся кие две сосед-
ние2 стра ны ок ра ши ва лись в раз ные цве та. Од на ко до ка за тель ст во 
для про из воль ной кар ты (то есть для дву связ но го плос ко го гра фа) 
уда лось дать с ис поль зо ва ни ем ЭВМ толь ко в по след ние го ды. На чи-
ная с сере ди ны про шло го ве ка, бы ло да но мно же ст во оши боч ных 
до ка за тельств про бле мы че ты рех кра сок как про фес сио на ла ми, 
так и не ма те ма ти ка ми — всех при вле ка ла про сто та, эс те тич ность 
и гром кая из вест ность за да чи. Сле ду ет от ме тить ре зуль тат Хи ву да, 
до ка зав ше го в 1890 г. дос та точ ность пя ти кра сок для рас крас ки 
кар ты.

1 То есть реализуемым как геометрический граф в R2.
2 Имеющие общий линейный (а не точечный) участок гра ницы.
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Для не пло ских гра фов за да ча о рас крас ках ста вит ся ина че — для 
вер шин; здесь име ет ся мно го ре зуль та тов и не ре шен ных за дач, ин-
те рес ных для тео рии и прак ти ки (см. п. 6.7). 

Граф на зы ва ет ся  пло ским (или  пла нар ным), ес ли его мож но 
уло жить на плос кость без скре щи ва ния ре бер (пу тем их не пре рыв-
ной де фор ма ции). То по ло ги че ский кри те рий пла нар но сти гра фа 
ус та но вил Л. С. Пон тря гин (1927 г.) без опуб ли ко ва ния это го ре-
зуль та та и не за ви си мо — К. Ку ра тов ский (1930 г.). В свя зи с важно-
стью пла нар ной реа ли за ции элек трон ных схем (пе чат ные пла ты 
и пр.) по след нее вре мя по лу че ны дру гие кри те рии пла нар но сти 
и ал го рит мы ук лад ки гра фов (Ваг нер, Уит ни, Мак-Лейн, Фа ри, 
Штейн и др.)

На чи ная с 30-х го дов на ше го сто ле тия, по пу ляр ность гра-
фов и ко ли че ст во ра бот по чис той тео рии гра фов и ее при ме не-
нию не ук лон но воз рас та ет. С по мо щью гра фа мо де ли ру ют ся 
лю бые схе мы, в ко то рых вы чле ня ют ся бо лее про стые час ти 
(вер ши ны) и свя зи ме ж ду ни ми (реб ра). Не уди ви тель но, что гра-
фы встре ча ют ся в ис сле до ва ни ях по со цио ло гии, пси хо ло гии, 
эко но ми ке, тео рии игр, ло ги ке, про грам ми ро ва нию, тео рии 
ве ро ят но стей (це пи Мар ко ва), кван то вой ме ха ни ке (диа грам-
мы Фейн ма на), хи мии (струк ту ра мо ле кул), ста ти сти че ской 
ме ха ни ке, кри стал ло фи зи ке, ме ди ци не (нерв ные, со су ди стые 
и другие се ти), элек тро- и ра дио тех ни ке, лин гвис ти ке, тео рии 
рас пи са ний, по транс порт ным се тям и по то кам, вен ти ля ци он ным 
се тям и т.д.

6.2. Не ори ен ти ро ван ные гра фы 
и тер ми но ло гия

 В даль ней шем бу дет вы яс не но, что вся кий ко неч ный граф 
(при са мом об щем его оп ре де ле нии) мож но для на гляд но сти пред-
ставлять се бе как со во куп ность ли ний, со еди няю щих за дан ные 
точ ки в трех мер ном про стран ст ве. По это му по лез но иметь оп ре де-
ле ние так на зы вае мо го гео мет ри че ско го  гра фа в про стран ст ве Rn: 
это со во куп ность то чек Х и про стых1 кри вых Y, кон цы ко то рых есть 
точ ки из Х, а са ми кри вые по пар но не име ют об щих внут ренних 

1 Непрерывных, самонепересекающихся.
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то чек. Точ ки из X на зы ва ют ся 
вер ши нам, кри вые из Y — реб ра-

ми   гра фа. На рис. 6.5 изо бра жен 
граф в про стран ст ве R2 (или, ес ли 
угод но, — в R3), где X = {x

1
, x

2
, x

3
, 

x
4
, x

5
}; Y = {y

1
, y

2
, y

3
, y

4
, y

5
, y

6
, y

7
}. 

Обо зна че ние для гра фа: G = (X, Y), 
n = n

G
 — чис ло вер шин, m = m

G
 — 

чис ло ре бер гра фа.

Ос нов ные тер ми ны1

 Смеж ные вер ши ны (x
2
, x

3
) — это вер ши ны, со еди нен ные 

реб ром,  смеж ные реб ра (y
2
, y

3
) — это реб ра, имею щие об щую вер-

ши ну.
Вер ши на x

2
 и реб ро y

3
  ин ци дент ны друг дру гу, ес ли точ ка x

2
 

есть ко нец кри вой y
3
.  Пет ля (y

4
) — замк ну тое реб ро. Изо ли ро ван-

ная вер ши на (x
4
) не ин ци дент на ни од но му реб ру.

 Па рал лель ные (кратные) реб ра (y
1
, y

2
, y

5
) — это реб ра, ин ци-

дент ные од ной па ре вер шин (x
2
, x

1
).

 Мар шрут (со еди няю щий вер ши ны x
a
, x

b
) — ко неч ная по сле-

до ва тель ность ре бер и ин ци дент ных им вер шин, со став ляю щих 
не пре рыв ную кри вую с кон ца ми x

a
, x

b
. Чис ло ре бер в мар шру те 

на зы ва ет ся его  дли ной (вклю чая вклад по вто ряю щих ся ре бер). 
Так, на рис. 4. по сле до ва тель ность ре бер y

1
, y

2
, y

3
, y

4
, y

5
, y

7
 (в бо-

лее под роб ных обо зна че ни ях — че ре дую щая ся по сле до ва тель ность 
вер шин и ре бер x

1
, y

1
, x

2
, y

5
, x

1
, y

2
, x

2
, y

3
, x

3
, y

4
, x

3
, y

7
, x

5
) есть марш-

рут дли ны 6 с кон ца ми x
1
, x

5
.

Мар шрут  замк нут, ес ли кон цы его сов па да ют (x
a
 = x

b
).

Мар шрут на зы ва ет ся  це пью, ес ли все его реб ра раз лич ны, 
и про стой  це пью, ес ли все его вер ши ны (кро ме, мо жет быть, кон-
цов це пи) раз лич ны.

 Цикл — это замк ну тая цепь (про стой  цикл, ес ли цепь про-
стая).

 Граф на зы ва ет ся связ ным, ес ли лю бая па ра его вер шин со еди-
ня ет ся це пью.

 Под граф — лю бая часть гра фа, са ма яв ляю щая ся гра фом.
 Ком по нен та (связ но сти) — мак си маль ный связ ный под граф в 

гра фе (на при мер, граф рис. 6.5 име ет 2 ком по нен ты: {x
4
} и ос таль ная 

1 Для ориентированных графов см. п. 6.4.

y7

y4

y6

y3

y1

x5

x4

x3

x2

x1

y5

y2

Рис. 6.5. Пример графа в R2
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часть).  Сте пень degx
i 
= δ (x

i
) вер ши ны x

i
 — чис ло ин ци дент ных ей 

ре бер (δ (x
1
) = 4, δ (x

5
) = 1, δ (x

4
) = 0), при чем пет ля учи ты ва ет ся 

как два реб ра (δ (x
3
) = 5).

Граф на зы ва ет ся n-связ ным, ес ли ме ж ду лю бы ми его дву мя 
вер ши на ми най дет ся n це пей, по пар но не имею щих об щих не кон-
це вых вер шин.

Граф G = (X, Y) на зы ва ет ся:
– пустым (или ноль), если множество его ребер пусто;

–  про стым, ес ли он не со дер жит пе тель и па рал лель ных ре бер;

–  пол ным, ес ли он про стой и ка ж дая па ра вер шин смеж на;

–  ре гу ляр ным или од но род ным (сте пе ни r), ес ли сте пе ни всех его 
вер шин оди на ко вы (рав ны r = degx

i
, ∀x

i 
∈ X);

–  деревом, если он не содержит циклов и связен;

–  мультиграфом, если он содержит параллельные ребра;

– псевдографом, если он содержит петли и кратные ребра.

Граф G′ = (X, Y′) на зы ва ет ся  до пол не ни ем про сто го гра фа 
G = (X, Y) с тем же мно же ст вом вер шин X, ес ли Y ∩ Y′ = ∅ и граф 
G

0 
= (X, Y ∪ Y′) яв ля ет ся пол ным. Ина че го во ря, в до пол ни тель-

ном гра фе G′ вер ши ны (x
i
, x

j
) смеж ны (со еди не ны реб ром y′

k 
∈ Y′), 

ес ли они не смеж ны в ис ход ном гра фе G.

Точ ка со чле не ния  гра фа — вер ши на, уда ле ние ко то рой вме сте 
с ин ци дент ны ми ей реб ра ми при во дит к уве ли че нию чис ла ком по-
нент гра фа.

Рас стоя ние d(υ, ϑ) ме ж ду вер ши на ми υ, ϑ гра фа G — дли на 
крат чай шей це пи ме ж ду υ, ϑ. Ес ли от вер ши ны υ до вер ши ны ϑ 
не ве дет ни од на цепь, то d(υ, ϑ) = ∞.

 Диа мет ром d(G) гра фа G на зы ва ет ся мак си маль ное рас стоя-
ние d(υ, ϑ) в гра фе G.

 Гра нью (ячей кой) гео мет ри че ско го гра фа в R2 (т.е. плос ко го 

гра фа, в котором ребра пересекаются только в вершинах) на зы ва-
ет ся та кая не пус тая замк ну тая по доб ласть плос ко сти, что вся кие 
две точ ки об лас ти мож но со еди нить про стой (Жор да но вой) кри вой, 
внут рен ние (не кон це вые) точ ки ко то рой ле жат внут ри об лас ти, не 
пе ре се ка ясь с реб ра ми гра фа.

Гра ни цей гра ни счи та ет ся мно же ст во ре бер и вер шин гра фа, 
при над ле жа щих гра ни. Вся кий ко неч ный пло ский   граф име ет в точ-
но сти од ну не ог ра ни чен ную грань, ко то рая на зы ва ет ся  внеш ней 

гра нью. Все ос таль ные (ог ра ни чен ные) гра ни на зы ва ют ся внут-

рен ни ми.
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Экс цен три си тет e(υ) вер ши ны υ ∈ X в связ ном гра фе G есть 
рас стоя ние от υ до наиболее удаленной от нее вершины, а  ра ди ус 
r(G) гра фа G — наи мень ший из экс цен три си те тов вер шин:

.)(min)(,),(max)( vevrvxdve
XvXx ∈∀∈∀

==     

Яс но, что наи боль ший экс цен три си тет ра вен диа мет ру графа: 

).,(maxmax)(max)( vxdveGd
xvXv

==
∈∀

Вер ши на υ на зы ва ет ся  цен траль ной вер ши ной гра фа G, ес ли на 
ней дос ти га ет ся ми ни мум  экс цен три си те тов, то есть e(υ) = r(G).

 Цен тром гра фа G на зы ва ет ся мно же ст во всех его цен траль-
ных вер шин; центр мо жет со сто ять из един ст вен ной вер ши ны, мо-
жет, — из двух и бо лее вер шин. На при мер, центр про сто го цик ла G

n
 

со дер жит все n вер шин. На рис. 6.6 при ве де но де ре во G с чис лом 
вер шин n = 21, чис лом ре бер m = 20, где для ка ж дой вер ши ны 
ука зан ее экс цен три си тет. Де ре во име ет ра ди ус r(G) = 4, диа метр 
d(G) = 7, центр де ре ва со сто ит из па ры вер шин {u, v}, ка ж дая из 
ко то рых име ет ми ни маль ный экс цен три си тет 4.

G

7

7

6

7
6

7

5

6
7 7

5

u v
4

5 Центр

4

5

5

6

7

6 7

7

Рис. 6.6. Экс цен три си те ты вер шин и центр гра фа G

 Задания

1. Вер но ли, что замк ну тый мар шрут не чет ной дли ны со дер жит 
про стой цикл? А чет ной дли ны?

2. До ка зать или оп ро верг нуть:
 а) объ е ди не ние лю бых двух раз лич ных це пей, со еди няю щих две 

вер ши ны, со дер жит про стой цикл;
 б) объ е ди не ние лю бых двух про стых це пей, со еди няю щих две 

вер ши ны, со дер жит про стой цикл;
 в) граф свя зен то гда и толь ко то гда, ко гда мно же ст во X его вер шин 

нель зя раз бить на два не пе ре се каю щих ся под мно же ст ва X
1
, X

2
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так, что бы ка ж дое реб ро бы ло ин ци дент но ли бо двум вер ши нам 
из X

1
, ли бо двум вер ши нам из X

2
;

 г) в связ ном гра фе лю бые две длин ней шие про стые це пи име ют 
об щую вер ши ну;

 д) не вер но, что в ка ж дом связ ном гра фе все длин ней шие про стые 
це пи име ют об щую вер ши ну.

3. Ес ли граф свя зен и n — чис ло его вер шин, то ка ко ва ниж няя 
оцен ка для чис ла его ре бер?

4. До ка зать, что связ ный граф ос та ет ся связ ным при уда ле нии реб-
ра то гда и толь ко то гда, ко гда это реб ро со дер жит ся в не ко то ром 
цик ле.

5. До ка зать, что мно же ст во всех ре бер ко неч но го связ но го гра фа 
об ра зу ет про стой цикл то гда и толь ко то гда, ко гда сте пе ни всех 
вер шин крат ны 2.

6. Доказать, что все реб ра ко неч но го связ но го гра фа мож но вклю-
чить в не ко то рый мар шрут.

7. Доказать, что цепь z не мо жет быть про стой, ес ли из мно же ст ва 
всех ее ре бер мож но об ра зо вать дру гую цепь z

1
(≠ z).

8. Пусть граф G име ет n
k
 вер шин сте пе ни k, а ос таль ные вер ши ны 

име ют сте пень k + 1. То гда n
k
 = (k + 1)n – 2m, где n — чис ло 

вер шин, m — чис ло ре бер гра фа.

6.3. Эй ле ро вы цик лы

 От ри ца тель ный от вет в го ло во лом ке о  ке ниг сбер ских мос тах 
(см. п. 6.1) вы те ка ет из сле дую щей тео ре мы Эй ле ра.

  Тео ре ма 6.1

Граф содержит эй ле ро в цик л то гда и толь ко то гда, ко гда 
он свя зен и сте пе ни всех его вер шин — чет ные.

 Ес ли  граф эй ле ров, то он свя зен и при об хо де эй ле ро ва цик ла 
за ход и вы ход в оче ред ную вер ши ну вно сит две еди ни цы в ее сте-
пень (так как реб ра не по вто ря ют ся). По сколь ку про хо дят ся все 
реб ра гра фа, то сте пе ни всех вер шин — чет ные.
 Пусть те перь связ ный граф G име ет чет ные сте пе ни вер шин. 
Вы бе рем вер ши ну x

0
 и пе рей дем от нее к вер ши не x

1
 по не ко то ро-

му реб ру y
0
, ок ра сив его мыс лен но в ка кой-ли бо цвет. Из вер ши ны 

x
1
 дви нем ся даль ше в x

2
 по не ок ра шен но му реб ру (это воз мож но 

в си лу degx
1
 = 2k, k ≥ 1), ок ра сив его по сле про хо ж де ния. Про-

дви га ясь та ким об ра зом по не ок ра шен ным реб рам, мы долж ны 
вер нуть ся в ис ход ную вер ши ну x

0
 (встре чая, воз мож но, дру гие 
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вер ши ны не сколь ко раз), ибо в про-
тивном слу чае вер ши на x

i
 ≠ x

0
, из ко-

то рой мы не мо жем дви гать ся даль ше, 
име ет не чет ную сте пень. Вер нув шись 
пер вый раз в вер ши ну x

0
, мы ок ра сим 

граф G
0
, яв ляю щий ся по по строе нию 

эй ле ро вым цик лом. Ес ли G
0
 ≠ G, то в си лу связ но сти G су ще ст ву ет 

хо тя бы од но не ок ра шен ное реб ро –y, со еди няю щее ся с под гра фом G
0
 

неокрашен ной це пью z, воз мож но, ну ле вой дли ны (рис. 6.7). Уда лим 
из гра фа G ок ра шен ные ре бра и по лу чим граф с чет ны ми сте пе ня ми 
вер шин. Найдем вер ши ну ~x при кос но ве ния це пи z ∪ –y к под гра фу G

0
. 

Начиная с вершины ~x, мож но вы де лить из не ок ра шен ных ре бер 
но вый цикл G

1
(⊃ z ∪ –y), ко то рый в со еди не нии с G

0
 так же об ра зу ет 

эй ле ро вый цикл в гра фе G
1
 ∪ G

0
. На ра щи вая та ким об ра зом цик лы, 

мы ис чер па ем весь ко неч ный  граф G эй ле ро вым цик лом. 

 Задания
1. Как на ри со вать весь эй ле ров цикл од ним рос чер ком, не при-

бегая в про цес се по строе ния к по сле до ва тель но му на ра щи ва нию 
цик лов?

2. Доказать, что граф эй ле ров то гда и толь ко то гда, ко гда мно жес т во 
его ре бер мож но раз бить на про стые цик лы (по пар но не пе ре се-
каю щие ся по реб рам).

3.  Эй ле ро вой це пью в гра фе G на зы ва ет ся цепь, со дер жа щая все 
реб ра из G. До ка зать сле дую щее обоб ще ние тео ре мы Эй ле ра: 
граф G об ла да ет эй ле ро вой це пью то гда и толь ко то гда, ко гда 
он свя зен и чис ло вер шин не чет ной сте пе ни рав но 0 или 2.

 Дополнения
1.  За да ча ки тай ско го поч таль о на тес но свя за на с эй ле ро вы ми цикла-

ми: в гра фе G, реб рам ко то ро го при пи са ны по ло жи тель ные ве са 
C

j
, най ти со дер жа щий все реб ра {y

j
}m

1
 замк ну тый мар шрут Q с ми-

ни маль ным сум мар ным ве сом ∑
=

m

d
jj cn

1

, где n
j
 — чис ло про хо ж де ний 

реб ра y
j
 в мар шру те Q.

 Для вся ко го связ но го гра фа G за да ча ки тай ско го поч таль о на раз-
ре ши ма, так как чис ло про хо ж де ний реб ра y

j
 не ог ра ни чи ва ет ся 

еди ни цей. Ес ли G со дер жит эй ле ров цикл, то лю бой та кой цикл 
да ет ре ше ние за да чи поч таль о на: ка ж дое реб ро име ет ми ни мум 

про хо ж де ний и вес цик ла ∑ jc  — ми ни маль ный. Ал го рит мы 

ре ше ния за да чи ки тай ско го поч таль о на пред ла га ли Белл ман 
и Кук — ме тод ди на ми че ско го про грам ми ро ва ния в ча ст ном 

y~

z

x~

0
G

0x

Рис. 6.7. Наращивание цикла
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слу чае, ко гда c
j
 = 1(∀

j
); в об щем слу чае — Эд мон де, Джон сон, 

Ба са кер, Саа ти, Кри сто фи дес.
 При ло же ния задачи китайского почтальона дос та точ но мно го-

чис лен ны. На при мер, это ми ни ми зи руе мые по дли не про бе га 
транс порт ные за да чи об слу жи ва ния по тре би те лей в ка ж дом 
реб ре на за дан ной се ти до рог (дос тав ка поч ты, про дук тов и дру-
гих гру зов, по лив ка, пат ру ли ро ва ние улиц, убор ка му со ра) или 
ин спек ти ро ва ние ка ж до го от рез ка в се ти рас пре де лен ных сис тем 
(элек три че ских, те ле фон ных, же лез но до рож ных, вен ти ля ци он-
ных) и да же оп ре де ле ние и ре ко мен да ция эко ном но го мар шру та 
ос мот ра му зея.

6.4. Аб ст ракт ные гра фы и гео мет ри че ские 
реа ли за ции. Ори ен ти ро ван ные гра фы

 Гео мет ри че ский граф в Rn, 
оп ре де лен ный в п. 6.2, обыч но на-
зыва ет ся не ори ен ти ро ван ным. Ес-
ли на ка ж дом его реб ре вы брать 
оп ре де лен ное на прав ле ние, то та-
кой граф на зы ва ет ся  ори ентиро-

ванным  гео мет ри че ским гра фом 
в Rn, а его реб ра с на прав ле ния-
ми —  ду га ми. На при мер, снаб див 
реб ра гра фа на рис. 6.5 на прав ле-
ния ми, по лу чим ори ен ти ро ван ный граф (рис. 6.8).

На обо рот, иг но ри руя на прав ле ния дуг в ори ен ти ро ван ном 
гра фе и рас смат ри вая их как реб ра, по лу ча ем со от вет ст вую щий 
не ори ен ти ро ван ный  граф. В свя зи с этим для ори ен ти ро ван но го 
гра фа со хра ня ют ся все по ня тия и ха рак те ри сти ки, от но ся щие ся, 
по су ти, к со от вет ст вую ще му не ори ен ти ро ван но му: смеж ность двух 
вер шин (на при мер, х

2
 и х

3
), ин ци дент ность ду ги и вер ши ны (на при-

мер, х
2
 и y

3
), мар шрут, цепь, цикл, связ ность, сте пень вер ши ны, 

n-связ ность и т.д. Ес те ст вен но, воз ни ка ют ана ло гич ные по ня тия 
и ха рак те ри сти ки, учи ты ваю щие ори ен та цию дуг, ча ще все го с до-
бав ле ни ем эпи те та «ори ен ти ро ван ный».

Ори ен ти ро ван ный  мар шрут (дли ны n) — по сле до ва тель ность 
из n дуг (не обя за тель но раз лич ных), про хо ди мая не пре рыв ным 
рос чер ком вдоль на прав ле ния дуг от на чаль ной вер ши ны до ко-
неч ной (на при мер, ори ен ти ро ван ный мар шрут y

1
, y

5
, y

2
, y

3
 име ет 

на ча лом вер ши ну x
1
, кон цом — x

3
). Вся кий ори ен ти ро ван ный 

y7

y4

y6

y3

x5
x4

x2

x1

y1

x3

y5

y2

Рис. 6.8. Ориентированный граф
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мар шрут яв ля ет ся мар шру том ( не ори ен ти ро ван ным), об рат ное мо-
жет не вы пол нять ся (на при мер, мар шрут y

6
, y

7
 ме ж ду вер ши на ми 

x
1
, x

5
 не яв ля ет ся ори ен ти ро ван ным). Ори ен ти ро ван ный мар шрут 

без по вто ряю щих ся дуг на зы ва ет ся  пу тем (y
1
, y

3
, y

7
); замк ну-

тый путь —  кон ту ром. Путь яв ля ет ся це пью, кон тур — цик лом; 
об рат ное, во об ще го во ря, не вер но. Путь (кон тур) без по вто ряю щих-
ся внут рен них вер шин на зы ва ет ся   про стым.  Орг раф на зы ва ет ся 
силь но связ ным, ес ли для лю бой па ры раз лич ных вер шин v, w 
су ще ст ву ет путь из v в w и путь из w в v. 

Хо тя гео мет ри че ские гра фы (в Rn) име ют в ка че ст ве вер шин Х 
и ре бер (дуг) Y ре аль ные гео мет ри че ские объ ек ты в Rn (точ ки 
и кри вые), мет ри че ские ха рак те ри сти ки этих объ ек тов (фор мы 
кри вых, их дли ны и рас стоя ния ме ж ду точ ка ми) не иг ра ют ро ли. 
При ни ма ют ся в рас чет лишь свой ст ва ин цидeн ции вepшин x

i
 и ре-

бер (дуг) y
k
. В свя зи с этим оп ре де ле ние гра фа как гео мет ри че ско-

го объ ек та в мет ри че ском про стран ст ве Rn яв ля ет ся из бы точ ным 
с ло ги че ской точ ки зре ния, хо тя и на гляд ным, опи раю щим ся на 
гео мет ри че скую ин туи цию.

Оп ре де ле ние аб ст ракт но го  гра фа. Гра фом G (ори ен ти ро ван-
ным) на зы ва ет ся трой ка G = (X, Y, f), где Х, Y — про из воль ные 
мно же ст ва, f: Y → X × X —  ото бра же ние мно же ст ва Y в де кар то во 
про из ве де ние мно же ст ва X на се бя.  Эле мен ты мно же ст ва X на зы ва-
ют ся вер ши на ми, мно же ст ва Y — ду га ми, ото бра же ние f —  ин ци-
ден то ром. Эле мен та ми Х × Х яв ля ют ся упо ря до чен ные па ры (x

i
, x

j
) 

и ра вен ст во f (y
k
) = (x

i
, x

j
) мож но ин тер пре ти ро вать сле дую щим 

об ра зом: «ду га» y
k
 вы хо дит из «вер ши ны» x

i
 и за хо дит в «вер ши-

ну» x
j
; та кая ду га y

k
 на зы ва ет ся ин ци дент ной вер ши нам x

i
, x

j
. На-

при мер, для гео мет ри че ско го гра фа на рис. 6.8 мож но по стро ить 
со от вет ст вую щий ему аб ст ракт ный граф так: вве сти аб ст ракт ные 
мно же ст ва Х = {х

i
}5

i = 1
, Y = {y

k
}7

k = 1
 и ин ци ден тор f:

f(y
1
) = f(y

2
) = (x

1
, x

2
); f(y

3
) = (x

2
, x

3
); f(y

4
) = (x

3
, x

3
);

f(y
5
) = (x

2
, x

1
); f(y

6
) = (x

3
, x

1
);f(y

7
) = (x

3
, x

5
).

Не ори ен ти ро ван ный аб ст ракт ный граф оп ре де ля ет ся с по мо-
щью трой ки G = (X, Y, ϕ), где мно же ст во Х на зы ва ет ся мно же ст вом 
вер шин, Y — мно же ст во ре бер, а ϕ: Y → <X × X> — ото бра же ние 
ре бер в сим мет ри зо ван ное де кар то во про из ве де ние вер шин на се-
бя, в ко то ром па ры (x

i
, x

j
) и (x

j
, x

i
) ото жде ст в ле ны. Ес ли че рез 

Θ: X × X → <X × X> обо зна чить со от вет ст вую щее ото бра же ние 
сим мет ри за ции, то для ори ен ти ро ван но го гра фа G = (X, Y, f), 
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f: Y → X × X со от вет ст вую щий ему не ори ен ти ро ван ный граф мож но 
оп ре де лить как G

0 
= (X, Y, Θf).

Час то гра фы обо зна ча ют ся в ви де пер вых двух мно жеств 
трой ки:

G = (X, Y), 

ин ци ден тор же f под ра зу ме ва ет ся не яв но.
Два гра фа G и G′ на зы ва ют ся изо морф ны ми (G ~ G′), ес ли су щест-

ву ют вза им но од но знач ные ото бра же ния вер шин и ре бер ϕ: X → X′, 
Ψ: Y → Y′ соответственно, со хра няю щие от но ше ния ин ци ден ции: 
f′ψ = (ϕ × ϕ)f. Ина че го во ря, реб ро (ду га) y ин ци дент но (за хо дит, вы-
хо дит) вер ши не x гра фа G то гда и толь ко то гда, ко гда в гра фе G′ со-
от вет ст вую щее реб ро (ду га) y′ = Ψ(y) ин ци дент но (за хо дит, вы хо дит) 
вер ши не x′ = ϕ(x). Итак,  изо мор физм Φ: G → G′ есть пре об ра зо ва ние 
Φ(G) = Φ(X, Y, f) = (ϕ(X), Ψ(Y); (ϕ × ϕ)fΨ–1), но для про сто ты мы 
бу дем пи сать ино гда X′ = Φ(X), Y′ = Φ(Y), f′ = Φ(f). Изо мор физ мы 
гра фа в се бя на зы ва ют ся ав то мор физ ма ми; оче вид но, они об ра-
зу ют груп пу. Об рат но мож но по ка зать, что вся кая аб ст ракт ная 
ко неч ная  груп па изо морф на груп пе ав то мор физ мов не ко то ро го 
гра фа G (с ко неч ным чис лом вер шин и дуг). Ес ли граф G изо мор-
фен гео мет ри че ско му гра фу G′ в Rn, то G′ на зы ва ет ся гео мет-

ри че ской реа ли за ци ей гра фа G в про стран ст ве Rn. На при мер, 
гео мет ри че ский граф в R3 на рис. 6.9 изо мор фен гео мет ри че ско му 
гра фу в R2 на рис. 6.10.

  Граф (аб ст ракт ный или гео мет ри че ский), имею щий гео мет ри че-
скую реа ли за цию в R2 (ина че — пло скую реа ли за цию), на зы ва ет ся 
пла нар ным. Гео мет ри че ский граф в R3 на рис. 6.9 — пла нар ный, 
пя ти вер шин ный граф, на рис. 6.11 — не пла нар ный (под роб нее 
см. задания и до пол не ния 9, 10).

K5

 Рис. 6.9. Граф K
4
 Рис. 6.10. Плоское Рис. 6.11. Граф K

5

  изображение K
4

Изо мор физм гра фов яв ля ет ся от но ше ни ем  эк ви ва лент но сти, 
по это му все мно же ст во гра фов раз би ва ет ся на клас сы изо морф ных 
гра фов. Час то мы не бу дем раз ли чать изо морф ные гра фы (то есть 
изу чать клас сы) и, по воз мож но сти, иметь де ло с гео мет ри че ски ми 
пред ста ви те ля ми (реа ли за ция ми).
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Сле ду ет от ме тить ал го рит ми че скую труд ность про вер ки изо мор-
физ ма двух гра фов — это ком би на тор ная за да ча, ко то рую мож но 
све сти к вы яс не нию по до бия двух  мат риц смеж но сти (см. ни же 
п. 6.5). Гео мет ри че ские пред став ле ния гра фов на чер те жах здесь 
ма ло эф фек тив ны. На при мер, не сра зу вид но, что не боль шие шести-
вер шин ные гра фы на рис. 6.12 изо морф ны друг дру гу.

K3,3

1 2

2 6

3

4 4

1 5 2

4

1 6

33

5

5 6
G 2 G 3

Рис. 6.12. Изоморфные графы

 Граф G на зы ва ет ся ко неч ным, ес ли мно же ст ва вер шин Х и ре-
бер Y ко неч ны, и ло каль но ко неч ным, ес ли сте пе ни всех вер шин 
ко неч ны. Бес ко неч ные дис крет ные гра фы (со  счет ны ми мно жест-
ва ми X, Y) встре ча ют ся в при ло же ни ях.

Связь с от но ше ния ми. Про стей шие свой ст ва

Ес ли R —  би нар ное от но ше ние на мно же ст ве X, то фaкт x
1
Rx

2
 

мож но изо бра зить на ли чи ем ду ги из эле мен та x
1 

в эле мент x
2
. Та-

ким об ра зом, ме ж ду би нар ны ми от но ше ния ми и ори ен ти ро ван-
ны ми гра фа ми без па рал лель ных дуг ус та нав ли ва ет ся вза им но 
од но знач ное  со от вет ст вие. По сколь ку нас бу дут ин те ре со вать 
гра фы, до пус каю щие па рал лель ные ду ги (на при мер y

1
, y

2
 на 

рис. 6.8), то мы име ем де ло с объ ек том бо лее об щим, чем би нар ные 
от но ше ния.

В за клю че ние кос нем ся про стей ших ком би на тор ных свойств 
ко неч ных гра фов. По сколь ку по яв ле ние ка ж до го но во го реб ра 
до бав ля ет по еди ни це к сте пе ням двух ин ци дент ных ему вер шин 
(или двой ку к сте пе ни од ной вер ши ны в слу чае пет ли), сум ма сте-
пе ней всех вер шин гра фа в два раза пре вы ша ет чис ло ре бер m = |Y| 
( «лемма о ру ко по жа ти ях»):

|.|2)( Yx
Xx

=∑
∈∀

δ

След ст вие. Чис ло вер шин не чет ной сте пе ни чет но.
Дей ст ви тель но, сум ма чет ных сте пе ней — чет на, по это му и сум-

ма не чет ных сте пе ней долж на быть чет ной.
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В  орг ра фе, кро ме сте пе ни вер ши ны δ(х), вво дит ся по ло жи-

тель ная сте пень δ+(х) — чис ло дуг, на чи наю щих ся в вер ши не x, 
и от ри ца тель ная сте пень δ–(x) — чис ло дуг, за кан чи ваю щих ся 
в вер ши не Х. По дру гой тер ми но ло гии δ+(х), δ–(x) — по лу сте пе ни 

«ис хо да и за хо да» в вер ши не x. Оче вид но, 
δ+(х) + δ–(х) = δ(х),

m.Yxxx
XxXxXx

==== ∑∑∑
∈∀∈∀

−

∈∀

+ ||)(2
1)()( δδδ

 Задания и дополнения
1.  Эй ле ров кон тур в орг ра фе, по оп ре де ле нию, со дер жит все ду ги 

и толь ко по од но му ра зу. Скор рек ти ро вать до ка за тель ст во тео-
ре мы Эй ле ра 6.1 (для не орг ра фов) так, что бы по лу чи лась сле-
дую щая тео ре ма. Орг раф об ла да ет эй ле ро вым кон ту ром то гда 
и толь ко то гда, ко гда он яв ля ет ся связ ным и псев до сим мет рич-
ным: δ+(x) = δ–(x), ∀x ∈ X.

2. Граф G = (X, Y, f) на зы ва ет ся  сим мет ри че ским, ес ли для ка ж дой 
па ры вер шин (x

i
, x

j
) чис ло дуг, иду щих из x

i
 в x

j
, рав но чис лу 

дуг, иду щих из x
j
 в x

i
: |f –1(x

i
, x

j
)| = |f –1(x

j
, x

i
)|. Про ве рить, что 

сим мет ри че ский граф яв ля ет ся псев до сим мет ри че ским, а об рат-
ное — не вер но.

3. Доказать, что лю бой кон тур мо жет быть раз де лен на не сколь ко 
про стых кон ту ров.

4. Доказать, что лю бой не про стой путь из v в w мож но раз де лить 
на про стой путь и один или не сколь ко про стых кон ту ров.

5. Ес ли δ+(x) ≥ 1 и δ–(x) ≥ 1 ∀x ∈ X, то вер но ли, что лю бая вер ши на 
орг ра фа при над ле жит, по край ней ме ре, од но му кон ту ру?

6. Доказать, что ес ли δ+(x) > 0 или δ–(x) > 0 для ∀x ∈ X, то в орг ра-
фе су ще ст ву ет, по край ней ме ре, один кон тур.

7. Доказать, что ори ен ти ро ван ный граф силь но свя зан то гда и толь ко 
то гда, ко гда су ще ст ву ет замк ну тый ори ен ти ро ван ный мар шрут, 
в ко то рый ка ж дая ду га вхо дит, по край ней ме ре, один раз.

8. Пусть вер ши ны со от вет ст ву ют це лым чис лам от 0 до 12. По стро-
ить гра фы, ха рак те ри зую щие би нар ные от но ше ния R, где vRw 
оз на ча ет: a) V = W2; б) v и w срав ни мы по мо ду лю 4 (то есть v – w 
крат но 4); в) v и w вза им но про стые.

9. Из вест ная го ло во лом ка —  «За да ча о трех ко лод цах» — со сто ит 
в со еди не нии до ро га ми трех вра ж дую щих до мов с тре мя ко лод ца-
ми (ис точ ни ка ми) так, что бы ка ж дый дом со еди нял ся с ка ж дым 
ко лод цем, но до ро ги не пе ре се ка лись (за ис клю че ни ем на чаль ных 
и ко неч ных то чек). Убедитесь, что за да ча не име ет ре ше ния: ее 
ре ше ние оз на ча ло бы, что граф К

3,3
 (рис. 6.12) име ет пло скую 

реа ли за цию, что не вер но.



253Теория графов

10. Гра фы K
5
 (рис. 6.11) и К

3,3
 (рис. 6.12) да ют при ме ры не пло ских 

гра фов. Ока зы ва ет ся, что эти две кон фи гу ра ции яв ля ют ся ха рак-
тер ны ми для не пло ских гра фов. Этот не про стой ре зуль тат был 
ус та нов лен в 1927 г. Л. С. Пон тря ги ным (без опуб ли ко ва ния), 
и в 1930 г. — не за ви си мо К. Ку ра тов ским.

  Тео ре ма Пон тря ги на — Ку ра тов ско го

Граф G яв ля ет ся пла нарным тог-
да и толь ко то гда, ко гда он не со держит 
под гра фов ви да G

1
, G

2
 (рис. 6.13). G

1
 

и G
2
 на зы ва ют ся  гра фа ми Пон тря ги-

на — Кура тов ско го; имеют про стые 
це пи ме ж ду по ме чен ны ми вер ши нами 
и мо гут быть по лу че ны за меной ре бер 
в гра фах K

3,3
 и K

5
 про из воль ны ми про сты ми це пя ми.

11. До ка зать стро го, что гра фы Пон тря ги на — Ку ра тов ско го не пла-
нарны.

 Ука за ние. Дос та точ но рас смот реть гра фы K
5
 (рис. 6.11) и K

3, 3
 

(рис. 6.12). Пред по ло жить, что они пла нар ны, по тео ре ме 
Эй ле ра вы чис лить чис ло гра ней f; учи ты вая оцен ки сни зу 4 
(в K

3, 3
) и 3 (в K

5
) для чис ла ре бер в гра ни, про сум ми ро вать 

чис ла ре бер по всем гра ням и срав нить с ис тин ным чис лом 
ребер.

6.5. Мат ри ца смеж но сти, изо мор физ мы 
и опе ра ции над гра фа ми

1. Квад рат ная мат ри ца А раз ме ра n = |X|, эле мент ко то рой 
a

i, j
 ра вен чис лу дуг, иду щих от вер ши ны x

i
 к вер ши не x

j
, на зы ва ет ся 

 мат ри цей смеж но сти орг ра фа G = (X, Y). Для не ори ен ти ро ван-
но го гра фа эле мент a

i, j
 мат ри цы смеж но сти А

0
 оп ре де ля ет ся как 

чис ло ре бер, со еди няю щих вер ши ны x
i
 и x

j
 (оче вид но, A

0
 все гда 

сим мет рич на относительно главной диагонали: A
0
 = A

0
Т). Не ну ле-

вое зна че ние эле мен та a
i, j

 ха рак те ри зу ет смеж ность вер шин x
i
 и x

j
 

в гра фе, от сю да и на зва ние — мат ри ца смеж но сти. Яс но, что граф 
с точ но стью до  изо мор физ ма вос ста нав ли ва ет ся по мат ри це А(A

0
). 

Для орг ра фа на рис. 6.8 и со от вет ст вую ще го не орг ра фа на рис. 6.5 
мат ри цы смеж но сти име ют вид:

1

1 2 3

a b c 2

3

45
G 1 G2

Рис. 6.13. Графы 
Понтрягина — Куратовского
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Оче вид но, для про из воль но го орг ра фа G и со от вет ст вую ще го 
не ори ен ти ро ван но го гра фа G

0
 («по те ряв ше го» ори ен та цию дуг) 

мат ри цы смеж но сти А и А
0
 свя за ны со от но ше ни ем A + AТ = A

0
.

2. Уже от ме ча лось, что прак ти че ски (и ви зу аль но для гео мет-
ри че ских гра фов) труд но ус та но вить  изо мор физм двух гра фов 
(см. рис. 6.12). Мат ри цы смеж но сти по зво ля ют сфор му ли ро вать 
про стой ал геб раи че ский кри те рий изо мор физ ма.

 Тео ре ма 6.2

Гра фы G = (X, Y), G′ = (X′, Y′) изо морф ны то гда и толь ко 
то гда, ко гда они име ют оди на ко вое чис ло вер шин, и  мат ри ца 
смеж но сти A(G′) по лу ча ет ся из мат ри цы A(G) по сле до ва тель ны-
ми пе ре ста нов ка ми строк с од но вре мен ной пе ре ста нов кой од но-
имен ных столб цов. 

В не ори ен ти ро ван ных гра фах то же вер но для мат риц A
0
. Ина-

че го во ря, су ще ст ву ет та кая под ста нов ка δ в груп пе под ста но вок 
мно же ст ва {1, …, n}, n = |X| = |X′|, что для всех эле мен тов мат риц 
вер но a

ij
(G′) = aδ(i) · δ(j)

(G).

 Из оп ре де ле ния мат ри цы смеж но сти сле ду ет, что вза им ная 
за ме на но ме ров вер шин x

1
, x

2
 в гра фе G при во дит к пе ре ста нов ке 

мес та ми пер вых двух строк и од но вре мен но пер вых едвух столб цов 
в мат ри це A(G), и на обо рот. Та кое пре об разование яв ля ет ся про с-
тей шим  изо мор физ мом над гра фом G. В то же вре мя изо мор физм 
Ф над G од но знач но оп ре де ля ет ся (вос ста нав ли ва ет ся) по сво ему 
дей ст вию на вер ши ны: Ф(X) = X′, а зна чит — по не ко то рой под ста-
нов ке δ на мно же ст ве но ме ров вер шин. Но под ста нов ка δ рас кла ды-
ва ет ся в  су пер по зи цию про стей ших под ста но вок (i ↔ j), по это му 
изо мор физм Ф: G → G′ эк ви ва лен тен су пер по зи ции про стей ших 
изо мор физ мов и ука занно му в ус ло вии тео ре мы пре об ра зо ва нию 
над мат ри цей A(G). 
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Ко ли че ст во всех под ста но вок рав но n!, по это му не по сред ст-
вен ное при ме не ние тео ре мы 6.2 для рас по зна ва ния  изо мор физ ма 
гра фов, со стоя щее в пе ре бо ре n! ва ри ан тов, не эф фек тив но при 
боль шом чис ле вер шин n = |X|. Су ще ст ву ют раз лич ные прие мы 
и ал го рит мы, ко то рые для гра фов то го или ино го спе ци фи че ско го 
ви да су ще ст вен но умень ша ют объ ем вы чис ле ний при вы яс не нии 
изо мор физ ма.

3. Для двух орг ра фов G = (X; Y; f), G
1
 = (X; Y

1
; f

1
) с оди на ко-

вы ми мно же ст ва ми вер шин оп ре де лим опе ра ции сло же ния и ум-
но же ния.

 Сум ма G + G
1
 = (X; Y ∪ Y

1
; f + f

1
) по лу ча ет ся объ е ди не ни ем 

дуг Y и Y
1
. При умножении GG

1
 = (X; Y

0
; f

0
) из вер ши ны x

i
 в вер ши-

ну x
j
 идет столь ко дуг, сколь ко су ще ст ву ет пу тей дли ны 2 в гра фе 

G + G
1
 из вер ши ны x

i
 в вер ши ну x

j
 та ких, что пер вая ду га при над-

ле жит Y, вто рая — Y
1
.

 Тео ре ма 6.3

Для сум мы и про из ве де ния орг ра фов (с оди на ко вы ми мно-
жест ва ми вер шин)  мат ри цы смеж но сти со от вет ст вен но скла-
ды ва ют ся и ум но жа ют ся, и на обо рот:

A(G + G
1
) = A(G) + A(G

1
);A(GG

1
) = A(G) ⋅ A(G

1
).

 Ут вер жде ние для сум мы оче вид но: в гра фе G + G
1
 чис ло дуг из 

x
i
 в x

j
 рав но a

ij
(G) + a

ij
(G

1
). В гра фе G + G

1
 чис ло раз лич ных пу тей 

с по сле дова тель но стью вер шин ви да {x
i
, x

k
, x

j
}, таких, что дуги из 

x
i
 в x

k
 принадлежат графу G и дуги из x

k
 в x

j
 принадлежат графу 

G
1
, рав но a

ik
(G) · a

kj
(G

1
) (рис. 6.14). В этой последовательности 

вершин (x
i
, x

k
, x

j
) промежуточная вершина x

k
 фиксирована. Об щее 

чис ло пу тей длины 2 с пер вой ду гой из Y, вто рой — из Y
1
 рав но 

∑
=

⋅
m

k
kjik GaGa

1
1)()(  — об ще му эле мен ту мат ри цы A(G) · A(G

1
). 

xk

xi xj
x1

x2

YY 1

Рис. 6.14. Граф G + G
1

След ст вие 6.1. Ес ли A — мат ри ца смеж но сти орг ра фа G, то 
эле мент an

ij
 мат ри цы An (на ту раль ной сте пе ни n) ра вен чис лу 
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раз лич ных ори ен ти ро ван ных мар шру тов дли ны n, иду щих из вер-
ши ны x

i
 в x

j
 в гра фе G.

 Ут вер жде ние вер но при n = 1 по оп ре де ле нию мат ри цы 
смеж но сти. Пусть оно вер но для k = n – 1: эле мент a

ij
n – 1 мат ри цы 

An – 1 ра вен чис лу ори ен ти ро ван ных мар шру тов дли ны n – 1 из x
i
 

в x
j
 в гра фе G и од но вре мен но чис лу дуг из x

i
 в x

j
 в гра фе Gn – 1, оп-

ре де лен ном по сле до ва тель ным ум но же ни ем двух со мно жи те лей. 
По сколь ку An = An – 1A, то, при ме няя тео ре му 6.3 к про из ве де нию 
гра фов Gn – 1G, по лу ча ем ут вер жде ние для мат ри цы An (n-го ша га 
ин дук ции). 

След ст вие 6.2. В орг ра фе G су ще ст ву ет ор мар шрут дли ны n 
то гда и толь ко то гда, ко гда An ≠ 0; не су ще ст ву ет кон ту ров 
тогда и толь ко то гда, ко гда  мат ри ца смеж но сти ниль по тент на: 
Ar = 0 при не ко то ром r.

За ме ча ние. В свя зи со вто рой ча стью след ст вия 2 по лез но от-
ме тить, что в слу чае кон ту ра дли ны r с вер ши на ми α, β, …, γ все 
сте пе ни Anr (n = 1, 2, …) мат ри цы смеж но сти A име ют от лич ные от 
ну ля диа го наль ные эле мен ты с но ме ра ми (α, α), (β, β), …, (γ, γ). Ес ли 
кон ту ров в гра фе нет (в ча ст но сти, ес ли бо лее то го, нет цик лов), то 
дли ны всех пу тей ог ра ни че ны чис лом дуг m и Am + 1 = 0, эле мент 
an

ij
 мат ри цы An ра вен чис лу раз лич ных про стых пу тей дли ны n из 

вер ши ны i в вер ши ну j.

4. Во про сы  дос ти жи мо сти (од ной вер ши ны из дру гой пу тем 
оп ре де лен ной дли ны) свя за ны, ко неч но, со свой ст ва ми сте пе ней 
мат ри цы смеж но сти A гра фа. Ока зы ва ет ся, свой ст ва сте пе ней A, 
A2, A3, … про из воль ной мат ри цы A с не от ри ца тель ны ми эле мен та ми 
an

ij
 ≥ 0 (на при мер, мат ри цы  стои мо стей в эко но ми ке, ве ро ят но стей 

пе ре хо дов и т.п.) так же да ют цен ную ин фор ма цию о свя зях ме ж ду 
ло каль ны ми «уз ла ми» объ ек та в дан ный мо мент или раз лич ные 
мо мен ты вре ме ни.

Прак ти че ски по лез ные за да чи на под счет чис ла кон ту ров 
за дан ной дли ны n ес те ст вен но свя за ны с мат ри цей смеж но с-
ти A (дос та точ но про ана ли зи ро вать диа го наль ные эле мен ты 
мат ри цы An). За да чи та ко го сор та встре ча ют ся при ко ди ро ва нии, 
в крип то гра фии, лин гвис ти ке, при мо де ли ро ва нии гра фом дис крет-
ных фи зи че ских про цес сов — в свя зи с «за цик ли ваю щи ми ся» под-
сис те ма ми.
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 Задания
1. Ус та но вить изо мор-

физм гра фов G
1
, G

2
 на 

рис. 6.15.

2. Докажите, что:

 а) граф G не яв ля ет ся 
связ ным то гда и толь-
ко то гда, ко гда не ко-
то рой пе ре ста нов кой 
строк с од но имен ной 
пе ре ста нов кой столб цов мат ри ца смеж но сти A(G) при во дит ся 
к рас па даю щейся:

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

0

0

A

A
, где A

i
 — квад рат ные мат ри цы; 

 б) мак си маль ное чис ло диа го наль ных квад рат ных бло ков, на 
ко то рые мо жет рас па дать ся мат ри ца смеж но сти при не ко то рой 
ну ме ра ции вер шин, рав но чис лу связ ных ком по нент гра фа.

3. Дать оп ре де ле ние силь но связ но го гра фа в тер ми нах по ве де ния 
эле мен тов a

ij
n по сле до ва тель ных сте пе ней An (n = 1, 2, …) мат ри-

цы смеж но сти A.

4. Как вы ра зить че рез эле мен ты мат риц An рас стоя ние d(x
i
, x

j
) 

ме ж ду вер ши на ми x
i
, x

j
 (дли ну крат чай шей це пи ме ж ду эти ми 

вер ши на ми)?

5. Докажите, что если G — ре гу ляр ный не ори ен ти ро ван ный граф 
сте пе ни r, то все кор ни λ

k
 «ха рак те ри сти че ско го» по ли но ма 

det(A
0
 – λI) = Χ

0
(λ) рас по ла га ют ся в кру ге ра диу са r: |λ

k
| ≤ r, при-

чем один из кор ней ра вен r(= λ
k0

).

6.6. Мат ри ца ин ци ден ций

 1. Коль ско ро вер ши ны и ду ги орг ра фа G = (X, Y, f) без пе-
тель за ну ме ро ва ны: X = {x

1
, …, x

n
}, Y = {y

1
, …, y

m
}, дей ст вие  ин ци-

ден то ра f мож но оха рак те ри зо вать (n × m) — мат ри цей ин ци ден ций 
B = {b

ij
}, где по оп ре де ле нию:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−

+

=

. вершине инцидентна не дуга  если ,0

; вершину в заходит дуга  если ,1

; вершины из исходит дуга  если ,1

i

i

i

ij

xyj

xyj

xyj

b

G1 G2

Рис. 6.15. Графы степени 4
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Для не орг ра фа G без пе тель мат ри-
ца ин ци ден ций R = {r

ij
} оп ре де ля ет ся 

так: r
ij
 = 1, ес ли реб ро y

j
 ин ци дент но 

вер ши не x
i
, и r

ij
 = 0 — в про тив ном 

слу чае.

Для гра фа на рис. 6.16 и для соот-
вет ст вую ще го не орг ра фа с по те рей ори-
ен та ции дуг име ем:

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

0000

1000

1000

0110

0111−
0001 

B ; .

yyyy

6

5

4

3

2

1

4321

x

x

x

x

x

x

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0000

1000

1000

0110

0111

000  1 

R

yyyy

6

5

4

3

2

1

4321

x

x

x

x

x

x

Мат ри цы ори ен ти ро ван но го и со от вет ст вую ще го сим мет ри зо-
ван но го не ори ен ти ро ван но го гра фов свя за ны со от но ше ни ем |b

ij
| = r

ij
. 

Оче вид но так же, что в мат ри це B ка ж дый стол бец со дер жит в точ-
нос ти од ну +1 и од ну –1, в R — две +1, ос таль ные эле мен ты — ну-
ли. По этой при чи не сум ма всех строк в B рав на ну ле во му век то ру, 
в R — рав на ну лю по мо ду лю 2.

Ес ли граф G име ет n ком по нент связ но сти, то, ну ме руя вер-
ши ны и реб ра от дель ны ми груп па ми в ка ж дой ком по нен те (или 
пе ре став ляя столб цы и стро ки в B и R), по лу чим для мат ри цы ин-
ци ден ций B(R) блоч но-диа го наль ную струк ту ру:

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n

2

1

B...00

...

0...B0

0...0B

B .

Вер но и об рат ное.

2.  Тео ре ма 6.4

Ранг мат ри цы ин ци ден ций B связ но го орг ра фа с n вер ши на-
ми ра вен n – 1 (чис лу строк без од ной).

x1

x2

x3

x4 x5

x6

y1
y2

y3

y4

Рис. 6.16. Граф с тремя 
компонентами
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 Вслед ст вие связ но сти гра фа ка ж дой вер ши не ин ци дент на хо тя 
бы од на ду га, так что в мат ри це B нет ну ле вых строк. Вы черк нем 
по след нюю стро ку nb  и пред по ло жим, что для ос тав шей ся мат ри цы 
B

0
 ли ней ная ком би на ция ее век тор-строк рав на ну лю:

0.
1

1

=∑
−

=

n

i
ii bα

Вер ши на x
n
 свя за на ду гой y

j1
 с не ко то рой вер ши ной x

i1
, по это му 

в вы черк ну той стро ке nb  эле мент b
nj1

 от ли чен от ну ля, а в стро ке 

1i
b  — эле мент b

i1j1 
≠ 0. По сколь ку в столб це j1 мат ри цы B

0
 толь ко 

один эле мент b
i1j1

 от ли чен от ну ля, то α
i1

 = 0. В гра фе G сис те ма 
вер шин {x

n
, …, x

i1
} свя за на не ко то рой ду гой y

j2
 с но вой вер ши-

ной x
i2

, по это му b
i2j2

 ≠ 0. Вто рой не ну ле вой эле мент столб ца j
2
 мат-

ри цы B при над ле жит од ной из строк nb , 
1i

b , сле до ва тель но, α
i2

 = 0. 
Про дол жая про цесс при сое ди не ния вер шин (строк): {x

n
}, {x

n
, x

i1
}, 

{x
n
, x

i1
, x

i2
}, …, {X}, мы по сле до ва тель но по лу чим ну ле вые зна че ния 

для всех ко эф фи ци ен тов α
i
 в ли ней ной ком би на ции век тор-строк 

мат ри цы B
0
 так, что

rang B
0
 = rang B = n – 1. 

Мат ри цы ин ци ден ций и смеж но сти мож но свя зать ин те рес ным 
со от но ше ни ем, ес ли вве сти диа го наль ную мат ри цу сте пе ней вер шин 
∆ = {δ

ij
} гра фа G, δ

ij
 = 0 (i ≠ j), δ

ii
 = i(x

i
) — сте пень вер ши ны x

i
.

 Тео ре ма 6.5

Ес ли G — орг раф без пе тель, то его мат ри цы смеж но сти A, 
ин ци ден ций B и сте пе ней вер шин ∆ свя за ны со от но ше ни ем:

(A + AТ) + BBТ = ∆. (6.1)

 Эле мент ~a
ij
 мат ри цы A + AТ ра вен чис лу Π

ij
 ре бер, со еди няю щих 

вер ши ны x
i
, x

j
; ~a

ii
 = 2a

ii
 = 0. Для мат ри цы BBТ эле мент с ин дек са ми 

i, j ра вен ∑
=

m

k
jkikbb

1

, что да ет (–Π
ij
) при i ≠ j и сте пень δ(x

i
) вер ши ны x

i
 

при i = j. 

След ст вие 6.2

1. ∏
=

=++
n

i
ixABBA

1

).()TTdet( δ

2. Граф ре гу ля рен то гда и толь ко то гда, ко гда мат ри ца 
(A + AТ + BBТ) ска ляр на, при чем A + AТ + BBТ = rI, где r = δ(x

i
) — 

сте пень гра фа, І — еди нич ная мат ри ца.
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3. Граф без пе тель яв ля ет ся пол ным, ес ли

det (A + AТ + BBТ) = (n – 1)n, 

где n = |X|, и на обо рот.

 Задания
1. Покажите, что мат ри ца ин ци ден ций B(R) оп ре де ля ет граф G 

с точ но стью до изо мор физ ма.
2. Про ве рить фор му лу (6.1) для кон крет ных зна че ний мат риц гра-

фа рис. 6.2:
 2.1. Для пол но го гра фа без пе тель и па рал лель ных ре бер

(A + AТ)2 = (n – 1)(A + AТ) + BBТ.

 2.2. Для ре гу ляр но го гра фа сте пе ни r 

det(A + AТ + BBТ) = rn.

 Вер но ли об рат ное (сравни с п. 3 след ст вия 6.2)?
 2.3. Ранг мат ри цы ин ци ден ций p-ком по нент но го гра фа с n вер-

ши на ми ра вен n – p.

6.7. Рас крас ки

 1. О про бле ме че ты рех кра сок для пло ских карт уже го во-
ри лось в п. 6.1. На столь ко мно гих она вво ди ла в ис ку ше ние, что 
Фрэнк Ха ра ри пи сал в 1969 г.: «Ги по те зу че ты рех кра сок мож но 
с пол ным ос но ва ни ем на звать еще «бо лез нью че ты рех кра сок», так 
как она во мно гом по хо жа на за бо ле ва ние. Она в выс шей сте пе ни 
за раз на. Ино гда она про те ка ет срав ни тель но лег ко, но в не ко то рых 
слу ча ях при об ре та ет за тяж ной или да же уг ро жаю щий ха рак тер. 
Ни ка ких при ви вок про тив нее не су ще ст ву ет; прав да, лю ди с дос-
та точ но здо ро вым ор га низ мом по сле ко рот кой вспыш ки при об ре та-
ют по жиз нен ный им му ни тет. Этой бо лез нью че ло век мо жет бо леть 
не сколь ко раз, и она под час со про во ж да ет ся ост рой бо лью, но ни 
од но го ле таль но го ис хо да за ре ги ст ри ро ва но не бы ло. Из вес тен, по 
край ней ме ре, один слу чай пе ре да чи бо лез ни от от ца к сы ну, так 
что, мо жет быть, она на след ст вен на».

Сравнительно не дав но, в 1976 г., «бо лезнь че ты рех кра сок» 
нау чи лись ле чить — ги по те за под твер ди лась, на ко нец. Од на ко 
мно го сту пен ча тое до ка за тель ст во это го фак та яв ля ет ся «ве щью 
в се бе», его на столь ко труд но про ве рить, что не ко то рые спе циа ли сты 
со мне ва ют ся в том, что ги по те за ре ше на. Сту пень ки это го до ка за-
тель ст ва та ко вы. Сна ча ла, ис поль зуя идею Г. Бирк го фа об опи са-
нии свойств спе ци аль ных «не при во ди мых» (не рас крашивае мых 
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че тырь мя цве та ми) гра фов, ма те ма ти ки до ве ли чис ло вер шин 4-рас-
кра ши вае мых гра фов до 96. За тем в 1969 г. Х. Хе еш свел про бле-
му че ты рех кра сок к во про су 4-рас крас ки боль шо го, но ко неч но го 
чис ла гра фов. Поз же чис ло та ких гра фов бы ло до ве де но до 1482. 
На ко нец, в 1976 г. К. Ап пель и В. Хей кен (с кол лек ти вом ма те ма-
ти ков и про грам ми стов) пра виль но рас кра си ли все 1482 гра фа 
с по мо щью мощ но го ком пь ю те ра, за тра тив на рас крас ку око ло 
2000 ча сов ма шин но го вре ме ни.

И все же эта столь дол го про сто яв шая про бле ма — лишь ча ст-
ный слу чай це ло го на прав ле ния рас кра сок гра фов. Пе ре фра зи ру ем 
за да чу рас крас ки стран связ но го гра фа G в за да чу рас крас ки вер шин 
дру го го плос ко го гра фа 

–
G (не тре буя для общ но сти, что бы G был 

дву связ ным). Внут ри ка ж дой об лас ти Q
i
 (гра ни, стра ны) гра фа G, 

вклю чая внеш нюю, по ме тим од ну точ ку –x
i
 — вер ши ну ис ко мо го 

гра фа 
–
G.

Ес ли в G стра ны Q
i
 и Q

j
 име ют об щее реб ро y, то со еди ним в 

–
G 

вер ши ны –x
i
 и –x

j
 реб ром –y, пе ре се каю щим толь ко y. Граф 

–
G на зы ва-

ет ся  гео мет ри че ски двой ст вен ным к плос ко му гра фу G.

След ст вие.  За да ча рас крас ки стран гео гра фи че ской кар ты (об-
лас тей плос ко го гра фа G) эк ви ва лент на за да че рас крас ки вер шин 
гео мет ри че ски двой ст вен но го гра фа 

–
G, так же плос ко го.

При этом ус ло вие пра виль ной рас крас ки вер шин со сто ит в том, 
что смеж ные (в  

–
G) вер ши ны –x

i
, –x

j
 при об ре та ют раз лич ные цве та. 

По сколь ку опе ра ция G → 
–
G ото бра жа ет весь класс связ ных пло ских 

гра фов на се бя вза им но од но знач но (это вы те ка ет из ра вен ст ва  
––

G = G), 
то  про бле ма че ты рех кра сок пе ре фор му ли ру ет ся так:

вся кий пло ский граф до пус ка ет пра виль ную рас крас ку вер шин 
не бо лее, чем че тырь мя крас ка ми.

За ме ча ние.  Эк ви ва лент ность про бле мы рас крас ки стран и проб-
ле мы рас крас ки вер шин в клас се всех пло ских гра фов мож но ус-
та но вить, не поль зу ясь точ ным ра вен ст вом  

––
G = G. Важ но, что при 

пе ре хо де к двой ст вен но му гра фу G → 
–
G рас крас ка стран G пе ре-

ходит в рас крас ку вер шин 
–
G, рас крас ка вер шин G — в рас крас ку 

стран 
–
G.

Про из воль ный (не обя за тель но пло ский и связ ный) граф 
–
G 

на зы ва ет ся  r-рас кра ши вае мым (или  r-хро ма ти че ским), ес ли он 
до пус ка ет пра виль ную рас крас ку вер шин r крас ка ми.

Не умень шая общ но сти, можно счи тать, что при рас крас ке вер-
шин граф не со дер жит па рал лель ных ре бер и пе тель, то есть яв ля-
ет ся про стым.
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Граф G
1
 на рис. 6.17 3-рас-

кра ши ва ем, G
2
 — 4, 3, 2-рас кра-

ши ваем.
Ми ни маль ное чис ло цве тов, 

не об хо ди мое для пра виль ной рас-
крас ки вер шин гра фа G(min r) на-
зы ва ет ся хро ма ти че ским чис лом γ(G).

Не ко то рые прак ти че ские за да чи свя за ны с рас крас кой ре бер 
гра фа G, ко то рая счи та ет ся пра виль ной, ес ли ка ж дые два смеж-
ных реб ра (ин ци дент ных од ной вер ши не) ок ра ши ва ют ся в раз-
лич ные цве та. Наи мень шее чис ло цве тов, до пус каю щих пра-
виль ную рас крас ку ре бер, на зы ва ет ся хро ма ти че ским клас сом 
γ′(G)  гра фа или  ин дек сом. В прин ци пе, рас крас ка ре бер гра фа G 
сво дит ся к рас крас ке вер шин не ко то ро го гра фа G1, на зы вае мо го 
 дуаль ным1 по от но ше нию к G, так что γ′(G) = γ(G1) — хро ма ти че-
ский класс G ра вен хро ма ти че ско му чис лу ду аль но го гра фа. Это 
свой ст во ду аль но го гра фа G1 оче вид ным об ра зом ин ду ци ру ет его 
оп ре де ле ние: вер ши ны ду аль но го гра фа G1 на хо дят ся во вза им но 
од но знач ном со от вет ст вии с реб ра ми G, и две вер ши ны в G1 со еди-
не ны реб ром, ес ли (и толь ко ес ли) со от вет ст вую щие два реб ра в G 
смеж ны.

2. Ес ли γ(G) = 1, то граф G 
не име ет ре бер (со сто ит из изо-
ли ро ван ных вер шин; пет ли 
в во про сах рас крас ки вер шин 
не учи ты ва ют ся). Вся кое де ре-
во име ет хро ма ти че ское чис-
ло 2; граф с хро ма ти че ским 
чис лом γ(G) = 2 на зы ва ет ся 
 бихро ма ти че ским. Вся кая 
раскрас ка G дву мя краска ми (рис. 6.18) раз би ва ет вер ши ны на 
два од но цвет ных мно же ст ва X

1
, X

2
, внут ри ка ж до го из ко то рых 

вер ши ны по пар но не смеж ны (не за ви си мы, как иногда го во-
рят). Это об стоя тель ст во на хо дит мно го чис лен ные прило же ния 
на прак ти ке и при раз лич ных до ка за тель ст вах (см., на при мер, 
п. 6.9).

Нам по на до бит ся бо лее-ме нее оче вид ная лем ма.
1 По другой терминологии, граф G1 называется реберным графом для G и обоз-

начается L(G).

G1 G2

Рис. 6.17. 3Lраскрашиваемый 
и 2Lраскрашиваемый графы

X1 X2

Рис. 6.18. Бихроматичность
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Лем ма 6.1

Вся кий замк ну тый мар шрут
Q = {x

0
, y

1
, x

1
, y

2
, x

2
, …, y

n
, x

0
}

мож но ис чер пать (по лу чить пус тую цепь) пу тем мно го крат но го 
при ме не ния сле дую щих опе ра ций.

Φ. Уда ле ние не пре рыв но про хо ди мо го под мар шру та, яв ляю-
ще го ся про стым цик лом.

Ψ. Уда ле ние три ви аль но го замк ну то го под мар шру та дли ны 
2 ви да {x

k
, y

k
, x

k + 1
, y

k
, x

k
}.

 Дей ст ви тель но, при ме ним к Q по сле до ва тель но опе ра цию Φ до 
тех пор, по ка это воз мож но. По сколь ку ос тав шие ся под мар шру ты Q

i
 

(⊂ Q) не вхо дят ни в один цикл, то ка ж дое реб ро q ∈ Q
i
 встре ча ет ся 

в объ е ди не нии под мар шру тов i
i

Q∪  оди на ко вое чис ло раз в пря мом 

и об рат ном на прав ле ни ях. При ме няя те перь по сле до ва тель но опе-
ра цию Ψ, по лу чим пус тую цепь. 

  Тео ре ма 6.6 (Ке ниг)

 Граф G яв ля ет ся би хро ма ти че ским то гда и толь ко то гда, 
ко гда все его цик лы име ют чет ную дли ну.

За ме ча ние. Сле дую щие три свой ст ва гра фа G эк ви ва лент ны.
1. Все замк ну тые мар шру ты име ют чет ную дли ну.
2. Все цик лы име ют чет ную дли ну.
3. Все про стые цик лы име ют чет ную дли ну.
Дей ст ви тель но,   им пли ка ция 1 ⇒ 2 ⇒ 3 оче вид на, а 3 ⇒ 1 

вы те ка ет из лем мы, так как уда ляе мые в до ка за тель ст ве лем мы 
под мар шру ты име ют чет ную дли ну.

 Пусть граф G би хро ма ти чен; реа ли зу ем ка кую-ни будь рас крас-
ку дву мя цве та ми (в ка ж дой ком по нен те связ но сти). Кон цы вся кой 
це пи чет ной дли ны име ют оди на ко вый цвет, не чет ной — раз ные 
цве та, по это му замк ну тые мар шру ты (цик лы) не чет ной дли ны от-
сут ст ву ют. Об рат но, пусть все замк ну тые мар шру ты гра фа G име ют 
чет ную дли ну. Ок ра сим в цвет α од ну вер ши ну x

0
, за тем в цвет β — ее 

ок ру же ние (мно же ст во смеж ных вер шин), в цвет α — ок ру же ние 
вер шин цве та β и так да лее. За ко неч ное чис ло ша гов все вер ши ны 
гра фа ок ра сят ся в цве та α и β, при чем ок ра ши ва ние вер ши ны x

i
 

два ж ды оз на ча ет, что ме ж ду пер вым и вто рым ок ра ши ва ни ем 
ал го ритм ок ра ски за хва тил замк ну тый мар шрут с на ча лом и кон-
цом x

i
. В си лу чет но сти его дли ны оба раза x

i
 ок ра ше на в один цвет 

(α или β). 
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3. Оха рак те ри зо вать струк ту ру n-хро ма ти че ских гра фов при 
n ≥ 3 по доб но то му, как это де ла ет   тео ре ма Ке ни га для би хро ма ти че-
ско го гра фа, по ка не уда ет ся. Име ет ся мно го ча ст ных ре зуль та тов, 
на при мер, для не ко то рых клас сов ре гу ляр ных гра фов, пло ских гра-
фов с тре уголь ны ми ячей ка ми (пло ских три ан гу ля ций). От ме тим, 
что хо тя пло ский (ина че — пла нар ный) граф име ет хро ма ти че ское 
чис ло γ ≤ 4, пла нар ность не яв ля ет ся ха рак те ри сти че ским при зна-
ком 4-хро ма тич но сти гра фа: K

3, 3
 (рис. 6.12) би хро ма ти чен (γ = 2), 

но не пла на рен.
Для по лу че ния об щих оце нок хро ма ти че ско го чис ла удоб но 

ввес ти не сколь ко оп ре де ле ний.  Кли ка — лю бой пол ный под граф 
гра фа G;  кли ко вое чис ло (или плот ность) ρ(G) — чис ло вер шин 
са мой мощ ной кли ки.  Не за ви си мое мно же ст во — вся кая со во-
куп ность по пар но не смеж ных вер шин;  чис ло не за ви си мо сти 

α(G) — чис ло вер шин са мо го мощ но го мно же ст ва не за ви си мо сти. 
До пол ни тель ным к гра фу G = (X, Y) на зы ва ет ся граф  

~
G = (X, 

~
Y) 

с тем же мно же ст вом вер шин, до пол няю щий G до пол но го гра фа

G
0
 = G + 

~
G = (X, Y ∪ 

~
Y).

При ме ры клик гра фа G (рис. 6.19) изо бра же ны на рис. 6.20, 

до пол ни тель ный граф  
~
G — на рис. 6.21.

1

2

3

4
G

Рис. 6.19. Связный граф G

1

1

2

1

2

3
K1 K2 K3

Рис. 6.20. Клики графа G

1

2

3

4

–
G

Рис. 6.21. Дополнительный граф  
–
G
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По сколь ку вся кое мно же ст во по пар но смеж ных вер шин при рас-
крас ке тре бу ет кра сок по чис лу вер шин, кли ко вое чис ло яв ля ет ся 
ниж ней оцен кой для хро ма ти че ско го чис ла (6.2,а). Вто рая оцен ка 
(6.2,б) сле ду ет из то го, что α сов па да ет с  мощ но стью i

p
0
 наи боль ше го 

мно же ст ва вер шин, до пус каю ще го ок ра ши ва ние од ним цве том:

a) γ(G) ≥ ρ(G);  б) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥

)(

||
(G)

G

X

α
γ . (6.2)

Дей ст ви тель но, пусть фик си ро ва на не ко то рая оп ти маль ная 
рас крас ка, V

i
 — од но цвет ные мно же ст ва вер шин, |V

i
| = p

i
. По по-

строе нию XVi =
=
∪
γ

1i

, ||
1

Xp
i

i =∑
=

γ
, и ка ж дое V

i
 есть не за ви си мое мно жест-

во. Де ле ние по след не го ра вен ст ва на α с уче том не ра венств p
i
 ≤ α 

при во дит к нуж ной оцен ке:

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≥=≥ ∑

= ααα
γ .

γ XXp

i

i

1

От ме тим без до ка за тель ст ва бо лее гру бую, чем (6.2,а), но за то 
лег че вы чис ли мую оцен ку (Гел лер Д. П., 1970 г.):

mn

n
G

2
)(

2

2

−
≥γ , n = |X|, m = |Y|.

Ин те рес ны оцен ки сум мы и про из ве де ния хро ма ти че ских чи-
сел γ и ~γ гра фа G и его до пол не ния 

~
G, до ка зан ные Норд хау зом Е. А. 

и Гад ду мом Ж. В. в 1956 г.:

1~2 +≤+≤ nn γγ ; 
2

2

1~ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
≤≤

n
n γγ . (6.3)

Оче вид на так же оцен ка свер ху: γ ≤ n + 1 – α. Пусть δ = δ(G) 
наи мень шая из сте пе ней вер шин гра фа G, ∆ = ∆(G) — наи боль шая. 
Спра вед ли вы сле дую щие изящ ные ут вер жде ния.

1°.   Тео ре ма Брук са (1941 г.). 
Ес ли G — не пол ный связ ный граф и ∆(G) ≥ 3, то γ(G) ≤ ∆(G).
2°. Для лю бых на ту раль ных чи сел n, α, γ, удов ле тво ряю щих 

не ра вен ст вам n/2 ≤ γ ≤ n + 1 – α, су ще ст ву ет n-вер шин ный граф 
с чис лом  не за ви си мо сти α и хро ма ти че ским чис лом γ.

4. За да чу рас крас ки вер шин гра фа G мож но пе ре фор му ли ро-
вать в ви де не ко то рой за да чи бу ле во го про грам ми ро ва ния. Пусть 
r ≥ γ(G) — ка кая-ни будь верх няя оцен ка хро ма ти че ско го чис ла так, 
что граф G r-рас кра ши ва ем. Вве дем мат ри цу бу ле вых пе ре мен ных 
рас крас ки T = {t

ij
}, i = 1, …, r; j = 1, …, n; n = |X|, где для ка ж дой 
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рас крас ки t
ij
 = 1, ес ли вер ши на x

j
 ок ра ше на в i-й цвет, и t

ij
 = 0 — 

в про тив ном слу чае. Ес ли R = {r
ij
} — мат ри ца ин ци ден ций не ориен-

ти ро ван но го гра фа G, то для про из ве де ния мат риц TR эле мент 

( ) ∑
=

=⋅
n

k
kjikij rt

1

RT  ра вен: 0, ес ли ни один из кон цов реб ра j не ок ра-

шен в i-й цвет; 1, ес ли точ но один ко нец реб ра j ок ра шен в i-й цвет; 
2, ес ли оба кон ца реб ра j ок ра ше ны в i-й цвет. По след няя си туа ция 
воз мож на толь ко при не пра виль ной рас крас ке, по это му ус ло вие 
пра виль но сти рас крас ки вы ра жа ет ся сис те мой r · m не ра венств:

(T ⋅ R)
ij
 ≤ 1; 1 ≤ i ≤ r; 1 ≤ j ≤ m = |Y|. (6.4)

Ус ло ви ем ок ра шен но сти ка ж дой вер ши ны x
j
 в один цвет 

есть

1
1i

ij =∑
=

r

t , 1 ≤ j ≤ n. (6.5)

 Лю бая бу лев ская мат ри ца T, удов ле тво ряю щая ог ра ни че ни ям 
(6.4, 6.5), обес пе чи ва ет r-рас крас ку G. Что бы по лу чить стан дарт-
ную оп ти ми за ци он ную за да чу, не об хо ди мо до ба вить функ цию це-
ли, на при мер, ми ни ми зи ро вать час то ту ис поль зо ва ния по след не го 
(r-го) цве та:

( ) min
1

r →=∑
=

n

j
rjtTρ . (6.6)

Вся кое ре ше ние T
0
 за да чи ли ней но го бу лев ско го про грам ми ро-

ва ния (6.4, 6.5, 6.6) да ет пра виль ную рас крас ку G, при том с по мо-
щью (r – 1) кра сок, ес ли γ(G) < r. В этом слу чае ρ

r
(T

0
) = 0 и мож но 

умень шить чис ло строк мат ри цы рас крас ки T на од ну, за ме нить 
в (6.4, 6.5, 6.6) r на r – 1 и ре шить за да чу за но во. Про дол жая та кой 
про цесс, мы при дем к мо мен ту, ко гда для ре ше ния Т оче ред ной 
умень шен ной за да чи впер вые по лу чит ся не ну ле вое зна че ние це ле-
вой фор мы: ρ

S
(Т) ≠ 0. Это бу дет оз на чать, что γ(G) = S.

Су ще ст ву ет спо соб за да ния це ле вой фор мы, сра зу при во дя щий 
к рас крас ке с наи мень шим чис лом кра сок γ(G). Со пос та вим ка ж-
до му цве ту i штраф p

i
 так, что бы р

i + 1
 > np

i 
(n = |X|). То гда це ле вая 

фор ма

min)(
1 1

→= ∑∑
= =

r

i

n

j
ijitpTZ  (6.7)

с ог ра ни че ния ми (6.4, 6.5) обес пе чи ва ет рас крас ку Т
0
 с по мо щью 

γ(G) кра сок. Ины ми сло ва ми, бу лев ское ре ше ние T
0
 за да чи (6.4, 

6.5, 6.6) име ет ну ле вые стро ки γ + 1, …, r.
Дей ст ви тель но, ну ле вая i-я стро ка у Т

0
 оз на ча ет, что i-й цвет 

не ис поль зу ет ся, и ес ли ис поль зу ет ся цвет i + m, то пе ре ста нов ка 
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двух строк i, i + m в Т
0
 при ве дет к рас крас ке 

–
T

0
 с мень шей фор мой 

(2.14): Z(
–
Т

0
) < Z(T

0
), что не воз мож но. По это му в T

0
 ну ле вые стро ки 

сто ят по след ни ми. Да лее пусть r
0
 — наи боль ший но мер не ну ле вых 

строк. То гда r
0 
≥ γ = γ(G), так как для вся кой пра виль ной рас крас ки 

тре бу ет ся не ме нее γ кра сок. Пред по ло жим, r
0
 ≥ γ + 1 и 

–
T — мат ри ца 

пра виль ной рас крас ки с γ крас ка ми (хо тя бы од на та кая рас крас-
ка су ще ст ву ет и удов ле тво ря ет ус ло ви ям (6.4, 6.5)). Не умень шая 
общ но сти, мож но счи тать, что все ну ле вые стро ки 

–
Т име ют но ме ра 

γ + 1, …, r. Оче вид но,

( ) γγ

γ

γ

γ

npptptpTZ
n

j

n

j i

ij

i

n

j

iji ==≤= ∑∑∑∑∑ 1 ,

( ) 1
1 1

0
0 0

0

+
= =

≥≥= ∑∑ γpptpTZ .r

r

i

n

j
iji

По ус ло вию оп ти маль но сти ре ше ния, Т
0
 долж но быть 

Z(T
0
) ≤ Z(T), от ку да pγ

 + 1 
≤ npγ. По след нее не ра вен ст во про ти во-

ре чит ус ло вию вы бо ра штраф ных ко эф фи ци ен тов, по это му r
0
 = γ.

В за ви си мо сти от си туа ции, вме сто r ⋅ m ус ло вий (6.4) мож но 
ис поль зо вать r ⋅ n ус ло вий

( ) 01
1

≥−− ∑
=

n

k
kjikij attL ; 1 ≤ i ≤ r; 1 ≤ j ≤ n; (6.8)

где L — лю бое чис ло, боль шее n; a
k, j

 — эле мен ты мат ри цы смеж но с-
ти не орг ра фа G. При этом, не умень шая общ но сти, мож но счи тать, 
что 0 ≤ a

k, j 
≤ 1, ибо крат ные реб ра мож но уб рать из G, не ме няя 

за да чи рас крас ки вер шин.
За ме тим, что при боль ших n и r в це ле вой фор ме штраф ные коэф-

фи ци ен ты име ют слиш ком боль шой раз брос по по ряд ку зна че ний; 
это соз да ет не удоб ст ва для вы чис ле ний и тре бу ет осо бых прие мов для 
со хра не ния над ле жа щей точ но сти. В со че та нии с прин ци пи аль ны ми 
труд но стя ми точ но го ре ше ния за да чи бу лев ско го про грам ми ро ва-
ния вы со кой раз мер но сти мы при хо дим к не уте ши тель но му вы во-
ду: для боль ших гра фов рас крас ка и на хо ж де ние хро ма ти че ско го 
чис ла ме то дом све де ния к за да че бу лев ско го про грам ми ро ва ния 
прак ти че ски не эф фек тив ны. Сле ду ет ис поль зо вать спе ци фи че ские 
ал го рит мы, учи ты ваю щие осо бен но сти гео мет рии гра фа. Бо лее то-
го, ес ли по став лен ная пе ред вы чис ли те лем за да ча бу лев ско го про-
грам ми ро ва ния до пус ка ет ин тер пре та цию как за да ча рас крас ки 
не ко то ро го гра фа G, то при вы со ких раз мер но стях эф фек тив нее 
ис кать имен но оп ти маль ную рас крас ку гра фа, а уже с ее по мо щью 
за пи сы вать ре ше ние ис ход ной за да чи про грам ми ро ва ния.
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Для рас крас ки не очень боль ших гра фов при ме ня ют ся ал го-
рит мы пе ре бо ра. 

Для рас крас ки боль ших гра фов, ко гда точ ные ал го рит мы ока-
зы ва ют ся не до пус ти мо тру до ем ки ми, ис поль зу ют ся ал го рит мы при-
бли жен ной рас крас ки, се мей ст во ко то рых весь ма мно го чис лен но. 
Сре ди них име ют ся эв ри сти че ские и слу чай но-по ис ко вые ал го рит-
мы. При их ис поль зо ва нии сле ду ет про яв лять из вест ную ос то рож-
ность (на при мер, срав ни вать ре зуль та ты ре ше ния по не сколь ким 
прин ци пи аль но раз лич ным ал го рит мам), ибо для ка ж до го ал го рит-
ма, как пра ви ло, мож но по стро ить граф, для ко то ро го ал го ритм 
да ет про из воль но плохую оцен ку хро ма ти че ско го чис ла. 

5. При клад ные за да чи, свя зан ные с рас крас ка ми, мо гут быть 
в точ но сти эк ви ва лент ны ми за да че рас крас ки, но ча ще со дер жат 
еще до пол ни тель ные ог ра ни че ния.

5.1.  За да ча за груз ки (раз ме ще ния) n про дук тов (пред ме тов) по 
ящи кам (хра ни ли щам). Мо дель ный граф G име ет n вер шин (от ве-
чаю щих про дук там), а на ли чие реб ра (x

i
, x

j
) оз на ча ет, что про дукт 

x
i
 не со вмес тим с x

j
. Ес ли вме сти мо сти Q

i
 ящи ков ве ли ки (Q

i 
≥ n), 

то за да ча раз ме ще ния в наи мень шее чис ло ящи ков эк ви ва лент на 
за да че оп ти маль ной рас крас ки вер шин гра фа G. При ог ра ни чен ных 
вме сти мо стях Q

i
 к обыч ным ус ло ви ям рас крас ки в обо зна че ни ях 

п. 6.4 до ба вят ся ог ра ни че ния

i

n

j
ij Qt ≤∑

= 1

. (6.9)

5.2. В  за да чах тео рии рас пи са ний (ина че, ка лен дар но го пла-
ни ро ва ния) опе ра ци ям (ос мот рам) со пос тав ля ют ся вре мен ные ин-
тер ва лы. От не сем им вер ши ны х

i
 мо дель но го гра фа G, у ко то ро го 

реб ро (x
i
, x

j
) есть то гда и толь ко то гда, ко гда опе ра ции x

i
, x

j
 не со вмес-

ти мы во вре ме ни. При оди на ко вой дли тель но сти и про из воль ной 
оче ред но сти опе ра ций оп ти маль ное рас пи са ние (ми ни ми зи рую щее 
сум мар ное вре мя вы пол не ния всех ра бот) эк ви ва лент но оп ти маль-
ной рас крас ке мо дель но го гра фа G. Хро ма ти че ское чис ло рав но 
оп ти маль но му вре ме ни вы пол не ния всех ра бот: γ(G) = T

min
. Кро ме 

то го, раз лич ные цве та мо гут от ве чать, на при мер, раз лич ным участ-
кам (по ме ще ни ям), и ес ли на i-м уча ст ке нель зя вы пол нять бо лее 
Q

i
 опе ра ций од но вре мен но, то в мо дель ной рас крас ке по яв ля ет ся 

до пол ни тель ное ог ра ни че ние (6.9).
Ти пич ной за да чей это го ти па яв ля ет ся за да ча со став ле ния рас-

пи са ния за ня тий. Пусть, на при мер, тре бу ет ся про честь не сколь-
ко лек ций (ка ж дая по од но му ча су) за крат чай шее вре мя. Чис ло 
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групп слу ша те лей рав но чис лу лек ций, но все же не ко то рые лек-
ции нель зя чи тать од но вре мен но (на при мер, их чи та ет один и тот 
же лек тор). Оп ти маль ное рас пи са ние эк ви ва лент но ми ни маль ной 
рас крас ке та ко го гра фа G, у ко то ро го вер ши ны от ве ча ют лек ци ям, 
а смеж ность вер шин оз на ча ет, что со от вет ст вую щие лек ции нель зя 
чи тать од но вре мен но.

Не труд но скор рек ти ро вать лю бой из ал го рит мов оп ти маль ной 
рас крас ки так, что бы учи ты ва лись ог ра ни че ния (6.9).

 Задания
1. Доказать, что чис ло вер шин n ре гу ляр но го би хро ма ти че ско го 

гра фа чет но, а мно же ст ва од но цвет но сти Х
1
, Х

2
 (рис. 6.18) име-

ют оди на ко вые чис ла вер шин: 
|X

1
| = |X

2
| = α(G) = n/2.

2. Доказать, что:
 а) для пра виль ной рас крас ки кар ты, по лу чаю щей ся при пе ре се-

че нии ок руж но стей на плос ко сти, дос та точ но двух цве тов;
 б) вся кая кар та, не имею щая вер шин сте пе ни 2, име ет грань, 

гра ни ца ко то рой со дер жит не бо лее пя ти ре бер.

6.8. Де ре вья
 Определение

Связ ный граф Т без цик лов на зы ва ет ся  де ре вом. Ори ен та ция 
мо жет не учи ты вать ся, и то гда го во рят о  реб рах де ре ва y

j. 

Ес ли ори ен та ция учи ты ва ет ся, то го во рят о  ду гах де ре ва, 
а само  де ре во на зы ва ет ся ори ен ти ро ван ным, на при мер, де-
ре во ло ги че ских воз мож но стей, ге неа ло ги че ское де ре во.

По ми мо приведенного оп ре де ле ния мож но дать еще не сколь ко 
эк ви ва лент ных оп ре де ле ний де ре ва.

 Тео ре ма 6.7
Для гра фа G с n вер ши на ми и m реб ра ми рав но силь ны сле-

дую щие свой ст ва:
1. G свя зен и не име ет цик лов.
2. G свя зен, и чис ло его вер шин на еди ни цу пре вос хо дит чис ло 

ре бер: n = m + 1.
3. G не со дер жит цик лов и n = m + 1.
4. G не со дер жит цик лов, но до бав ле ние реб ра ме ж ду лю бы ми дву-

мя не смеж ны ми вер ши на ми при во дит к по яв ле нию цик ла.
5. G свя зен, но те ря ет это свой ст во при уда ле нии лю бо го реб ра.
6. Лю бые две вер ши ны х

i
 ≠ x

k
 гра фа G со еди ня ет един ст вен ная 

цепь. 
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Если одно из свойств 2–6 выполнено, то граф G есть дерево.
До ка за тель ст во тео ре мы 6.7 или ее час тей со дер жит ся во мно-

гих кни гах по тео рии гра фов. По сколь ку оно не тре бу ет спе ци аль-
ной тех ни ки и дос та точ но эле мен тар но, пре дос та вим его чи та те лю 
в ка че ст ве уп раж не ния.

След ст вие 6.3. Вся кое де ре во с чис лом вер шин n ≥ 2 име ет, по 
мень шей ме ре, две ви ся чие (кон це вые) вер ши ны.

Дей ст ви тель но, по лем ме о ру ко по жа ти ях (п. 6.4) сум ма сте пе-

ней вер шин есть ∑
=

−=
n

i
i nx

1

)1(2)(δ . По сколь ку δ(x
i
) ≥ 1 (изо ли ро ван ные 

вер ши ны от сут ст ву ют), то хо тя бы две вер ши ны х
1
, х

2 
име ют сте пень 

δ(x
1
) = δ(x

2
) = 1, в про тив ном слу чае δ(x

i
) ≥ 2 для всех i, так что

∑
=

≥
n

i
i nx

1

2)(δ . 

В раз де ле 6.2 на рис. 6.6 был при ве ден при мер де ре ва G с чис-
лом вер шин n = 21, в ко то ром центр со сто ял из двух вер шин {u, v}. 
Для про стой це пи Р

n
 центр со сто ит из од ной вер ши ны, ес ли чис ло 

вер шин n не чет но, и со от вет ст вен но — из двух вер шин, ес ли n чет-
но (рис. 6.22).

P2

 P3

 P41 1

u

u

v

2

3

22 1

3

2

u v

Рис. 6.22. Экс цен три си те ты вер шин и цен тры це пей Р
2
, Р

3
, Р

4

Ока зы ва ет ся, для лю бо го де ре ва спра вед ли ва.

 Тео ре ма 6.8

Центр лю бо го де ре ва со сто ит из од ной или двух смеж ных 
вер шин.

 Для де ревь ев Р
2
, Р

3 
c чис лом вер шин n = 2, n = 3 ут вер жде ние 

спра вед ли во (см. рис. 6.22). Пусть Т — де ре во с n вер ши на ми, n > 3. 
Ес ли уда лить из Т все ви ся чие реб ра с кон це вы ми вер ши на ми, то 
по лу чен ное де ре во Т

0 
(⊂ Т) име ет тот же центр, что и де ре во Т. Те-

перь тео ре ма вы во дит ся по ин дук ции. 
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Пе ре чис ле ние гра фов и де ревь ев: 
не изо морф ных, кор не вых и по ме чен ных
За да чи пе ре чис ле ния всех «раз лич ных» (в том или ином 

смыс ле) гра фов с за дан ным чис лом вер шин n яв ля ют ся труд ны ми. 
Они воз ни ка ли и ре ша лись в чис том ви де или с до пол ни тель ны-
ми ог ра ни че ния ми в ма те ма ти ке, хи мии, фи зи ке, про ек ти ро ва нии 
и раз лич ных ин же нер ных про бле мах. По нят но, что пе ре чис ле ние 
де ревь ев с n вер ши на ми об ра зу ет, с од ной сто ро ны, бо лее про стой, 
с дру гой сто ро ны, — ба зо вый класс за дач.

Граф G = (X, Y) на зы ва ет ся  по ме чен ным, ес ли его вер ши нам 
при свое ны фик си ро ван ные мет ки, на при мер, но ме ра 1, 2, …, n. 
Два по ме чен ных гра фа оди на ко вы (не раз ли ча ют ся), ес ли их вер-
ши ны по ме че ны од ной сис те мой ме ток и су ще ст ву ет изо мор физм 
(см. п. 10.4) од но го гра фа на дру гой, при ко то ром со хра ня ют ся мет-
ки всех вер шин. На рис. 6.23 изо бра же ны все по ме чен ные гра фы 
с чис лом вер шин n = 3; их ко ли че ст во рав но 8.

Ко ли че ст во G
nm

 (не ори ен ти ро ван ных) по ме чен ных (n, m) — гра-
фов (про стых с n вер ши на ми и m реб ра ми) рав но, оче вид но, чис лу 
со че та ний из мно же ст ва раз лич ных не ори ен ти ро ван ных пар вер шин 
{( ji xx , )} по чис лу ре бер m. Так как чис ло ука зан ных пар вер шин 
рав но чис лу со че та ний C

n
2 (из n по 2), то (см. п. 10.3)

,s2
mm

Cnm CCG
n

==  
2

)1(2 −
==

nn
CS n . (6.11)

Сум ми руя чис ла G
nm 

по всем воз мож ным ко ли че ст вам ре бер 

m = 1, 2, …, 
2

)1( −nn
 от слу чая без ре бер но го гра фа до слу чая пол-

но го гра фа с n вер ши на ми, по лу ча ем чис ло G
n 

всех по ме чен ных 
гра фов с n вер ши на ми:

1 1

32

2 1

32

1

32

3

4 1

32

5 1

32

1

32

6

7 1

32

8 1

32

Рис. 6.23. По ме чен ные гра фы с тре мя вер ши на ми
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∑
=

==
s

m

sm
sn CG

0

,2  ...
2

)1(2 −
==

nn
CS n  (6.12)

 Пред став ле ние сум мы в (6.12) в ви де 
2

2 nC  сле ду ет из фор му лы 

(10.14). В ча ст но сти, 822 3
3

2
3 === CG  (см. рис. 6.23), 22 21

34

4

2
4 === ⋅

⋅
CG

6426 == .
Чис ло g

n 
не изо морф ных гра фов без по ме ток (про стых, не ориен-

ти ро ван ных) най ти зна чи тель но труд нее. Сре ди вось ми гра фов 
рис. 6.23 без уче та по ме ток мож но ука зать толь ко че ты ре по пар но 
не изо морф ных друг дру гу, на при мер, в квад ра тах 1, 2, 7, 8. Сле до-
ва тель но, g

3
 = 4, что вдвое мень ше чис ла G

3
 по ме чен ных гра фов. 

Чис ло G
4
 по ме чен ных че ты рех вер шин ных гра фов рав но 64, в то 

вре мя, как раз лич ных не изо морф ных че ты рех вер шин ных гра фов 
без по ме ток су ще ст ву ет все го 11 = g

4
 (см. рис. 6.24).

1 2 3

5 6 7

8 9

4

10 11

Рис. 6.24. Че ты рех вер шин ные не изо морф ные гра фы 

Ес ли че рез g
nm 

обо зна чить чис ло не изо морф ных n-вер шин ных 
гра фов с m реб ра ми, то

∑
=

=
s

m
nmn gg

0

, 
2

)1(2 −
==

nn
Cs n . (6.13)

Со глас но рис. 6.24, для n = 4 име ем: s = 6; g
4, 0

 = 1 (квад рат 1), 
g

4, 1
 = 1 (квад рат 2), g

4, 2
 = 2 (квад ра ты 3, 4), g

4, 3
 = 3 (квад ра ты 5, 6, 7), 

g
4, 4

 = 4 (квад ра ты 8, 9), g
4, 5

 = 1 (квад рат 10), g
4, 6

 = 1 (квад рат 11). 
По фор му ле (6.13) g

4
 = 1 + 1 + 2 + 3 + 2 + 1 + 1 = 11. 

В об щем слу чае ко ли че ст во не изо морф ных гра фов g
nm

, g
n
 на-

хо дят ся с по мо щью тео рии пе ре чис ле ния кон фи гу ра ций, соз дан-
ной Д.  Пойа. С ее по мо щью под счи та но, на при мер, что g

9, 5
 = 25, 

g
9, 7

 = 148, g
9, 9

 = 771, g
9, 15

 = 21933, g
9, 18

 = 34040; и на ко нец, чис ло 
всех гра фов с 9-ю вер ши на ми рав но G

9
 = 308168.
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Пе рей дем к пе ре чис ле нию де ревь ев, обо зна чив че рез τ
n
 чис ло 

по ме чен ных де ревь ев и че рез t
n
 чис ло обыч ных1 (не изо морф ных) 

деревь ев с n вер ши на ми. На рис. 6.23 (квадраты 5, 6, 7) вид но, что 
τ

3
 = 3, t

3
 = 1. Далее t

4
 = 2 (рис. 6.24, квад ра ты 6, 7) и как вид но из 

рис. 6.25, чис ло по ме чен ных че ты рех вер шин ных де ревь ев рав но 
16 = τ

4
.

1

2

3

4

1

2

3

4

1
 

2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Рис. 6.25. По ме чен ные четырехвершинные

 Фор му ла А. Кэ ли (1897 г.). Чис ло τ
n
 по ме чен ных де ревь ев с n 

вер ши на ми рав но nn – 2

τ
n
 = nn – 2. (6.14)

До ка за тель ст во при во дит ся ни же (см. след ст вие 6.4 из тео ре-
мы 6.9).

На при мер, τ
2
 = 22 – 2 = 1, τ

3
 = 33 – 2 = 3, τ

4
 = 44 – 2 = 16 (рис. 6.25), 

τ
5
 = 55 – 2 = 125, τ

6
 = 64 = 1296, τ

7
 = 75 = 16807. 

1 Деревья без каких-либо пометок иногда называются  свободными де ре-
вьями.
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Чис ла t
n
 обыч ных (не изо морф ных) де ревь ев яв ля ют ся зна чи-

тель но мень ши ми, од на ко вы чис лить их су ще ст вен но труд нее. 
Со вре мен ные ал го рит мы на хо ж де ния зна че ний t

n
 и по лу че ния 

кон фи гу ра ций не изо морф ных де ревь ев с n вер ши на ми ос но ва ны 
на тео рии пе ре чис ле ния Д.  Пойа.

Важ ный класс гра фов об ра зу ют де ре вья с од ной по ме чен ной 
вер ши ной, ко то рая на зы ва ет ся  кор нем. Са мо де ре во с од ной по ме-
чен ной («вы де лен ной») вер ши ной на зы ва ет ся  кор не вым де ре вом. 
Чис ло кор не вых де ревь ев с n вер ши на ми обо зна ча ет ся че рез T

n
; 

яс но, что
t

n
 ≤ T

n
 ≤ τ

n
. (6.15)

Все кор не вые де ре вья с чис лом вер шин n = 3 и n = 4 изо бра-
же ны на рис. 6.26.

T3  = 2 T4  = 4

Рис. 6.26. Кор не вые де ре вья с тре мя и че тырь мя вер ши на ми

 В таб ли це 6.1 при ве де ны зна че ния чи сел t
n
 не изо морф ных де-

ревь ев, T
n
 кор не вых де ревь ев и τ

n
 по ме чен ных де ревь ев с чис ла ми 

вер шин n от 1 до 10.
Таб ли ца 6.1. Зна че ния t

n
, T

n
, τ

n
 

Чис ло вер шин n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Чис ло де ревь ев t
n

1 1 1 2 3 6 11 23 47 106

Чис ло кор не вых 
де ревь ев T

n

1 1 2 4 9 20 48 115 286 719

Чис ло по ме чен ных 
де ревь ев τ

n

1 1 3 16 125 1296 16897 262144 4782969 108 

На рис. 6.27 изо бра же ны все не изо морф ные де ре вья с пя тью 
вер ши на ми (t

5
 = 3).

Рис. 6.27. Не изо морф ные де ре вья c пя тью вер ши на ми
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Ос то вы (кар ка сы) гра фа

  Ос тов ным под гра фом (крат ко — ос то вом) или кар ка сом 

гра фа G = (X, Y) на зы ва ет ся под граф H = (X, Y
H

) без цик лов, 
со дер жа щий все вер ши ны X и мак си маль но боль шое чис ло ре бер. 
Ес ли граф G — связ ный, то ос тов H есть де ре во, ес ли G со дер жит 
р ком по нент связ но сти, то ос тов (кар кас) H со сто ит из р де ревь ев. 
Два ос то ва в G счи та ют ся раз лич ны ми, ес ли они от ли ча ют ся хо тя 
бы од ним реб ром, то есть как гра фы. Для то го что бы G имел бо лее 
од но го ос то ва, не об хо ди мо и дос та точ но су ще ст во ва ние хо тя бы 
од но го цик ла в G.

 За да ча оп ре де ле ния чис ла всех ос то вов гра фа G и их фак ти че-
ско го кон ст руи ро ва ния яв ля ет ся важ ной для при ло же ний. По нят-
но, ее дос та точ но ре шить для связ но го G. Для пол но го (про сто го) 
гра фа G пе ре чис ле ние ос то вов есть пе ре чис ле ние всех по ме чен ных 
де ревь ев с n = |Х| вер ши на ми, так что чис ло ос то вов рав но nn – 2 
(см. (6.13),  тео ре ма Кэ ли). В об щем слу чае чис ло ос то вов по лу чил 
Кирх гоф в 1847 г.  Мат ри цей Кирх го фа К(G) про сто го гра фа G на-
зы ва ет ся n × n — мат ри ца с эле мен та ми 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=  если вершины xi, xj не смежны; ,0

 если вершины xi, xj смежны; ,1

i, jk

δi = degxi, если i = j.

Сум ма эле мен тов в ка ж дой стро ке (и ка ж дом столб це) мат-
ри цы K(G) рав на ну лю. У лю бой квад рат ной мат ри цы с та ким 
свой ст вом строк и столб цов, а не толь ко у мат ри цы Кирх го фа 
K(G) ал геб раи че ские до пол не ния ∆

ij 
всех эле мен тов к

ij
 рав ны ме ж-

ду со бой: ∆
ij
 = ∆.

У мат ри цы же K(G) ве ли чи на ∆ рав на чис лу ос тов ных де ревьев.

 Тео ре ма 6.9 (Кирх гоф)

Чис ло ос тов ных де ревь ев в про стом связ ном гра фе G с n 
вер ши на ми (n ≥ 2) рав но ал геб раи че ско му до пол не нию лю бо го эле-
мен та мат ри цы Кирх го фа K(G).

До ка за тель ст во опи ра ет ся на вы ра же ние оп ре де ли те ля по фор-
му ле Би нэ — Ко ши.

След ст вие 6.4. Спра вед ли ва  фор му ла Кэ ли (6.14) для чис ла 
по ме чен ных де ревь ев с n вер ши на ми τ

n
 = nn – 2:

 Все по ме чен ные де ре вья с n вер ши на ми об ра зу ют в точ но сти 
мно же ст во ос тов ных де ревь ев пол но го гра фа К

n
. По тео ре ме 6.9 
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их чис ло рав но ал геб раи че ско му до пол не нию ∆
11 

эле мен та к
11

 мат-
ри цы Кирх го фа

К(К
n
) = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−

−−−−
−−−−

1...111

.......

1...111

1...111

n

n

n

раз мер но сти n × n. Оп ре де ли тель по ряд ка (n – 1)

∆
11 

= 

1...111

...............

1...111

1...111

−−−−

−−−−
−−−−

n

n

n

удоб но пре об ра зо вать, за ме нив сна ча ла пер вую стро ку сум мой всех 
строк, а за тем, при бав ляя по лу чен ную стро ку из еди ниц к стро кам 
с но ме ра ми 2, 3, …, n – 1:

∆
11

= 

n

n

n

n

...00.0

........

0...0.0

........

1...11.1

1...111

.......

1...111

.......

1...111

=

−−−−

−−−−  = nn – 2. 

Ал го ритм по строе ния ос тов но го де ре ва. 
По иск в глу би ну

 За да ча по строе ния ка ко го-ли бо (од но го!) ос тов но го де ре ва 
в гра фе G = (X, Y) от но сит ся к чис лу важ ней ших для прак ти ки 
и, к сча стью, яв ля ет ся про стей шей для ал го рит ми за ции и компь ю-
тер ной реа ли за ции. По нят но, что ос нов ная идея по строе ния долж на 
со сто ять в по сле до ва тель ном от бо ре ре бер, не об ра зую щих цик лы 
с пре ды ду щи ми. Пред по ло жим, по строе ние ос тов но го де ре ва 
T =  (X, Y

T
) за кон че но. То гда в его про цес се бы ли про смот ре ны все 

n вер шин и ото бра ны (n – 1) реб ро гра фа G, n – 1 = |Y
T
|. Не яс но, 

сколь ко все го ре бер по тре бу ет ся про смот реть, от би рая реб ра Y
T
 без 

цик лов; воз мож но, в худ шем слу чае все реб ра мно же ст ва Y.
Учи ты вая по след нее за ме ча ние, мы сна ча ла при ве дем так на зы-

вае мый ал го ритм «по ис ка в глу би ну», про смат ри ваю щий по од но му 
ра зу все реб ра гра фа G, и, ра зу ме ет ся, все его вер ши ны. За ме тим, 
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что по иск в глу би ну (со кра щен но ПГ) — не един ст вен ный ме тод 
про смот ра всех вер шин и ре бер гра фа G. На при мер, час то ис поль зу-
ет ся про смотр гра фа «по ис ком в ши ри ну», при ко то ром в ка ж дой 
оче ред ной вер ши не про смат ри ва ют ся все ин ци дент ные ей реб ра 
без ис клю че ния и все их кон це вые вер ши ны (то есть «ок ру же ние» 
вер ши ны X). Ме тод по ис ка в ши ри ну фак ти че ски ис поль зо вал ся 
на ми в раз де ле 6.7 при рас крас ке би хро ма ти че ско го гра фа в до ка-
за тель ст ве тео ре мы Ке ни га.

Ка че ст вен ное опи са ние ал го рит ма по ис ка в глу би ну, 
обо зна че ния

В про цес се по ис ка в глу би ну вер ши нам гра фа G по сле до ва-
тель но при сваи ва ют ся но вые но ме ра (ПГ-но ме ра) от 1 до n, а реб-
ра по лу ча ют мет ки двух клас сов: «пря мое реб ро» и «об рат ное реб-
ро». По иск на чи на ет ся с про из воль ной вер ши ны ν

0
 ∈ X, котoрой 

при сваи ва ет ся ПГ-но мер1: ПГ (ν
0
) = 1. Да лее вы би ра ет ся лю бое 

ин ци дент ное к ν
0
 реб ро (ν

0
, ν), по ме ча ет ся мет кой «пря мое реб ро» 

и вер ши не ν при сваи ва ет ся ПГ-но мер 2. Сле дую щий (тре тий) шаг 
по ис ка на чи на ет ся в вер ши не ν, в ко то рой ПГ (ν) = 2, и под чи ня ет ся 
рек ку рент ной про це ду ре, ко то рую мы опи шем для про из воль но го 
ша га (k + 1). Пред по ло жим, k-ый шаг вы пол нен и не ко то рая вер-
ши на x по лу чи ла ПГ-но мер ПГ (x) = k. 

Воз мож ны две си туа ции:
1. В вер ши не x су ще ст ву ет ин ци дент ное не по ме чен ное реб ро (x, w). 

Ес ли вер ши на w уже име ет ПГ-но мер, то реб ро (x, w) по лу ча ет 
мет ку «об рат ное», и про дол жа ет ся по иск не по ме чен но го реб ра, 
ин ци дент но го вер ши не x. Ес ли же вер ши на w не име ет ра нее 
при сво ен но го ПГ-но ме ра, то ей при сваи ва ет ся оче ред ной ПГ-
но мер ПГ (w) = k + 1, реб ро (x, w) по лу ча ет мет ку «пря мое», 
и по иск пе ре ме ща ет ся в вер ши ну w.

2. Все реб ра, ин ци дент ные вер ши не x, по ме че ны на пре ды ду щих 
ша гах. То гда по иск воз вра ща ет ся в вер ши ну –x, имею щую пред-
ше ст вую щий ПГ-но мер ПГ (–x) = k – 1. 
По иск в глу би ну за кан чи ва ет ся, ко гда все реб ра гра фа G ока-

жут ся по ме чен ны ми.
Обо зна чим Y

+
 — мно же ст во пря мых ре бер, Y

–
 — мно же ст во 

об рат ных ре бер. Из про це ду ры по ис ка в глу би ну сле ду ет ут вер-
жде ние.

Утверждение. Ес ли G = (X, Y) — связ ный граф, то под граф 
T = (X, Y

+
) есть ос тов ное де ре во в G, а под граф (X, Y

–
) яв ля ет ся 
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до пол ни тель ным к де ре ву T. Де ре во T яв ля ет ся ори ен ти ро ван ным 
кор не вым с кор нем ν

0
.

Пе рей дем к фор ма ли зо ван но му опи са нию ал го рит ма по ис ка 
в глу би ну. Пред ва ри тель но ин фор ма цию о гра фе G удоб но пред ста-
вить в ви де спи сков смеж но сти {N

x
}

x ∈ X
, где N

x
 — спи сок вер шин w, 

ин ци дент ных вер ши не x. В про цес се по ис ка фор ми ру ет ся ди на ми-
че ский спи сок S вер шин, в ко то рый ка ж дая вер ши на x вклю ча ет ся 
в точ но сти один раз в мо мент при свое ния ей ПГ-но ме ра, и, воз мож но, 
ис клю ча ет ся из S в мо мент воз вра та из x в вер ши ну с пре ды ду щим 
ПГ-но ме ром. Спи сок S ор га ни зу ет ся как стек, в ко то ром вклю че-
ние и ис клю че ние вер шин про из во дит ся спра ва. Исполь зу ют ся 
сле дую щие пе ре мен ные:
k — по след ний при сво ен ный ПГ-но мер;
p — ука за тель кон ца сте ка S, так что S(p) — имя по след ней вер-
ши ны сте ка S. Ал го ритм фор ми ру ет три рас ши ряю щих ся спи ска: 
спи сок вер шин SПГ, по лу чив ших к дан но му мо мен ту ПГ-но ме ра; 
спи сок «пря мых» ре бер SY

+
; спи сок SY

–
 «об рат ных» ре бер.

Ал го ритм по ис ка в глу би ну в не ори ен ти ро ван ном 
связ ном гра фе G = (X, Y)

1. Вы брать про из воль ную вер ши ну ν
0
 ∈ X. По ло жить ПГ(ν

0
):= 1, 

S(1):= ν
0
, SПГ:= {ν

0
}, SY

+
:= {∅}, SY

–
:= {∅}.

2. Вы брать ис сле дуе мую вер ши ну x:= S(p). 
3. Про смотр спи ска смеж но сти N

x
. Най ти та кую вер ши ну w ∈ N

x
, 

что реб ро (x, w) не по ме че но, и пе рей ти к шагу 4. Ес ли та кой 
вер ши ны в спи ске N

x
 нет, то пе рей ти к шагу 5. 

4. 4.1. Ес ли вер ши на w уже име ет ПГ-но мер, то по ме тить реб ро 
(x, w) мет кой «об рат ное» и за не сти в ко нец спи ска SY

–
. Пе рей-

ти к шагу 3 и про дол жить про смотр спи ска смеж но сти N
x
.

 4.2. Ес ли вер ши на w еще не име ет ПГ-но ме ра, то при сво ить 
ей оче ред ной ПГ-но мер: k:= k + 1, ПГ (w) = k + 1. Реб ро (x, 
w) снаб дить мет кой «пря мое» и за не сти в ко нец спи ска SY

+
; 

по ло жить p:= p + 1, S(p):= w. Пе рей ти к шагу 2. 
5. Ес ли для про смат ри вае мо го на шаге 3 спи ска смеж но сти N

x
 

ка ж дая вер ши на w ∈ N
x
 со еди ня ет ся с вер ши ной x уже по ме-

чен ным реб ром (x, w), то вер нуть ся от вер ши ны x к вер ши не 
с пре ды ду щим ПГ-но ме ром и по ло жить:

p:= p – 1 (уда ле ние вер ши ны x из сте ка S).

 Ес ли p = 0, по иск в глу би ну за кан чи ва ет ся. Ес ли p ≠ 0, пе рей ти 
к шагу 2.
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6. По иск в глу би ну за кан чи ва ет ся, ко гда все реб ра Y по лу чи ли 
мет ки, то есть ко гда SY

+
 ∪ SY

–
 = Y. То гда

Y
+
 = SY

+
, Y

–
 = SY

–
, SПГ = X, T = (X, Y

+
) — 

 ос тов ное де ре во гра фа G.

За ме ча ние. Ос тов ное де ре во Т мог ло быть сфор ми ро ва но, 
во об ще го во ря, до окон ча ния про смот ра всех ре бер Y, имен но, 
в тот мо мент, ко гда чис ло пря мых ре бер дос тиг ло зна че ния n – 1: 
|SY

+
| = n – 1. 
Ка ко ва тру до ем кость ал го рит ма по ис ка в глу би ну? По сколь ку 

ка ж дая из n вер шин гра фа G не бо лее чем два раза об ра ба ты ва ет ся 
в сте ке S (один раз вклю ча ет ся и, воз мож но, один раз ис клю ча ет-
ся), то ра бо та со сте ком за ни ма ет θ(n) вре ме ни1.

Сум мар ное вы пол не ние шага 4 ал го рит ма тре бу ет θ(m) вре ме-
ни, где m — чис ло ре бер гра фа G (см. раздел 8). Сум мар ное вы пол-
не ние шага 3 так же мож но ог ра ни чить вре ме нем θ(m): дос та точ-
но ор га ни зо вать до пол ни тель ный мас сив с пе ре мен ной q = q(x), 
ука зы ваю щей но мер пер вой не про смот рен ной вер ши ны в спи ске 
смеж но сти N

x
, и на чи нать оче ред ной про смотр на шаге 3 с вер ши-

ны q(x). Сле до ва тель но, тру до ем кость все го ал го рит ма со став ля ет 
θ(n + m). Это наи луч ший воз мож ный ре зуль тат, так как все n + m 
вер шин и ре бер долж ны быть про смот ре ны. О та ких ал го рит мах 
го во рят, что они име ют ли ней ную слож ность: в оцен ке вре ме ни 
для наи худ ше го ва ри ан та вы чис ле ний чис ло всех «вход ных дан-
ных» ал го рит ма (здесь это n + m) ум но жа ет ся на по сто ян ную, не 
за ви ся щую от ко ли че ст ва дан ных.

Про ил лю ст ри ру ем рабо-
ту ал го рит ма на гра фе (рис. 
6.28). Для удоб ст ва пер во на-
чаль ные име на вер шин не 
при во дятся, а ука зываются 
уже их ПГ-но ме ра, ко то рые 
по луча ют ся по сле дова тель но 
в про цес се ра бо ты ал го рит ма. 
Пря мые реб ра по ме ча ют ся 
индек сом «п» и од ной стрел кой на сплош ной ли нии, об рат ные 
реб ра — ин дек сом «о» и стрелка ми на пунк тир ной ли нии. Но ме-
ра ре бер при сваи ва ют ся в по ряд ке их про хо ж де ния. В таб ли це 6.2 

1 То есть при больших n затраты времени на стек s не более чем cn, где 
постоянная c не зависит от n.

1 2
G

7 6

5

439

1п

2п

3п
4п

5п

6п

70
90

8п
10п

120

110

8

Рис. 6.28. Ал го ритм по ис ка в глу би ну
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при ве де ны 15 ша гов по ис ка в глу би ну, на ка ж дом ша ге ука зы-
ва ет ся пол но стью весь стек вер шин S, весь мас сив дан ных SY

+
 

весь мас сив SY
–
 и пометка но во го реб ра — ес ли та ко вое име ет-

ся. Ос та нов ка — по сле ша га 15. В стро ке 15 мас сив SY
+
 да ет все 

мно же ст во Y
+
 ре бер остов но го де ре ва Т, мас сив SY

–
 — мно же ст во 

Y
–
 ре бер ко де ре ва, хо тя фак ти че ски Y

+
 бы ло по лу чено еще на ша-

ге 13. Граф за дан спи ска ми смеж но сти N
k
 — множествами вершин, 

смежными kLой вершине: (k = 1, 2, …, 9): N
1
 = {2, 8}, N

2
 = {1, 3, 8}, 

N
3
 = {2, 4, 8, 9}, N

4
 = {3, 5}, N

5
 = {4, 6, 7}, N

6
 = {5, 7}, N

7
 = {5, 6}, 

N
8
 = {1, 2, 3, 9}, N

9
 = {3, 8}.

Таб ли ца 6.2. По иск в глу би ну для гра фа G рис. 6.28 

№ S — стек вер шин Мет ка реб ра Мас сив SY
+

Мас сив SY
–

1 1 1п 1п  –

2 1, 2 2п 1, 2 – п  – 

3 1, 2, 3 3п 1, 2, 3 – п  –

4 1, 2, 3, 4 4п 1, 2, 3, 4 – п  –

5 1, 2, 3, 4, 5 5п 1, 2, 3, 4, 5 – п  –

6 1, 2, 3, 4, 5, 6 6п 1, 2, 3, 4, 5, 6 – п  –

7 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 7
0

1, 2, 3, 4, 5, 6 – п 7
0

8 1, 2, 3, 4, 5, 6  – 1, 2, 3, 4, 5, 6 – п 7
0

9 1, 2, 3, 4, 5  – 1, 2, 3, 4, 5, 6 – п 7
0

10 1, 2, 3, 4  – 1, 2, 3, 4, 5, 6 – п 7
0

11 1, 2, 3 8п 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 – п 7
0

12 1, 2, 3, 8 9
0

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 – п 7
0
, 9

0

13 1, 2, 3, 8 10п 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 – п 7
0
, 9

0

14 1, 2, 3, 8, 9 11
0

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 – п 7
0
, 9

0
, 11

0

15 1, 2, 3, 8 12
0

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 – п 7
0
, 9

0
, 11

0
, 12

0

Ос та нов

За ме ча ние. Ес ли ис ход ный граф G не яв ля ет ся связ ным, то 
ал го ритм по ис ка в глу би ну про смот рит толь ко од ну из ком по нент 
гра фа и по стро ит ос тов ное де ре во этой ком по нен ты. По нят но, как 
мо ди фи ци ро вать ал го ритм, что бы по иск пе ре шел к но вой ком по нен-
те связ но сти и да лее про смот рел по сле до ва тель но все ком по нен ты, 
по стро ив, в ча ст но сти, ос тов ные де ре вья во всех ком по нен тах, то 
есть  ос тов ный лес гра фа G.
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Ал го рит м по строе ния ос тов но го де ре ва пу тем 
про из воль но го про смот ра ре бер

 Рас смот рим еще один ал го ритм по строе ния ос тов но го де ре ва, 
в ко то ром реб ра гра фа G про смат ри ва ют ся в про из воль ном по ряд-
ке. В ка ж дом ша ге ал го рит ма мно же ст во ре бер Y раз би ва ет ся на 
три под мно же ст ва: Yα — ок ра шен ные α-цве том, Yβ — ок ра шен ные 
β-цве том, Y

0
 — не ок ра шен ные. До на ча ла ра бо ты ал го рит ма Yα = ∅, 

Yβ = ∅, Y
0
 = Y; по сле ос та нов ки — |Yα| = n – 1, и дос ти же ние это го 

ра вен ст ва яв ля ет ся од ним из двух воз мож ных ус ло вий ос та нов ки. 
Ис ко мое ос тов ное де ре во Т стро ит ся из α-ре бер по сте пен но, пу тем 
по пол не ния связ ных под де ревь ев, ко то рые ино гда на зы ва ют ся «бу-
ке та ми». По пол не ние α-бу ке тов про из во дит ся до тех пор, по ка 
это воз мож но без по яв ле ния α-цик лов или дос ти га ет ся ус ло вие 
|Yα| = n – 1. Ес ли |Yα| < n – 1, а ок ра ска α-цве том лю бо го реб ра из 
Y

0
 при во дит к по яв ле нию α-цик ла, то ал го ритм ос та нав ли ва ет ся, 

граф G не свя зен, ос тов ное де ре во не су ще ст ву ет, и мож но скор рек-
ти ро вать ал го ритм для по строе ния ос тов но го ле са.

Формальное описание алгоритма

Шаг 1. Вы брать про из воль ное реб ро y
1
, по ме тить его α-цве том 

и сфор ми ро вать пер вый α-бу кет, при сое ди нив к реб ру y
1
 па ру 

ин ци дент ных ему вер шин.

Шаг 2. Вы брать лю бое не ок ра шен ное реб ро y
2
 и ос та но вить ся, ес ли 

та ко во го нет (в по след ней си туа ции не су ще ст ву ет ос тов но го 
де ре ва в гра фе G с чис лом вер шин n > 2). Для вы бран но го реб-
ра y

2
 воз мож ны че ты ре си туа ции.

 2.1. Обе кон це вые вер ши ны реб ра y
2
 при над ле жат од но му 

α-бу ке ту. То гда ок ра сить реб ра y
2
 цве том β и вер нуть ся к на-

ча лу ша га 2.
 2.2. Од на из кон це вых вер шин реб ра y

2
 при над ле жит не ко то ро-

му α-бу ке ту В, дру гая — не при над ле жит ни од но му из α-бу ке-
тов. То гда y

2
 ок ра сить α-цве том и по пол нить бу кет В реб ром y

2
 

вме сте с ин ци дент ной кон це вой вер ши ной.
 2.3. Обе кон це вые вер ши ны реб ра y

2
 не при над ле жат ни 

од но му из сфор ми ро ван ных бу ке тов. То гда ок ра сить y
2
 цве-

том α и сфор ми ро вать но вый бу кет из y
2
 и двух его кон це вых 

вершин.
 2.4. Обе кон це вые вер ши ны реб ра y

2
 при над ле жат двум раз лич-

ным бу ке там. В этом слу чае ок ра сить y
2
 цве том α и слить два 

упо мя ну тых бу ке та в один.
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Шаг 3. Ес ли все вер ши ны гра фа G во шли в один бу кет (это эк ви-
ва лент но ус ло вию |Yα| = n – 1), за кон чить про це ду ру, в этом 
слу чае под граф T = (X, Yα), со стоя щий из всех вер шин и всех 
α-ре бер, яв ля ет ся ос тов ным де ре вом гра фа G. В про тив ном слу-
чае — вер нуть ся к на ча лу ша га 2.

Ос тов ми ни маль но го ве са
Взве шен ным  гра фом на зы ва ет ся граф G = (X, Y), ка ж до му 

реб ру ко то ро го при пи сан вес — по ло жи тель ное чис ло c
i
 = C(y

i
) > 0 

(ино гда с
i
 ≥ 0). Ве сом  под гра фа из G на зы ва ет ся сум ма ве сов ре бер 

под гра фа. За да ча оты ска ния ос то ва наи мень ше го ве са в гра фе G 
час то встре ча ет ся в при ло же ни ях: при про ек ти ро ва нии ком пь ю тер-
ных и ка бель ных се тей, ли ний элек тро пе ре да чи, тру бо про во дов, 
до рог и т.д. При ма те ма ти че ском мо де ли ро ва нии этих ре аль ных 
си туа ций роль вер шин гра фа G иг ра ют со от вет ст вен но ком пь ю те-
ры, ком пь ю тер ные цен тры, або нен ты и пе ре дат чи ки (в ка бель ных 
се тях), ис точ ни ки и по тре би те ли элек тро энер гии, во ды, га за и т.д. 
Роль ре бер у

i 
и ве сов с

i 
взве шен но го гра фа G иг ра ют до пус ти мые пу-

ти про клад ки ка бе лей, труб, до рог и их стои мо сти. Ес ли связ ный 
граф G «до пус ти мых трас си ро вок» бли зок к пол но му гра фу К

n
, 

то чис ло всех ос тов ных де ревь ев рав но nn – 2, и пря мой пе ре бор 
всех де ревь ев и вы чис ле ний их ве сов мо жет иметь уд ру чаю щий 
объ ем вы чис ле ний. На при мер, чис ло ос то вов τ

n
 для К

n 
при n = 22 

име ет ниж нюю оцен ку τ
22

 = 2220 > 2020 = 245 ⋅ 1020 > 1025. Тем не 
ме нее, для на хо ж де ния ос то ва наи мень ше го ве са име ет ся це лый 
ряд эф фек тив ных ал го рит мов. Опи шем два из них, став ших уже 
клас си че ски ми.

Ал го ритм Дж. Крас ка ла 
на хо ж де ния ос то ва ми ни маль но го ве са (1956 г.)
 Идея ал го рит ма со сто ит в том, что в ка ж дом ша ге ал го рит ма 

вы би ра ет ся крат чай шее реб ро, не об ра зую щее цик л с вы бран ны ми 
ра нее реб ра ми. 

1 шаг. В ис ход ном гра фе G = (X, Y) стро ит ся под граф Т
1 

= (Х, Y
1
) 

c од ним реб ром u
1
 = Y

1
 ми ни маль но го ве са )}({min)( 1 i

Y
yc

y
uc

i
∈∀

= .

Шаг k. Ес ли граф Т
к – 1

 = (Х, Y
к – 1

) без цик лов уже по стро ен, вы-
би ра ем реб ро u

k
 ∈ Y\Y

k – 1
 так, что бы оно не об ра зо вы ва ло цик-

ла с реб ра ми Y
k – 1

 и име ло наи мень ший вес сре ди всех та ких 
ре бер. Стро им граф Т

к
, при сое ди няя к гра фу Т

к – 1 
реб ро u

k
; 

T
k 

= (X, Y
k
), Y

k
 = Y

k – 1
 ∪ {u

k
} k = 2, 3, …, n – 1.
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 Ал го ритм Р. При ма 
по строе ния ос то ва ми ни маль но го ве са (1957 г.)
В ка ж дом ша ге ал го рит ма При ма стро ит ся де ре во — связ-

ный под граф на под мно же ст ве Х
k
 вер шин в G, в то вре мя, как 

в ал го рит ме Крас ка ла по сле до ва тель ные под гра фы T
k
 без цик лов 

со дер жа ли все мно же ст во вер шин Х гра фа G, и по это му при к < n – 1 
гра фы T

k
 бы ли не связ ны ми. В ос таль ном ал го рит мы по хо жи друг 

на дру га.

Шаг 1. Вы би ра ем в G = (X, Y) реб ро e
1
 с ми ни маль ным ве сом 

c(e
1
) = { })(min yc

Yy∈∀
 и от ме ча ем вер ши ны v

1
, v

2
 ∈ X, ко то рые 

ин ци дент ны реб ру e
1
. Стро им де ре во T

1 
= (X

1
, Y

1
) ⊂ G, где 

X
1
 = {v

1
, v

2
}, Y

1
 = {e

1
}.

Шаг k + 1. Пусть де ре во T
k
 = (X

k
, Y

k
) ⊂ G уже по строе но, где 

Y
k
 = {e

i
}k

i = 1
, X

k
 = {v

j
}

j = 1
k + 1 . Сре ди мно же ст ва ре бер Y(X

k
, X′

k
), со еди-

няю щих вер ши ны из X
k
 с вер ши на ми из мно же ст ва X′

k
 = X\X

k
, 

вы би ра ем реб ро e
k + 1 

с наи мень шим ве сом: c(e
k + 1

) = min{c(y), 
∀y ∈ Y(X

k
, X′

k
)}. Де ре во T

k + 1
 стро ит ся при сое ди не ни ем к T

k
 од-

но го реб ра e
k + 1

 и од ной вер ши ны v
k + 2

 ∈ X′
k
, ин ци дент ной реб ру 

e
k + 1

: T
k + 1

 = (X
k + 1

, Y
k + 1

), X
k + 1

 = X
k
 ∪ v

k + 2
, Y

k + 1
 = Y

k
 ∪ e

k + 1
.

За ме ча ние. Ино гда тре бу ет ся по стро ить ос тов мак си маль но го 
ве са в гра фе G. Ал го рит мы Крас ка ла и При ма пол но стью ре ша ют 
эту за да чу, ес ли в них всю ду ми ни маль ный вес за ме нить на мак-
си маль ный.

Ори ен ти ро ван ные и би нар ные де ре вья
Де ре вья с ори ен ти ро ван ны ми реб ра ми (ду га ми) ис поль зу ют ся 

дав но. Дос та точ но вспом нить ге неа ло ги че ские де ре вья, вет вя щие ся 
фи зи че ские и ин фор ма ци он ные про цес сы. В на стоя щее вре мя они 
су ще ст вен но ис поль зу ют ся в во про сах ко ди ро ва ния, тео рии язы ков 
и грам ма тик, тео рии ав то ма тов, в ло ги че ском и син так си че ском 
ана ли зе, в тео рии ал го рит мов.

 Определение
Ори ен ти ро ван ным  де ре вом (ина че — кор не вым ори ен ти-

ро ван ным де ре вом) на зы ва ет ся ори ен ти ро ван ный граф без 
цик лов со свой ст ва ми:
а) су ще ст ву ет в точ но сти од на вер ши на r, на зы вае мая кор нем, 
в ко то рую не за хо дит ни од на ду га;
б) в ка ж дую вер ши ну, кро ме кор ня, за хо дит в точ но сти од на 
ду га;
в) су ще ст ву ет путь из кор ня в лю бую дру гую вер ши ну.
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За ме ча ние. Вы брав ори ен та цию на всех реб рах не ори ен ти ро ван-
но го гра фа, мы по лу ча ем ори ен ти ро ван ный граф. Од на ко, вы бор 
про из воль ной ори ен та ции на реб рах не ори ен ти ро ван но го де ре ва не 
обя за тель но при во дит к ори ен ти ро ван но му де ре ву в смыс ле при-
веденного выше оп ре де ле ния. На при мер, граф с че тырь мя ду га ми 
на рис. 6.29 не яв ля ет ся ори ен ти ро ван ным де ре вом, граф на рис. 
6.30 — ори ен ти ро ван ное де ре во с кор нем r = 1.

r
1

4

2

3

5

1

4

2

3

5

 Рис. 6.29. Рис. 6.30. 
 Не ори ен ти ро ван ное де ре во  Ори ен ти ро ван ное де ре во с кор нем r

От но си тель но эле мен тов ори ен ти ро ван ных де ревь ев ус та но-
ви лась сле дую щая тер ми но ло гия.  По то мок v вер ши ны u — это 
вер ши на v, в ко то рую ве дет  путь из вер ши ны u; при этом u на зы-
ва ет ся пред ком для v. Ес ли дли на это го пу ти рав на 1, то есть из u 
в v ве дет ду га, то u — «отец» для v, а v — «сын» для u. Вер ши на, 
не имею щая по том ков, на зы ва ет ся  лис том. Глу би на вер ши ны v 
в де ре ве — это дли на пу ти из кор ня в v.  Вы со той вер ши ны v 
в де ре ве на зы ва ет ся дли на са мо го длин но го пу ти из v в ка кой-
ни будь лист.  Вы со та де ре ва — это чис ло дуг са мо го длин но го 
пу ти, то есть вы со та кор ня.  Уро вень вер ши ны v — это раз ность 
ме ж ду вы со той все го де ре ва и глу би ной вер ши ны v. Вы со та 
де ре ва на рис. 6.31 рав на 3, вер ши на 8 име ет глу би ну 2, вы со ту 1, 
уро вень 1.

1 = r

5

43

2

7

6

Уровень 3

Уровень 2

Уровень 1

Уровень 0

8

9

Рис. 6.31. Кор не вое де ре во, упо ря до чен ное по уров ням
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Лис та ми яв ля ют ся вер ши ны 3, 5, 7, 9; их уров ни и глу би на, 
в прин ци пе, раз лич ны: лис ты 3, 7 име ют уро вень 1, глу би ну 2, 
лис ты 5, 9 име ют уро вень 0, глу би ну 3. Вы со та же лю бо го лис та 
рав на 0.

Упо ря до чен ным  де ре вом (ори ен ти ро ван ным, ра зу ме ет ся) на-
зы ва ет ся де ре во, у ко то ро го мно же ст во сы но вей ка ж дой вер ши ны 
упо ря до че но, обыч но сле ва на пра во, как на рис. 6.31: 2 < 6, 3 < 4, 
7 < 8. 

 Определение
Би нар ным (дво ич ным)  де ре вом Т на зы ва ет ся упо ря до чен-
ное де ре во, из ка ж дой вер ши ны ко то ро го мо жет ис хо дить 
не бо лее двух дуг. 

На пом ним, что упо ря до чен ное де ре во Т яв ля ет ся ори ен ти ро ван-
ным, с кор нем, и по то му в ка ж дую вер ши ну, от лич ную от кор ня, 
за хо дит ров но од на ду га. Ка ж дая вер ши на би нар но го де ре ва мо-
жет иметь ли бо двух сы но вей — ле во го и пра во го (так вер ши на 2 
рис. 6.31 име ет ле во го сы на 3 и пра во го сы на 4), ли бо иметь толь ко 
ле во го сы на (ле вый сын 9 вер ши ны 8), ли бо толь ко пра во го сы на 
(вер ши на 5 — един ст вен ный пра вый сын вер ши ны 4), ли бо не иметь 
ни од но го сы на (ли стья 3, 5, 7, 9).

Ле вым  под де ре вом вер ши ны u на зы ва ет ся мак си маль ное под де-
ре во T

l
(u

l
) ⊂ T, кор нем ко то ро го яв ля ет ся ле вый сын u

l
 вер ши ны u. 

Со от вет ст вен но пра вое  под де ре во T
r
(u

r
) вер ши ны u оп ре де ля ет ся 

как мак си маль ное под де ре во с кор нем u
r
 — пра вым сы ном вер ши-

ны u. На рис. 6.31 ле вое  под де ре во вер ши ны 6 со сто ит из од ной 
вер ши ны 7, пра вое под де ре во — из вер шин 8, 9 и ду ги (8, 9). 

Ком пь ю тер ное за да ние дво ич но го де ре ва Т обыч но пред став-
ля ет со бой два мас си ва: ЛЕ ВЫЙ СЫН и ПРА ВЫЙ СЫН. Ес ли 
вер ши ны Т за ну ме ро ва ны чис ла ми от 1 до n, то в мас си ве ЛЕ-
ВЫЙ СЫН [i] = k то гда и толь ко то гда, ко гда вер ши на «k» яв-
ля ет ся ле вым сы ном вер ши ны ‘i′, и [i] = 0 то гда и толь ко то гда, 
ко гда вер ши на ‘i′ не име ет ле во го сы на. Для де ре ва рис. 6.31 
пред став ле ние ука зан ны ми дву мя мас си ва ми име ет вид таб-
лицы 6.3.

Таб ли ца 6.3. Пред став ле ние де ре ва рис. 6.31

[i] 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ЛЕ ВЫЙ СЫН 2 3 0 0 0 7 0 9 0

ПРА ВЫЙ СЫН 6 4 0 5 0 8 0 0 0
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 Задания
1. Про ве рить, что путь из кор ня в лю бую дру гую вер ши ну яв ля ет ся 

един ст вен ным.
2. Пе ре чис лить все по пар но не изо морф ные друг дру гу де ре вья 

чет вер то го по ряд ка (то есть с че тырь мя вер ши на ми); ана ло гич-
но — пя то го по ряд ка.

3. Ес ли два де ре ва изо морф ны, то по сле до ва тель но сти сте пе ней их 
вер шин δ

1
 ≤ δ

2
 ≤ … ≤ δ

n
 оди на ко вы. Вер но ли об рат ное?

4. Вер но ли, что лю бой мар шрут в де ре ве яв ля ет ся про стой це пью? 
До ка зать или оп ро верг нуть.

5. Пе ре чис лить неизо морф ные де ре вья с ше стью вер ши на ми (t
6
).

6. Пе ре чис лить кор не вые де ре вья с пя тью вер ши на ми (Т
5 

= 9).
7. Скор рек ти ро вать ал го ритм по строе ния ос тов но го де ре ва по ис ком 

в глу би ну для слу чая не связ но го гра фа и по лу чить со от вет ст вую-
щий ал го ритм по строе ния ос тов но го ле са.

8. Мо ди фи ци ро вать ал го ритм по строе ния ос тов но го де ре ва про из-
воль ным пе ре бо ром ре бер в ал го ритм по строе ния ос тов но го ле са 
не связ но го гра фа.

6.9.  Тео ре ма Пу ан ка ре. Фун да мен таль ные 
мат ри цы се че ний и цик лов

1. В ори ен ти ро ван ном гра фе G = (X, Y, f) ка ж до му цик лу q 
(то есть замк ну той це пи, п. 6.2) ста вит ся в со от вет ст вие век тор-
цикл q по сле дую ще му пра ви лу: ком по нен та q

i
 стро ки q рав на ну-

лю, ес ли ду га y
i
 не вхо дит в цикл q; ес ли же y

i
 ∈ q, то q

i
 = 1 или 

q
i
 = –1 в за ви си мо сти от то го, сов па да ет или нет на прав ле ние ду ги y

i
 

с вы бран ным по ло жи тель ным на прав ле ни ем об хо да цик ла. Цик лу 
q = {y

1
, y

2
, y

4
, y

6
} в гра фе на ри с. 6.32 от ве ча ет век тор-цикл

s
X 2 y3

y2 X3

X1

q

y4

y5

y1

X5
y6

X4
y7

Рис. 6.32. Цикл в графе
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Лю бое мак си маль ное ли ней но не за ви си мое мно же ст во век тор-
цик лов, объ е ди нен ных по стро кам в  мат ри цу Q, на зы ва ет ся мат-

ри цей цик лов гра фа1.
Се че ни ем (раз ре зом) s  гра фа G на зы ва ет ся определенное  под-

мно же ст во дуг, уда ле ние ко то ро го уве ли чи ва ет чис ло ком по нент 
связ но сти, так что под граф G\s со сто ит из двух дизъ юнк т ных час тей 
G

1 
и G

2
,

 
связь ме ж ду ко то ры ми в гра фе G осу ще ст в ля ет ся толь ко 

ду га ми се че ния s (рис. 6.33).

X2

X1

G1 G2
G

s

 

Рис. 6.33. Сечение графа

Вер ши ны Х
1
 из G

1
, ко то рые ин ци дент ны ду гам s, на зы ва ют ся 

пер вой сто ро ной се че ния; вер ши ны Х
2 
из G

2
, ин ци дент ные s — вто-

рой сто ро ной се че ния s. Та ким об ра зом, не пе ре се каю щие ся под мно-
же ст ва вер шин Х

1
, Х

2
 об ра зу ют раз бие ние мно же ст ва всех вер шин 

Х = Х
1
 ∪ Х

2
 гра фа G. Для се че ния (как и для цик ла) про из воль но 

вво дит ся ори ен та ция — на прав ле ние от од ной сто ро ны се че ния 
к дру гой. Век тор-се че ние s — это стро ка s, у ко то рой ком по нен та 
s

i
 = 0, ко гда ду га y

i,
 не вхо дит в се че ние s. Ес ли ду га y

i
 при над ле-

жит се че нию со гла со ван но с вы бран ной ори ен та ци ей се че ния, то 
s

i
 = 1; ес ли не со гла со ван но, то s

i 
= –1. Для се че ния s = {y

3
, y

4
, y

6
} 

в гра фе (рис. 6.32) век торLсе че ние рав но:

)0101100(
.......... .........................................

7654321

−=s

yyyyyyy

G

1 Иногда Q называется «базисной матрицей циклов», а матрицей циклов — сово-
купность всех векторов циклов, вообще говоря, линейноLзависимых.
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Мат ри ца S, ст ро ки ко то рой об ра зу ют мак си маль ный ли ней но-
не за ви си мый на бор век тор-се че ний, на зы ва ет ся  мат ри цей се че ний1 
гра фа G. Столб цы мат риц се че ний и цик лов ну ме ру ют ся оди на ко-
во — ду га ми гра фа, а чис ло их строк в об щем слу чае раз лич но. 

 Задания
1. По стро ить мат ри цы се че ний S и цик лов Q гра фа на рис. 6.34 

и убе дит ся, что их объ е ди не ние ви да ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Q

S
 есть квад рат ная не вы-

ро ж ден ная мат ри ца. 

2. Ка ж дая стро ка ib  мат ри цы ин ци ден ций В (п. 10.6) яв ля ет ся 
век тор-се че ни ем, от ве чаю щим се че нию s

i
 во круг вер ши ны х

i
 

(рис. 6.34). 

xi

yk

Рис. 6.34. Сечение вокруг вершины

2. В гра фе G c m ду га ми ка ж дый век тор-цикл q ор то го на лен 
лю бо му век то ру-се че нию s (тео ре ма Пу ан ка ре):

( ) .0 ,T ==⋅ mRsqsq  (6.16)

Бо лее то го, ес ли вве сти про стран ст во век тор-цик лов H
q 
как ли-

ней ную обо лоч ку век тор-цик лов2 и про стран ст во век тор-се че ний 
H

s
 как ли ней ную обо лоч ку век тор-се че ний, то

H
q
 ⊕ H

s
 = Rm. (6.17)

Та ким об ра зом, по ми мо свой ст ва ор то го наль но сти (6.16) век тор-
цик лы и век тор-се че ния гра фа с m ду га ми об ра зу ют то таль ную 

сис те му эле мен тов в про стран ст ве Rm, то есть систему векторов, 
линейная оболочка которых есть все пространство Rm.

До ка жем сна ча ла со от но ше ние (6.16).

1 Или «базисной матрицей сечений», в отличие от матрицы всех сечений 
графа.

2 Где линейные комбинации образуются с любыми вещественными коэффи-
циентами, а не только с целочисленными.
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  Тео ре ма 6.10 (А. Пу ан ка ре)

Про из воль ный век тор-се че ние s ор то го на лен вся ко му век-
тор-цик лу –q гра фа G.

 В сум ме

∑
=

==
m

j
jj sqqsqs

1

TT  (6.18)

от лич ны от ну ля толь ко те сла гае мые (s
j
 q

j
), для ко то рых ду га y

j
 

вхо дит од но вре мен но в рас смат ри вае мые се че ние s и цикл q. Чис-
ло та ких ребр y

j
 чет но. Дей ст ви тель но, при об хо де цик ла q про-

хо ж де ние ду ги y
j
 ∈ s в на прав ле нии ори ен та ции се че ния долж но 

ком пен си ро вать ся про хо ж де ни ем не ко то рой ду ги y
k
 ∈ s в на прав-

ле нии, про ти во по лож ном ори ен та ции s. Пред по ло жим, ду ги y
j
, y

k
 

со на прав ле ны с по ло жи тель ным на прав ле ни ем об хо да цик ла 
и q

j
 = q

k
 = 1. То гда sgn s

j
 = –sgn s

k 
и s

j
q

j
 + s

k
q

k
 = 0. Сме на на прав ле-

ния ду ги y
j
 при во дит к од но вре мен ной сме не зна ков чи сел s

j
 и q

j
, 

так что зна че ние s
j
q

j
 со хра ня ет ся. В си лу от ме чен ной чет но сти 

сум ма (6.18) рав на ну лю:

∑
∀

=
j

jjqs 0. 

3. До ка за тель ст во раз ло же ния (6.17) удоб но про вес ти с по мо-
щью так на зы вае мой  фун да мен таль ной сис те мы цик лов и се че-

ний, от ве чаю щей фик си ро ван но му кар ка су Т гра фа G (кар ка сом 

на зы ва ет ся мак си маль ный под граф без цик лов).
Яс но, что дос та точ но рас смат ри вать эти во про сы для связ но го 

гра фа, так как в не свя зан ном гра фе век то ры s, q яв ля ют ся пря мы ми 
сум ма ми со от вет ст вую щих век то ров в ком по нен тах связ но сти.

Кар кас Т свя зан но го гра фа G = (X, Y, f) яв ля ет ся, оче вид но, 
де ре вом Т = (X, YT, fT), со дер жа щим все вер ши ны гра фа. Ко де ре-

вом G
c
 на зы ва ет ся до пол не ние 

G
c 
= G\T = (X, Y\YT = Y

c
, f

c
 = f|Y

c
).

На при мер, один из кар ка сов гра фа G рис. 6.35 изо бра жен жир-
ным ли ния ми (кар кас «боль шой мед ве ди цы») и со от вет ст вен но ду ги 
ко кар ка са Y

c 
= {y

7
,

 
y

8
,

 
y

9
,

 
y

10
} — тонкими ли ния ми.

Се че ние s на зы ва ет ся  фун да мен таль ным (по де ре ву Т), ес ли 
оно со дер жит в точ но сти од ну ду гу у

k
 де ре ва Т, а ори ен та ция се че-

ния s со гла со ва на с ори ен та ци ей ду ги у
k
. Яс но, что за да ние ду ги 

де ре ва пол но стью оп ре де ля ет со от вет ст вую щее фун да мен таль ное 
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се че ние. На рис. 6.35 пунк ти ра ми по ка за ны фун да мен таль ные се-
че ния s

1
,

 
s

2
, …,

 
s

6
 по де ре ву Т «боль шая мед ве ди ца».

 Фун да мен таль ной мат ри цей се че ний S
T 

(по де ре ву Т) на зы-
ва ет ся мат ри ца, стро ка ми ко то рой яв ля ют ся век тор-се че ния, фун-
да мен таль ные по де ре ву Т. Вы де лен но му де ре ву Т на рис. 6.35 
от ве ча ет фун да мен таль ная мат ри ца се че ний, столб цы ко то рой по-
ме че ны но ме ра ми дуг все го гра фа, стро ки — но ме ра ми дуг де ре ва, 
точ нее, но ме ра ми со от вет ст вую щих фун да мен таль ных се че ний:

x1

x2

y1

s1 s2 s3
s4 s5

s6

y2

y8 y9 y10
y3

y4
y5

y6

y7

x3

x4

x5

x6

x7

Рис. 6.35. Дерево «большой медведицы»

10987654321

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1000100000

0100010000

0110001000

0111000100

0001000010

0001000001

6

5

4

3

2

1

T
S  (6.35)

 Фун да мен таль ным цик лом гра фа G (по де ре ву Т) на зы ва ет ся 
вся кий цикл, со дер жа щий в точ но сти од ну ду гу y

i
 ко де ре ва G\T 

и ори ен ти ро ван ный со гла со ван но с на прав ле ни ем ду ги у
i
. Яс но, 

что ка ж дая ду га у коде ре ва од но знач но за да ет фун да мен таль ный 
цикл q

y
, ко то рый ду га у за мы ка ет на де ре ве Т.  Фун да мен таль ной 

мат ри цей цик лов Q
T
 (по де ре ву Т) на зы ва ет ся мат ри ца, стро ки ко-

то рой есть все фун да мен таль ные век тор-ци клы по де ре ву Т. Ес ли 
для гра фа на рис. 6.35 фун да мен таль ные век тор-цик лы по ме тить 
но ме ра ми за даю щих дуг ко де ре ва у

7
,

 
у

8
,

 
у

9
,

 
у

10
,

 
то фун да мен таль ная 

мат ри ца цик лов та ко ва:
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10987654321

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−−
−−

=

1000100000

0100011100

0010001100

0001000111

10

9

8

7

TQ  (6.20)

За ме ча ние. От но си тель но раз бие ния мно же ст ва всех дуг 
Y = Y

T
 ∪ Y

c
 на ду ги де ре ва и ко де ре ва фун да мен таль ные мат ри цы 

се че ний и цик лов раз би ва ют ся на бло ки ви да:

 Y
T
 Y

c
 Y

T
 Y

c
 

S
T 

= Y
T 

[E; S
0
];  Q

T 
= Y

c
[Q

0
; E]. (6.21)

Из тео ре мы Пу ан ка ре по лу ча ем:

След ст вие. Для про из воль ных мат ри цы се че ний S и цик лов Q 
дан но го гра фа G спра вед ли во со от но ше ние  ор то го наль но сти 

SQТ = 0;  QSТ = 0. (6.22)

Ин фор ма ци он ные бло ки S
0
, Q

0
 (6.21) фун да мен таль ных мат-

риц S
T
, Q

T 
(по од но му де ре ву) вы ра жа ют ся друг че рез дру га по 

фор му ле:

S
0 

= –Q
0
Т;  Q

0 
= –S

0
Т. (6.23)

По это му дос та точ но вы чис лить од ну из фун да мен таль ных 
мат риц S

T
, Q

T
.

Те перь мож но обос но вать раз ло же ние (6.17) про стран ст ва Rm 
в ор то го наль ную сум му про стран ст ва век тор-цик лов H

q
 и век тор-

се че ний H
s
. Про стран ст во H

q
 (H

s
) со дер жит ли ней ную обо лоч ку 

Z
q 

(Z
s
) строк мат ри цы Q

T
 (S

Т
). В си лу (6.22) име ем Z

q
 ⊥ Z

s. 
В то же 

вре мя из-за еди нич ных бло ков в (6.21)
 
dimZ

s 
+ dimZ

q 
= m, от ку да 

Z
q
 ⊕

 
Z

s
 = Rm.

След ст вие. Квад рат ная (m × m) мат ри ца ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Q

S
, в ча ст но сти 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

T

T

Q

S
 име ет мак си маль ный ранг m.

След ст вие (из фор му лы (6.21)). Для связ но го гра фа с m ду га ми 
и n вер ши на ми

rangS = rangS
T 

= |Y
T
| = n – 1; rangQ = m – n + 1 = |Y

c
|.

Ве ли чи на rang Q сов па да ет с цик ло ма ти че ским чис лом ν — 
числом ячеек плос ко го гра фа. В слу чае не плос ко го свя з но го 
гра фа чис ло ν = m – n + 1 так же на зы ва ет ся цик ло ма ти че ским, 
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оно сов па да ет с раз мер но стью про стран ст ва век тор-цик лов dimH
q
 

(или мак си маль ным чис лом ли ней но не за ви си мых век тор-цик лов 
гра фа).

 Задания
1. Эк ви ва лент ны ли друг дру гу (и в ка ком смыс ле) мат ри ца ин ци-

ден ций и се че ний?
2. Пол ная ли ней но не за ви си мая сис те ма урав не ний Кирх го фа элект-

ри че ской це пи на гра фе G мо жет быть за пи са на с по мо щью мат-
риц  се че ний и цик лов в век тор ной фор ме так:

SI = 0; QI = 0. Докажите это.

 Здесь I(U) — век тор всех то ков (на пря же ний) вет вей.
3. Докажите, что: 
 а) вся кая не вы ро ж ден ная квад рат ная мат ри ца, со став лен ная 

из столб цов мат ри цы се че ний, от ве ча ет не ко то ро му кар ка су 
гра фа;

 б) вся кая не вы ро ж ден ная квад рат ная мат ри ца, со став лен ная 
из столб цов мат ри цы цик лов, от ве ча ет не ко то ро му ко кар ка су 
в графе.

4. Убедитесь в том, что для плос ко го гра фа за да ча пе ре чис ле ния 
се че ний гра фа G эк ви ва лент на за да че пе ре чис ле ния цик лов 
двойст вен но го гра фа 

–
G.

5. По стро ить фун да мен таль ные 
мат ри цы се че ний и цик лов 
двух гра фов Пон тря ги на — Ку-
ра то вс ко го, изо бра жен ных на 
риc. 6.36. Убе дить ся в ор то го-
наль но сти мат риц S и QТ для 
ка ж до го гра фа.

6. Под мно же ст во ре бер Y
0
 в пла-

нар ном гра фе G = (X, Y, f) об ра зу ет про стой цикл то гда и толь ко 
то гда, ко гда со от вет ст вую щее ему под мно же ст во ре бер 0Y  в гео-
мет ри че ски двой ст вен ном гра фе 

–G об ра зу ет се че ние. Докажите 
это.

6.10. Крат чай шие рас стоя ния 
и пу ти в се тях

За да чи оты ска ния крат чай ших рас стоя ний ме ж ду вер ши-
на ми гра фа (се ти) с за дан ны ми ве са ми ре бер час то встре ча ют ся 
на прак ти ке и име ют оче вид ный эко но ми че ский смысл. Это же 

Рис. 6.36. Графы 
Понтрягина — Куратовского
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мож но ска зать и о за да чах по ис ка оп ти маль ных пу тей в ори ен ти-
ро ван ных се тях. В дан ном раз де ле при во дят ся не ко то рые эф фек-
тив ные ал го рит мы ре ше ния та ких за дач:     ал го рит мы Дейк ст ры, 
Фор да, Флой да, Дан ци га.

Пусть G = (X, Y) — взве шен ный ори ен ти ро ван ный связ ный 
граф с по ло жи тель ны ми дли на ми (ве са ми) дуг с(y) ≥ 0, тре бу ет ся 
най ти крат чай ший путь (с ми ни маль ной сум мой ве сов дуг) из вер-
ши ны s в вер ши ну t гра фа. Эф фек тив ный ал го ритм был пред ло жен 
Е. Дейк ст рой в 1959 г. Его идея та ко ва. Ес ли уже най де ны дли ны 
(ве са) l(x

i
) са мых ко рот ких пу тей из вер ши ны s и ука за ны («ок ра-

ше ны») те вер ши ны x
1
 = s, x

2
, …, x

k
, к ко то рым ве дут эти пу ти, то 

«оче ред ной» по дли не путь из s в (k + 1)-ую вер ши ну x
k + 1

 в кон це 
это го пу ти мож но най ти по сле дую ще му пра ви лу. Обо зна чим че рез 
X

k
 = {x

i
}k

i = 1
 мно же ст во ок ра шен ных вер шин. Для ка ж дой не ок ра-

шен ной вер ши ны w про смот реть дли ны с(x
i
, w) дуг (x

i
, w), x

i
 ∈ X

k
, 

w ∈ W
k
 = X\X

k
 и най ти

min{с(x
i
, w)} = с(v

0
, w

0
), v

0
 ∈ X

k
, w

0
 ∈ W

k
. (6.24)

Ко гда вер ши ны x
i
, w не смеж ны, то с(x

i
, w) = ∞. Ес ли с(x

i
, w) = ∞ 

для всех x
i
 ∈ X

k
 и всех w ∈ W

k
, то ал го ритм ос та нав ли ва ет ся: все 

вер ши ны w мно же ст ва W
k
 и, в ча ст но сти, вер ши на t не дос ти жи-

мы из s. Ес ли су ще ст ву ет хо тя бы од на ду га из мно же ст ва вер шин 
X

k
 во мно же ст во W

k
, то гда ми ни мум (6.24) ко не чен и вер ши на w

0
 

бу дет най де на. Ис ко мый («оче ред ной» по дли не) путь ве дет из 
вер ши ны s в вер ши ну w

0
, дли на это го пу ти рав на l(v

0
) + c(v

0
, w

0
). 

Мы мо жем ок ра сить вер ши ну w
0
, то есть при сво ить ей обо зна че ние 

x
k + 1

 = w
0
, по ло жить l(x

k + 1
) = l(v

0
) + c(v

0
, w

0
) и сфор ми ро вать бо лее 

ши ро кое мно же ст во ок ра шен ных вер шин X
k + 1

 = {x
i
}

i = 1
k + 1 . Про цесс 

за кан чи ва ет ся, ес ли x
k + 1

 = t.
 Фор маль но в ал го рит ме ок ра шен ной вер ши не x ∈ X

k
 при сваи ва-

ет ся по сто ян ная мет ка l(x) — дли на крат чай ше го пу ти из s в x. Ес ли 
вер ши на w ∈ W

k
 еще не име ет по сто ян ной мет ки, т.е. не ок ра ше на, 

ей при сваи ва ет ся вре мен ная мет ка l(w), рав ная дли не крат чай ше го 
(s, w)-пу ти, про хо дя ще го толь ко по вер ши нам с по сто ян ны ми мет-
ка ми (ок ра шен ным). Вре мен ная мет ка вер ши ны w, во об ще го во ря, 
из ме ня ет ся от ша га к ша гу и пе ре ста ет ме нять ся, ко гда вер ши на 
w ок ра ши ва ет ся (по лу ча ет по сто ян ную мет ку).

Прак ти че ски в k-ом ша ге ал го рит ма стро ит ся кор не вое де ре-
во T

k
(⊃ T

k – 1
) от кор ня s до вер шин мно же ст ва X

k
 с по сто ян ны ми 

по мет ка ми. На по след нем ша ге k
0
 вер ши на t ста но вит ся кон це вой 

вер ши ной де ре ва 
0kT .



294 Раздел 6

За ме ча ние. Ал го ритм мож но скор рек ти ро вать в пунк те «ос-
та нов», ес ли ста вить за да чу на хо ж де ния крат чай ших пу тей из 
кор ня s до всех ос таль ных вер шин гра фа G при ус ло вии, что они 
дос ти жи мы из s. В этом слу чае ал го ритм ос та нав ли ва ет ся толь ко 
то гда, ко гда бу дет по строе но де ре во T

n
, со дер жа щее все вер ши ны 

из X. Та ким об ра зом, ал го ритм Дейк ст ры по стро ит ос тов ное 
ори ен ти ро ван ное де ре во T

n
 гра фа G с кор нем s.

За ме ча ние. Ал го ритм Дейк ст ры мо жет на хо дить крат чай шие 
рас стоя ния ме ж ду па ра ми вер шин в не ори ен ти ро ван ном связ ном 
взве шен ном гра фе G с по ло жи тель ны ми ве са ми ре бер c(y).

Для при ме не ния опи сан ной вы ше про це ду ры сле ду ет пе рей ти 
к ори ен ти ро ван но му сим мет рич но му гра фу, за ме нив ка ж дое реб ро 
па рой про ти во по лож но на прав лен ных дуг оди на ко во го ве са. Ос тов-
ное де ре во T

n
 все гда мо жет быть по строе но с по мо щью ал го рит ма 

Дейк ст ры, и T
n
 бу дет со сто ять из крат чай ших про стых це пей меж ду 

вер ши ной s и ос таль ны ми вер ши на ми гра фа G.

Фор маль ное опи са ние ал го рит ма Дейк ст ры 
по строе ния крат чай ших пу тей из вер ши ны s

 Шаг 1. При свое ние на чаль ных зна че ний.
 По ло жить l(s) = 0 и счи тать эту по мет ку по сто ян ной (то есть 

ок ра сить вер ши ну s). По ло жить l(w) = ∞ для всех вер шин w ≠ s 
и счи тать эти по мет ки вре мен ны ми. По ло жить p = s (p — имя 
по след ней вер ши ны, по лу чив шей по сто ян ную мет ку).

Шаг 2. Об нов ле ние по ме ток.
 Для ка ж дой не ок ра шен ной вер ши ны w, в ко то рую ве дет1 ду га 

(p, w) из вер ши ны p, мет ка l(w) из ме ня ет ся по пра ви лу 

l(w) ← min{ l(w), l(p) + c(p, w)}. (6.25)

Шаг 3. Пре вра ще ние по мет ки в по сто ян ную.
 На мно же ст ве всех не ок ра шен ных вер шин (с вре мен ны ми 

мет ками) W
p
 най ти вер ши ну w

0
 с ми ни маль ной мет кой: 

pWw
wlwl

∈
= )}(min{)( 0 . Сде лать мет ку l(w

0
) вер ши ны w

0 
по сто ян ной 

и по ло жить p = w
0
. 

Шаг 4. (Ес ли на до най ти лишь крат чай ший путь от s к t).

1 Условие «ведет дуга (p, w)» можно не проверять, но тогда рассматриваются 
все вершины w с временными метками, и если дуга (p, w) отсутствует, то в (6.25) 
c(p, w) = ∞ и временная метка l(w) не изменяется, см. пример рис. 6.38.
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 4.1. Ес ли p = t, то l(p) — дли на крат чай ше го (s, t)-пу ти.
 Ос та нов.
 4.2. Ес ли p ≠ t, то пе рей ти к ша гу 2.

Шаг 5. (Ес ли тре бу ет ся най ти крат чай шие пу ти от s до всех вер-
шин гра фа G).

Ал го ритм вы пол ня ет ся так дол го, чтобы все вер ши ны по лу чи-
ли по сто ян ные мет ки и мно же ст во не ок ра шен ных вер шин ис чер-
па лось: W

p
 = 0. Ос та нов.

Слож ность ал го рит ма Дейк ст ры

 За ме тим, что оцен ка слож но сти ал го рит ма не за ви сит от то-
го, ищут ся ли крат чай шие пу ти от вер ши ны s до всех ос таль ных 
вер шин или толь ко от s до фик си ро ван ной вер ши ны t. Дей ст ви тель-
но, ес ли крат чай ший (s, t)-путь ока зы ва ет ся длин ней шим из всех 
крат чай ших (s, w)-пу тей, то обе за да чи ре ша ют ся за оди на ко вое 
чис ло ша гов. В этом слу чае ка ж дый из ша гов 2, 3, 5 вы пол ня ет ся 
по (n – 1) раз. Тру до ем кость од но го ша га 2 рав на θ(1), од но го ша га 
5 — так же θ(1); тру до ем кость ша га 3 име ет по ря док сред ней мощ-

но сти мно же ст ва W
k
 — чис ла 

22

1)1( nn
=

+− . Сле до ва тель но, трудо-

ем кость все го ал го рит ма име ет по ря док чис ла )1(2
2

)1(
−+

−
n

nn
, 

то есть 0(n2), n = |X|.

При мер (ра бо та ал го рит ма Дейк ст ры)
Най дем крат чай ший путь ме ж ду вер ши на ми s и t во взве шен-

ном гра фе G на рис. 6.37, од но вре мен но ука зав крат чай шие пу ти 
мень шей дли ны из вер ши ны s до со от вет ст вую щих вер шин (ве са 
дуг, равные це лым чис лам, ука заны на ри сун ке). Мно же ст во вер-
шин есть X = {s, a, b, e, d, t}, |X| = n = 6. 

s

3

3

2 2

2

7

3

4

a b

t

de

Рис. 6.37. Граф для ил лю ст ра ции ал го рит ма Дейк ст ры
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Обо зна че ния. с(u, v) — вес (дли на) ду ги (u, v), l(w) — дли на 
(s, w)-пу ти или по мет ка вер ши ны w на дан ном ша ге, l

–
(w) — дли на 

(s, w)-пу ти или по мет ка вер ши ны w на пре ды ду щем ша ге.
Шаг 1. При свое ние на чаль ных зна че ний.
 l(s) = 0 — по сто ян ная по мет ка; s ок ра ши ва ет ся.
 l(a) = ∞, l(e) = ∞, l(b) = ∞, l(d) = ∞, l(t) = ∞ — вре мен ные по мет-

ки вер ши н a, e, b, d, t. По ла га ем p = s.
Шаг 2. s. (p = s). Об нов ле ние по ме ток.

l(a) = min{l
–
(a), l(s) + c(s, a)} = min{∞, 0 + 4} = 4

l(b) = min{l
–
(b), l(s) + c(s, b)} = min{∞, 0 + 7} = 7

l(e) = min{l
–
(e), l(s) + c(s, e)} = min{∞, 0 + 3} = 3

l(d) = min{l
–
(d), l(s) + c(s, d)} = min{∞, 0 + ∞} = ∞

l(t) = min{l
–
(t), l(s) + c(s, t)} = min{∞, 0 + ∞}.

Шаг 3. s. (p = s). Пре вра ще ние мет ки в по сто ян ную.

min{l(w), w ∈ W
p
 = {a, e, b, d, t}} =

= min{4, 7, 3, ∞, ∞} = 3 = l(e).

 Вер ши на e по лу ча ет по сто ян ную мет ку l(e) = 3, вер ши на e — ок-
ра ши ва ет ся вме сте с ду гой (s, e). Те ку щее де ре во T

1
 крат чай-

ших пу тей из вер ши ны s со дер жит вер ши ны s, e и ду гу (s, e) 
(см. рис. 6.38).
По ла га ем p = e.

Шаг 2. e. (p = e). По сколь ку t ∉ T
1
, пе ре хо дим к ша гу 2 при p = 

e, об нов ле ние по ме ток.
l(a) = min{l

–
(a), l(e) + c(e, a)} = min{4, 3 + ∞} = 4

l(b) = min{l
–
(b), l(e) + c(e, b)} = min{7, 3 + ∞} = 7

l(d) = min{l
–
(d), l(e) + c(e, d)} = min{∞, 3 + 3} = 6

l(t) = min{l
–
(t), l(e) + c(e, t)} = min{∞, 3 + ∞} = ∞.

Шаг 3. e. (p = e). Пре вра ще ние мет ки в по сто ян ную.

min{l(w), w ∈ W
p
 = {a, b, d, t}} = min{4, 7, 6, ∞} = 4 = l(a).

 Вер ши на a по лу ча ет по сто ян ную мет ку l(a) = 4. Вер ши на a 
и ду га (s, a) ок ра ши ва ют ся. Те ку щее де ре во крат чай ших пу тей 
T

2
 со сто ит из вер шин s, e, a и дуг (s, e), (s, a) (см. рис. 6.38).

По ла га ем p = a. 
Шаг 2. a. (p = a). Об нов ле ние по ме ток, так как t ∉ T

2
. 

l(b) = min{l
–
(b), l(a) + c(a, b)} = min{7, 4 + 3} = 7

l(d) = min{l
–
(d), l(a) + c(a, d)} = min{6, 4 + 2} = 6

l(t) = min{l
–
(t), l(a) + c(a, t)} = min{∞, 4 + ∞} = ∞.

Шаг 3. a. (p = a). Пре вра ще ние мет ки в по сто ян ную.

min{l(w), w ∈ W
p
 = {a, d, t}} = min{7, 6, ∞} = 6 = l(d).
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 Вер ши на d по лу ча ет по сто ян ную мет ку l(d) = 6. Вер ши на 
d и ду га (a, d) ок ра ши ва ют ся. Те ку щее де ре во крат чай ших 
пу тей T

3
 со сто ит из вер шин s, e, a, d и дуг (s, e), (s, a), (a, d) 

(см. рис. 6.38).
По ла га ем p = d. 

3 4

3

3

4

4

3

7

2

2

4

3

7

2

2

s

T2

T3

T4

T5

T1

s

a

e

d

s

a

e d

b

s

a

e d

t

s
e

e

a

b

Рис. 6.38. Рас ту щие ори ен ти ро ван ные де ре вья T
p
 крат чай ших пу тей

Шаг 2. d. (p = d). Об нов ле ние по ме ток, так как t ∉ T
3
.

l(b) = min{l
–
(b), l(d) + c(a, b)} = min{7, 6 + ∞} = 7

l(t) = min{l
–
(t), l(d) + c(a, t)} = min{∞, 6 + 2} = 8.

Шаг 3. d. (p = d). Пре вра ще ние мет ки в по сто ян ную.
min{l(w), w ∈ W

p
 = {b, t}} = min{7, 8} = 7 = l(b).
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 Вер ши на b по лу ча ет по сто ян ную мет ку l(b) = 7 и ок ра ши ва ет-
ся вме сте с ду гой (b). Те ку щее де ре во крат чай ших пу тей T

4
 

со сто ит из вер шин s, e, a, d, b и дуг (s, e), (s, a), (a, d), (s, b) 
(см. рис. 6.38).
По ла га ем p = b. 

Шаг 2. b. (p = b). Об нов ле ние по ме ток, так как t ∉ T
4
.

l(t) = min{l
–
(t), l(b) + c(b, t)} = min{8, 7 + 2} = 8. 

Шаг 3. b. (p = b). Пре вра ще ние мет ки в по сто ян ную.

min{l(w), w ∈ W
p
 = {t}} = 8 = l(t).

 Вер ши на t по лу ча ет по сто ян ную мет ку l(t) = 8 и ок ра ши ва ет-
ся вме сте с ду гой (d, t). Те ку щее де ре во крат чай ших пу тей 
T

5
 со дер жит все вер ши ны гра фа G и ду ги (s, e), (s, a), (a, d), 

(s, b), (d, t) (см. рис. 6.38). Де ре во T
5
 яв ля ет ся ос тов ным де ре-

вом в G. Ос та нов.

Крат чай ший путь из s в t есть (s, a), (a, d), (d, t). Он не яв ля ет ся 
един ст вен ным, та кую же дли ну 8 име ет путь (s, e), (e, d), (d, t). 

Ал го ритм Фор да

 В ал го рит ме Дейк ст ры пред по ла га лось, что ве са (дли ны) всех 
дуг по ло жи тель ны. Воз мож ны и не от ри ца тель ные ве са с

j
 ≥ 0, так 

как по сле до ва тель ное стя ги ва ние дуг с ну ле вы ми ве са ми при во дит 
к взве шен но му гра фу с по ло жи тель ны ми ве са ми дуг.

 Од на ко, ес ли есть ду ги с от ри ца тель ны ми и по ло жи тель ны-
ми ве са ми, ал го ритм Дейк ст ры, во об ще го во ря, не на хо дит крат-
чай ше го пу ти.

Еще до по яв ле ния в 1959 г. ал го рит ма Дейк ст ры бы ли пред ло-
же ны про це ду ры на хо ж де ния крат чай ших пу тей по ду гам с лю бы ми 
зна ка ми ве сов: 1956 г. — Форд, 1957 г. — Мур, 1958 г. — Белл ман. 
В глав ном эти про це ду ры по хо жи; со от вет ст вую щая вы чис ли тель-
ная про це ду ра на зы ва ет ся сей час ал го рит мом Фор да по строе ния 
крат чай ших пу тей в слу чае про из воль ных ве сов. 

Ал го ритм Фор да мож но из ло жить как мо ди фи ка цию  ал го-
рит ма Дейк ст ры. Из ме не ния ал го рит ма Дейк ст ры со сто ят в сле-
дующем:

1. На ша ге 2 «Об нов ле ние по ме ток» пе ре счет ве ли чин l(w) по 
фор му ле (6.25) про из во дит ся для всех вер шин — как с вре мен ны ми, 
так и с по сто ян ны ми мет ка ми (не ок ра шен ны ми и ок ра шен ны ми). 
При этом дли ны l(w) мо гут умень шать ся как для не ок ра шен ных 
вер шин, так и для ок ра шен ных.
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По ня тие «по сто ян ная мет ка» вер ши ны x
p
 ста но вит ся не кор рект-

ным, и удоб нее го во рить, что вер ши на x
p
 ок ра ше на (на ша ге 3), 

но, воз мож но, вре мен но.
2. Ес ли для не ко то рой ок ра шен ной вер ши ны x

p
 по сле при ме не-

ния ша га 2 про ис хо дит умень ше ние «рас стоя ния» l(x
p
), то гда с вер-

ши ны x
p
 и ве ду щей в нее ок ра шен ной ду ги сни ма ет ся ок ра ска.

3. Ал го ритм Фор да за кан чи ва ет ся то гда, ко гда все вер ши ны 
гра фа ок ра ше ны и еще од но вы пол не ние ша га 2 не ме ня ет ни од но 
из чи сел l(x), ∀x ∈ X. 

Ус ло вие кор рект но сти ал го рит ма Фор да, то есть за вер ше ния, 
сог лас но за ме ча ния 3, за ко неч ное чис ло ша гов, со сто ит в сле дую-
щем: граф G не дол жен со дер жать кон ту ров от ри ца тель ной «дли-
ны» (с от ри ца тель ной сум мой ве сов дуг).

Во об ще го во ря, вы яв ле ние кон ту ров от ри ца тель ной дли ны яв-
ля ет ся от дель ной за да чей. Од на ко, для оп ре де ле ния кор рект но сти 
ал го рит ма Фор да эту за да чу не обя за тель но ре шать от дель но. Дос-
та точ но обыч ным об ра зом при ме нять ал го ритм Фор да, по ка ли бо 
ал го ритм за кон чит ся в со от вет ст вии с за ме ча ни ем 3, ли бо чис ло 
ок ра ши ва ний ка кой-ли бо од ной вер ши ны не дос тиг нет ве ли чи ны 
n-ко ли че ст ва всех вер шин. В по след нем слу чае граф име ет кон тур 
от ри ца тель ной дли ны и ал го ритм Фор да не кор рек тен. 

В прин ци пе, ал го ритм Фор да на хо ж де ния оп ти маль но го пу ти 
из вер ши ны s в вер ши ну t мож но при ме нять к гра фу с не от ри ца-
тель ны ми ве са ми дуг, од на ко в этом слу чае он ме нее эф фек ти вен 
по ско ро сти в срав не нии с  ал го рит мом Дейк ст ры, т.к. слож ность 
ал го рит ма Фор да рав на θ(n3), а ал го рит ма Дейк ст ры –θ(n2).

Ал го рит мы Флой да и Дан ци га

  За да ча по ис ка крат чай ших пу тей ме ж ду все ми па ра ми 
вер шин гра фа мо жет быть ре ше на пу тем по сле до ва тель но го при-
свое ния мет ки «на чаль ная вер ши на s» ка ж дой вер ши не гра фа G 
и по сле дую ще го при ме не ния ал го рит ма Дейк ст ры (Фор да). Яс но, 
что слож ность та ко го «мно го крат но го ал го рит ма Дейк ст ры» есть 
θ(n3), а «мно го крат но го ал го рит ма Фор да» — со от вет ст вен но θ(n4). 
Од на ко су ще ст ву ют бо лее эф фек тив ные ме то ды, чем мно го крат ное 
(имен но n-крат ное) по вто ре ние ал го рит ма Дейк ст ры или Фор да — 
имен но ал го рит мы Флой да (1962) и Дан ци га (1967). Оба ал го рит ма 
при ме ни мы как в слу чае не от ри ца тель ных ве сов дуг, так и в слу чае 
ве сов про из воль ных зна ков. Од на ко, в лю бом слу чае не об хо ди мо, 
что бы граф G не имел кон ту ров от ри ца тель ной дли ны.
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Пред ва ри тель но про ну ме ру ем вер ши ны гра фа G на ту раль ны ми 
чис ла ми 1, 2, …, n и вве дем обо зна че ние lm

i, j
 для дли ны крат чай ше-

го из всех та ких пу тей от вер ши ны i до вер ши ны j (ина че — всех 
та ких (i, j) — пу тей, ко то рые в ка че ст ве про ме жу точ ных вер шин 
мо гут со дер жать толь ко пер вые m вер шин, то есть вер ши ны из 
мно же ст ва V

m
 = {1, 2, …, m}. При этом lm

i, j
 = ∞, ес ли не су ще ст ву ет 

ни од но го (i, j)-пу ти с про ме жу точ ны ми вер ши на ми толь ко из V
m

. 
Для m = 0 счи та ет ся, что V

m
 = {∅} — пус тое мно же ст во и l0

ij
 — дли-

на крат чай шей (i, j)-ду ги (то есть (i, j)-пу ти без про ме жу точ ных 
вер шин) при i ≠ j. Для i = j по ла га ет ся l0

i, i
 = 0.

Ал го ритм Флой да ста вит сво ей це лью по сле до ва тель но для 
m = 0, 1, 2, …, n вы чис лять n2 чи сел (длин) lm

i, j
 и за кан чи вать вы-

чис ле ния по лу че ни ем ln
i, j

(i, j = 1, 2, …, n) ис ко мых крат чай ших 
длин пу тей ме ж ду все ми па ра ми (i, j) вер шин в гра фе G. Ес ли для 
фик си ро ван но го m обь е ди нять все дли ны lm

i, j
 в мат ри цу, то за да ча 

со сто ит в по сле до ва тель ном вы чис ле нии мат риц L
0
, L

1
, …, L

m – 1
, 

L
m

, …, L
n
.

При этом ока зы ва ет ся воз мож ным вы чис лить мат ри цу L
m

, 
ис пользуя толь ко лишь не по сред ст вен но пред ше ст вую щую мат ри-
цу L

m – 1
. Дей ст ви тель но, пусть из вест ны все крат чай шие дли ны 

l
i, j
m – 1(i, j = 1, …, n). Ра зо бьем мно же ст во всех (i, j) — пу тей че рез 

вер ши ны V
m

 на два клас са: обя за тель но про хо дя щие че рез вер ши-
ну m и не про хо дя щие че рез m (то есть про хо дя щие толь ко че рез 
вер ши ны из V

m – 1
). Крат чай ший путь во вто ром клас се име ет 

дли ну l
j, j
m – 1. Крат чай ший путь че рез вер ши ну m в пер вом клас се 

со сто ит из двух час тей: (i, j) — пу ти дли ны li, m
m – 1  и (m, j) — пу ти 

дли ны l
m, j
m – 1. По это му крат чай ший (i, j) — путь че рез вер ши ну m 

(с про ме жу точ ны ми вер ши на ми толь ко из V
m

) име ет дли ну li, m
m – 1  +

+ lm, j
m – 1. Сле до ва тель но,

lm
i, j

 = min{l
ij
m – 1, li, m

m – 1  + lm, j
m – 1 }. (6.26)

Су ще ст вен но, что граф G не име ет кон ту ров от ри ца тель ной дли-
ны, ина че рек ку рент ное пра ви ло (6.26) не бу дет спра вед ли вым!

Те перь нам ос та ет ся при вес ти фор маль ное опи са ние ал го рит-
ма Флой да.

Опи са ние ал го рит ма Флой да по ис ка крат чай ших пу тей 
ме ж ду все ми па ра ми вер шин

Шаг 1. Пе ре ну ме ро вать вер ши ны гра фа G чис ла ми 1, 2, …, n. 
Сфор ми ро вать мат ри цу длин L

0
 = {l0

i, j
}, по ло жив чис ло l0

i, j
 при 

i ≠ j рав ным ми ни маль ной дли не ду ги из вер ши ны i в вер ши ну 
j ли бо l0

i, j
 = ∞, ес ли та ких дуг нет. Ес ли i = j, то l0

i, j
 = 0.
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Шаг 2. По сле до ва тель но для m = 1, 2, …, n, ис хо дя из эле мен тов 
l

i, j
m – 1 мат ри цы L

m – 1
, вы чис лить эле мен ты мат ри цы L

m
 = {lm

i, j
} 

по ре кур рент но му пра ви лу (6.26). Фик си ро вать «крат чай ший» 
(i, j)-путь, имею щий дли ну lm

i, j
 при ее вы чис ле нии по фор му-

ле (6.26).

При m = n ал го ритм за кан чи ва ет ра бо ту. Чис ла ln
i, j

 есть дли ны 
ис ко мых крат чай ших (i, j)-пу тей в гра фе G; i, j = 1, 2, …, n.

За ме ча ние. При по лу че нии мат ри цы L
m

 (по L
m – 1

) зна че ния эле-
мен тов глав ной диа го на ли lm

i, j
, эле мен тов m-той стро ки lm

m, j
 и m-го 

столб ца lm
i, m

 мож но не вы чис лять по фор му ле (6.26), а по ло жить 
сра зу

lm
i, i

 = 0, lm
m, j

 = lm, j
m – 1 , lm

i, m
 = li, m

m – 1 .

Дей ст ви тель но, вер ши на m не мо жет вы сту пать в ка че ст ве 
про ме жу точ ной для крат чай ше го пу ти, ко то рый ли бо на чи на ет ся 
в m, ли бо за кан чи ва ет ся в вер ши не m.

Сле до ва тель но, по фор му ле (6.26) не об хо ди мо вы чис лять лишь 
(n – 1)(n – 2) эле мен тов мат ри цы L

m
. Тем не ме нее, по ря док слож-

нос ти вы чис ле ния L
m

 для фик си ро ван но го m ра вен n2. Ес ли учесть, 
что ко ли че ст во вы чис ляе мых мат риц L

m
 рав но n, то по лу ча ет ся 

слож ность ал го рит ма Флой да по ряд ка θ(n3).

Ал го ритм Дан ци га по ис ка всех крат чай ших пу тей

Здесь ис поль зу ют ся те же по ня тия и обо зна че ния, что и в ал го-
рит ме Флой да: 1, 2, …, n — но ме ра вер шин; V

m
 = {1, 2, …, m} — мно-

же ст во пер вых m вер шин; lm
i, j

 — дли на «крат чай ше го» (i, j)-пу ти 
с про ме жу точ ны ми вер ши на ми из V

m
. Мат ри ца L

0
 = {l0

i, j
}(i, j = 1, 2, …, n) 

«крат чай ших дуг» ме ж ду все ми па ра ми вер шин гра фа G име ет раз-
мер ность n × n и фор ми ру ет ся точ но так, как в ал го рит ме Флой да. 
Од на ко в даль ней шем вме сто по сле до ва тель ных (n × n)-мат риц L

m
 

стро ят ся их «глав ные» под мат ри цы D
m

 раз мер но сти m × m: 

D
m

 = {lm
i, j

}
(i, j = 1, 2, …, m)

.

Мат ри ца D
1
 есть чис ло l1

1, 1
 = 0. В даль ней шем все диа го наль ные 

эле мен ты так же рав ны ну лю: lm
i, i

 = 0; 1 ≤ i ≤ m; m = 1, 2, …, n. 
В мат ри це D

m
 все эле мен ты, не вхо дя щие в по след нюю стро ку 

и в по след ний стол бец, то есть эле мен ты lm
i, j

 при 1 ≤ i, j ≤ m – 1, вы-
чис ля ют ся точ но так, как в ал го рит ме Флой да по фор му ле (6.26). 
Они пред став ля ют со бой дли ны «крат чай ших» (i, j)-пу тей ме ж ду 
вер ши на ми i, j ∈ V

m – 1
 с про ме жу точ ны ми вер ши на ми из мно-

жества V
m

.



302 Раздел 6

Для по лу че ния lm
i, m

 — дли ны «крат чай ше го» пу ти из вер ши ны 
i ∈ V

m – 1
 в вер ши ну m че рез вер ши ны V

m
, за ме тим, что вся кий та кой 

путь Sm
i, m

 не мо жет со дер жать вер ши ну m в ка че ст ве про ме жу точ-
ной и кон це вой од но вре мен но, так как по ус ло вию лю бой кон тур 
име ет не от ри ца тель ную дли ну.

Пусть p(∈ V
m – 1

) — вер ши на на пу ти Sm
i, m

, ко то рая пред ше ст-
вует m. Но то гда «крат чай ший» путь Sm

i, m
 мож но раз бить на два 

пу ти: S
i, p
m – 1  и Sm

p, m
, где Sm

p, m
 со сто ит из од ной ду ги (p, m) и, оче вид-

но, дли на пу ти Sm
p, m

 рав на чис лу l0
p, m

 — эле мен ту мат ри цы L
0
. Яс но, 

путь S
i, p
m – 1  яв ля ет ся крат чай шим (i, p)-пу тем че рез вер ши ны V

m – 1
, 

по это му его дли на рав на l
i, p

m – 1  (i, p ∈ V
m – 1

). Чис ло l
i, p

m – 1  яв ля ет ся 
эле мен том пре ды ду щей мат ри цы D

m – 1
. По по строе нию

lm
i, m

 = l
i, p
m – 1  + l0

p, m
. (6.27)

По сколь ку «крат чай ший» путь Sm
i, m

 нам не из вес тен, а из вест-
но лишь его су ще ст во ва ние, то его дли ну (6.27) мож но най ти как 
сле дую щий ми ни мум:

{ } 1, ...,2,1,min 0
,

1
,

11
, −=+= −

−≤≤
milll mk

m
ki

mk

m
mi . (6.28)

Та ким об ра зом, эле мен ты ln
i, m

 столб ца мат ри цы D
m

 вы чис ля ют ся 
по эле мен там пре ды ду щей мат ри цы D

m – 1
 и мат ри цы L

0
.

Ана ло гич но для эле мен тов по след ней стро ки мат ри цы D
m

, то 
есть для длин lm

m, j
 «крат чай ших» (m, j)-пу тей че рез вер ши ны V

m
 

по лу ча ем фор му лу 

{ } 1,...,2,1,min 1
,

0
,

11
, −=+= −

−≤≤
mjlll m

jkkm
mk

m
jm . (6.29)

Ос та ет ся при вес ти фор маль ное опи са ние ал го рит ма Дан ци га.

Шаг 1. Пе ре ну ме ро вать вер ши ны гра фа G чис ла ми 1, 2, …, n. 
Сфор ми ро вать мат ри цу L

0
 раз мер но сти (n × n), ка ж дый эле-

мент ко то рой l0
i, j

 есть дли на крат чай шей ду ги из вер ши ны i 
в вер ши ну j, где i ≠ j. Ес ли та ких дуг во об ще нет, то l0

i, j
 = ∞ 

(i ≠ j). Ес ли i = j, то l0
i, i

 = 0.
Шаг 2. По сле до ва тель но с по мо щью ре кур рент ной про це ду ры оп-

ре де лить по сле до ва тель ность квад рат ных мат риц

D
1
, D

2
, …, D

m – 1
, D

m
, …, D

n

 воз рас таю щей раз мер но сти. Раз мер ность мат ри цы D
m

 рав на 
m × m. Эле мен ты lm

i, j
(1 ≤ i, j ≤ m) мат ри цы D

m
 вы чис ля ют ся при 

i ≠ j че рез эле мен ты мат риц D
v – 1

 и D
0
 по фор му лам (6.26) для 
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1 ≤ k ≤ m – 1, по фор му лам (6.28) — для j = m, по фор му лам 
(6.29) — для i = m. На ко нец, при i = j по ла га ет ся1 lm

i, i
 = 0. 

Шаг 3. По след ний шаг ре кур рент ной про це ду ры 2 да ет (n × n)-мат-
ри цу D

n
 длин крат чай ших пу тей ме ж ду все ми па ра ми вер шин 

гра фа G.

Ал го ритм Дан ци га име ет та кую же слож ность, как ал го ритм 
Флой да — θ(n3).

 Задания
1. С по мо щью ал го рит ма Дейк ст ры по стро ить ос тов ное де ре во крат-

чай ших пу тей из вер ши ны x
1
 в гра фе G на рис. 6.39. Ка ж дое 

не ори ен ти ро ван ное реб ро с ве сом с
j
 рас смат ри ва ет ся как па ра 

про ти во по лож но на прав лен ных дуг с оди на ко вы ми ве са ми с
j
.

6

10
3

12
13

24

2
18

14

10

20 16

4
25

5

7

5

23

15

9

x1

x2 x3

x4

x5x8

x9 x6

x7

Рис. 6.39. Граф G для задания 1
(по строе ние ос тов но го де ре ва ал го рит мом Дейк ст ры)

2. Дать пол ное опи са ние ал го рит ма Фор да по ша гам, не опи ра ясь 
на ал го ритм Дейк ст ры.

3. Оце нить ин фор ма ци он ный объ ем фор ми ро ва ния «крат чай ших» 
(i, j)-пу тей на ка ж дой m-ой ите ра ции ал го рит ма Флой да. Рас смот-
реть при мер рис. 6.40.

1

1

1 6

22
1 2

5
7

3

G
4 2

Рис. 6.40. Граф G для задания 5
(по иск крат чай ших пу тей ал го рит мом Флой да)

1 В частности, всегда одномерная матрица D
1
 есть число нуль: D

1
 = 0.
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4. По ка зать, что для фор ми ро ва ния всех крат чай ших (i, j)-пу тей 
в гра фе G дос та точ но знать лишь пред по след нюю вер ши ну x

ij
 

крат чай ше го (i, j)-пу ти для всех пар вер шин (i, j) на ка ж дом 
ша ге ал го рит ма Флой да.

5. Ис поль зуя ал го ритм Флой да, най ти крат чай шие пу ти ме ж ду 
все ми па ра ми вер шин гра фа G на рис. 6.40. 

6. Най ти крат чай шие пу ти ме ж ду все ми па ра ми вер шин гра фа G 
на рис. 6.41, ис поль зуя ал го ритм Дан ци га.

G

1

2

2

2

1
23

3
3

6–1
–2

2 3

4 5

6

Рис. 6.41. Граф G для заданий 6 и 7

7. Срав нить ра бо ту ал го рит мов Флой да и Дан ци га по ис ка крат чай-
ших пу тей в гра фе G на рис. 6.41.

8. Влия ет ли вы бор ну ме ра ции вер шин гра фа на эф фек тив ность 
ал го рит мов Флой да и Дан ци га? Если влия ет, то по че му?

9. На неф те пе ре ра ба ты ваю щем за во де име ет ся че ты ре ем ко сти 
(А, Б, В, Г), и ско ро сти пе ре кач ки неф ти из од ной ем ко сти 
в дру гую ука за ны в таб ли це 6.4. Най ти два наи луч ших спо со ба 
пе ре кач ки неф ти из ем ко сти А в ем кость Г.

 Таблица 6.4. Ско ро сти пе ре кач ки неф ти из 4_x ем ко стей

 Ем кость A Б В Г

A  0,00  0,13  0,14  0,15

Б  0,08  0,00  0,13  0,08

В  0,17  0,12  0,00  0,18

Г  0,10  0,06  0,13  0,00 

6.11. Га миль то но вы цик лы и пу ти.
За да ча ком ми воя же ра

Ис то ки и оп ре де ле ния
Га миль то но вым  цик лом в гра фе G = (X, Y) на зы ва ет ся 

про стой  цикл Q = (X, Y
0
), со дер жа щий все вер ши ны гра фа, не-

за ви си мо от то го, яв ля ет ся ли G ори ен ти ро ван ным. Тре бо ва ние 
про сто ты цик ла яв ля ет ся прин ци пи аль ным: по га миль то но во му 
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цик лу Q мож но обой ти все вер ши ны x гра фа G, по се щая ка ж дую 
про ме жу точ ную (то есть не на чаль ную и не ко неч ную) вер ши ну 
толь ко один раз. Сам граф G, в ко то ром су ще ст ву ет га миль то нов 
цикл, на зы ва ет ся  га миль то но вым гра фом. Яс но, что га миль то нов 
граф яв ля ет ся связ ным и, бо лее то го, дву связ ным, так как ме ж ду 
ка ж дой па рой вер шин су ще ст ву ет не ме нее чем две раз лич ные 
про стые це пи. При лю бом n ≥ 3 пол ный про стой граф K

n
 яв ля ет ся 

га миль то но вым. Пол ный дву доль ный граф K
p,p

 с рав но мощ ны ми 
до ля ми (од но цвет ны ми мно же ст ва ми) так же га миль то нов, см. K

2,2
, 

K
3,3

, K
5
 на рис. 6.42.

1

1

2

3

4

5

2 3

4

K2,2 K3,3 K5

5 6

Рис. 6.42. Га миль то но вы гра фы K
2,2

, K
3,3

, K
5

Не по сред ст вен но про ве ря ет ся, что гра фы G
1
, G

2
, G

3
 на рис. 6.43 

не со дер жат га миль то но вых цик лов и, сле до ва тель но, не яв ля ют ся 
га миль то но вы ми гра фа ми. Од на ко все эти гра фы со дер жат га миль-
то но вы це пи. Га миль то но вой  це пью в гра фе G = (X, Y) на зы ва ет ся 
про стая  цепь Z = (X, Y

z
), со дер жа щая все вер ши ны гра фа. Граф, 

об ла даю щий га миль то но вой це пью, на зы ва ет ся трас си руе мым. 
Га миль то но вой це пью в гра фе G

1
 яв ля ет ся цепь 23514, в гра фе 

G
2
 — цепь 623451, в гра фе G

3
 — цепь 643215, а так же 264315. 

От ме тим, что граф G
3
 не яв ля ет ся дву связ ным, так что для трас си-

руе мо сти тре бо ва ние дву связ но сти гра фа G из лиш не. 

1

2

3

4

5

5
6 6

G2

1

2

3

4

5

G3

4

1

2

3

G1

 Рис. 6.43. Га миль то но вы це пи
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На рис. 6.44 изо бра же ны два не га миль то но вых гра фа K
2,3

, 
K

2,4
. Оба они дву связ ны. В K

2,3
 су ще ст ву ют га миль то но вы це пи, 

на при мер, (4, 1, 5, 2, 3), (3, 1, 4, 2, 5), (4, 2, 5, 1, 3). В гра фе K
2,4

 
нет ни га миль то но вых цик лов, ни га миль то но вых це пей.

3

1 2

4
5 3

1 2

4
5 6

K2,3 K2,4  

Рис. 6.44. Не га миль то но вы гра фы 

Не га миль то но вы гра фы G
1,…

 K
2,3

 со дер жат в ка че ст ве под гра-
фов так на зы вае мые  тэ та-гра фы, имею щие хо тя бы две вер ши ны 
сте пе ни 3, со еди нен ные тре мя про сты ми по пар но раз лич ны ми це-
пя ми дли ны не ме нее двух. На при мер, в гра фе G

1
 це пи (1, 2, 3), 

(1, 5, 3), (1, 4, 3) об ра зу ют тэ та-под граф с вер ши на ми 1, 3 сте пе ни 3. 
Спра вед ли ва

 Тео ре ма 6.10

Ес ли дву связ ный граф не со дер жит га миль то но во го цик ла, 
то он со дер жит тэ та-под граф.

 Пусть C — про стой цикл мак си маль ной дли ны в на шем гра фе 
G = (X, Y). По ус ло вию цик ла Q не мо жет быть га миль то но вым, 
по это му чис ло его вер шин долж но быть мень ше, чем n = |X|. Лег-
ко убе дить ся, что при n = 3 или n = 4 дву связ ный про стой граф G 
яв ля ет ся га миль то но вым, по это му n ≥ 5. Чис ло вер шин X

Q
 цик ла Q 

(и ре бер) не ме нее 4: |X
Q
| ≥ 4. Дей ст ви тель но, ес ли в дву связ ном гра-

фе G есть цикл дли ны 3, то к не му мож но до ба вить цепь с но вой 
про ме жу точ ной вер ши ной так, что бы воз ник про стой цикл дли ны 
боль шей, чем 3 (см. рис. 6.43, G

1
). Су ще ст ву ет та кое реб ро (x, v) ∈ Y, 

что x ∈ Q, v ∈ Y\Q. Обо зна чим че рез a, b вер ши ны цик ла Q, смеж-
ные с вер ши ной x (см. рис. 6.45). Так как цикл Q мак си маль ный, 
то вер ши на v не смеж на ни с вер ши ной a, ни с вер ши ной b: в про-
тив ном слу чае мож но по стро ить цикл боль шей дли ны.
 Уда лим из гра фа G вер ши ну x вме сте с ин ци дент ны ми ей реб-
ра ми, к мно же ст ву ко то рых от но сит ся и реб ро (x, v). В ос тав шем ся 
гра фе для ка ж дой вер ши ны w на цик ле Q (кро ме x) су ще ст ву ет 
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про стая (v, w) — цепь P
w
, со еди няю щая вер ши ны w и v. Сре ди всех 

та ких це пей P
w
(w ∈ C, w ≠ x) вы бе рем крат чай шую цепь P

c
, со еди-

няю щую вер ши ну v с не ко то рой вер ши ной c ∈ Q. Оче вид но, c ≠ a 
и c ≠ b, ина че цикл Q не был бы мак си маль ным про стым цик лом 
в гра фе G. Цепь P

c
 не со дер жит вер шин цик ла Q, от лич ных от c, ибо 

в про тив ном слу чае P
c
 не есть крат чай ший путь из всех це пей P

w
. 

По стро им в гра фе G под граф G
0
 = Q ∪ (x, v) ∪ P

c
, объ е ди няю щий 

цикл Q, реб ро (x, v) и цепь P
c
 вме сте с ин ци дент ны ми вер ши на ми. 

Яс но, что G
0
 есть тэ та-граф, в ко то ром вер ши ны треть ей сте пе ни x 

и c со еди ня ют ся тре мя раз лич ны ми про сты ми це пя ми. 

a

ν

w

x

Q

b

c

Pw Pc

Рис. 6.45. Граф, со дер жа щий тэ та-под граф

За ме ча ние. Су ще ст во ва ние тэ та-под гра фа яв ля ет ся лишь не-
об хо ди мым ус ло ви ем для не га миль то но во сти дву связ но го гра фа. 
В дву связ ном гра фе K

3,3
 рис. 6.42 су ще ст ву ют тэ та-под гра фы, од-

на ко K
3,3

 — га миль то нов. Ана ло гич но граф G
2
 на рис. 6.43 так же 

име ет га миль то нов цикл (6, 2, 3, 1, 5, 4, 6) и од но вре мен но име ет 
тэ та-под граф с тре мя це пя ми (2, 3, 4), (2, 6, 4), (2, 1, 5, 4) ме ж ду 
вер ши на ми 2, 4 треть ей сте пе ни. С дру гой сто ро ны, тре бо ва ние дву-
связ но сти в тео ре ме 6.10 су ще ст вен но: не га миль то но вый граф G

3
 

на рис. 6.43 од но свя зен и не со дер жит ни од но го тэ та-под гра фа. 
По ста нов ка  за да чи о га миль то но вом цик ле с од но крат ным про-

хо ж де ни ем всех вер шин гра фа мо жет по ка зать ся по хо жей или в ка-
ком-ни будь смыс ле двой ст вен ной к по ста нов ке за да чи об эй ле ро вом 
цик ле с од но крат ным про хо ж де ни ем всех ре бер гра фа. Од на ко это 
не так. За да ча о га миль то но вом цик ле, к со жа ле нию, не име ет до 
на стоя ще го вре ме ни ни пол но го тео ре ти че ско го ре ше ния, ни удов-
ле тво ри тель но го ал го рит ма оты ска ния цик ла для не очень ма лень-
ких n. Как мы ви де ли в раз де ле п. 6.3, и тео ре ти че ское ре ше ние, 
и хо ро шие ал го рит мы име ют ся для эй ле ро ва цик ла. Ис то ри че ски 
пер вым рас смат ри вал за да чу об хо да про стым цик лом всех вер шин 
гра фа из вест ный ир ланд ский ма те ма тик У. Га миль тон в 1859 г. 
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Он по стро ил ряд та ких цик лов на реб рах до де ка эд ра — пра виль но-
го вы пук ло го мно го гран ни ка с 20 вер ши на ми и 12 пя ти уголь ны ми 
гра ня ми. Плос кое изо бра же ние до де ка эд ра, ко то рое мож но трак то-
вать как его про ек цию на од ну «рас тя ну тую» грань, изо бра же но на 
рис. 6.46. Один из га миль то но вых цик лов изо бра жен на ри сун ке 
жир ной ло ма ной. Га миль тон трак то вал свою за да чу в ви де иг ры 
«Кру го свет ное пу те ше ст вие», в ко то рой пред ла га ет ся вы брать 
марш рут по се ще ния два дца ти го ро дов на зем ном ша ре, дви га ясь 
по до ро гам-реб рам до де ка эд ра. Он да же про дал свою иг ру тор гов цу 
иг руш ка ми за 25 ги ней.

Рис. 6.46. Плос кое изо бра же ние до де ка эд ра

В ори ен ти ро ван ном гра фе на ря ду с га миль то но вым цик лом 
или га миль то но вой це пью час то при хо дит ся ис кать га миль то нов 
 кон тур или  путь, об ход ко то рых осу ще ст в ля ет ся толь ко по на-
прав ле ни ям дуг. Га миль то нов путь — это про стой (u, v)-путь 
в гра фе G, со дер жа щий все вер ши ны гра фа. Ес ли u = v, то это — га-

миль то нов кон тур. Вся кий га миль то нов путь есть га миль то но ва 
цепь, об рат ное, во об ще го во ря, не вер но. Гра фы K

2,2
 и K

5
 на рис. 6.42 

яв ля ют ся га миль то но вы ми без уче та ори ен та ции дуг, од на ко они 
не об ла да ют га миль то но вы ми кон ту ра ми. При этом граф K

5
 име-

ет га миль то нов путь, в ко то ром по сле до ва тель ность про хо ж де ния 
вер шин есть 1, 4, 5, 2, 3. В гра фе K

2,2
 рис. 6.42 га миль то нов путь 

от сут ст ву ет.
По доб ная си туа ция не воз мож на в сим мет ри че ском гра фе: 

каж дой га миль то но вой це пи (цик лу) не ори ен ти ро ван но го гра фа 
от ве ча ет па ра про ти во по лож но на прав лен ных га миль то но вых 
пу тей (кон ту ров) в со от вет ст вую щем ори ен ти ро ван ном сим мет ри-
че ском гра фе.

При ло же ния га миль то но вых це пей и пу тей весь ма мно го чис-
лен ны. В тео рии рас пи са ний от дель ные про це ду ры (дей ст вия) изо-
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бра жа ют ся точ ка ми — вер ши на ми х
1
, х

2
, …, х

n
, а из вер ши ны х

i
, 

ве дет ду га в х
j
, ес ли по сле вы пол не ния про це ду ры х

i
 до пус тим 

пе ре ход к вы пол не нию про це ду ры х
j
. Га миль то нов путь в та ком 

мо дель ном гра фе за да ет «рас пи са ние» по сле до ва тель но го вы пол-
не ния всех «n» про це дур.

В ис сле до ва нии опе ра ций ти пич ной яв ля ет ся сле дую щая си туа-
ция. Име ет ся тех ни че ское уст рой ст во (ста нок, ком пь ю тер и т.п.) 
и n опе ра ций (за дач), ка ж дую из ко то рых уст рой ст во спо соб но 
осу ще ст вить (ре шить) по сле вы пол не ния со от вет ст вую щей пе ре-
на строй ки (пе ре про грам ми ро ва ния). Точ нее, при пе ре хо де от i-ой 
за да чи к j-ой за да че пе ре про грам ми ро ва ние уст рой ст ва тре бу ет за-
тра ты t

ij
 еди ниц вре ме ни или дру го го ре сур са. Не об хо ди мо най ти 

по сле до ва тель ность вы пол не ния за да ний, при ко то рой вре мя ка ж-
до го пе ре про грам ми ро ва ния не пре вос хо дит за дан но го зна че ния τ. 
Стро ит ся про стой мо дель ный граф с мно же ст вом вер шин {1, 2, …, n}, 
в ко то ром ду га (i, j) при сут ст ву ет то гда и толь ко то гда, ко гда t

ij
 ≤ τ. 

Лю бой га миль то нов путь в мо дель ном гра фе за да ет ис ко мую по сле-
до ва тель ность вы пол не ния за да ний.

Рас смот рим из вест ную  за да чу о кни гах, в ко то рой прин цип 
мо де ли ро ва ния с по мо щью гра фа яв ля ет ся весь ма по учи тель ным 
и мо жет при ме нять ся для ре ше ния дру гих за дач. Для из го тов-
ле ния n книг пе чат ник рас по ла га ет дву мя ма ши на ми: пе чат ной 
и пе ре плет ной. На пе ча та ние k-ой кни ги рас хо ду ет ся а

k
 вре ме ни, 

на ее пе ре плет рас хо ду ет ся b
k
 вре ме ни. По нят но, что в пе ре плет 

k-ая кни га по сту па ет по сле ее пе ча та ния, так что не ко то рое вре мя 
в на ча ле ра бо ты пе ре плет ный ста нок мо жет про стаи вать. Най ти 
по ря док ра бо ты с кни га ми, при ко то ром вре мя ис пол не ния все го 
за ка за на n книг бу дет ми ни маль ным. Не труд но уви деть, что, 
имея оп ти маль ный по ря док ра бо ты, мож но пе ре стро ить его без 
умень ше ния пол но го вре ме ни вы пол не ния за ка за так, что бы кни-
ги по сту па ли на пе ре плет ную ма ши ну в той же по сле до ва тель но-
сти, в ка кой они по сту па ют на пе чат ную ма ши ну. Сле до ва тель но, 
оп ти маль ный по ря док из го тов ле ния мно же ст ва книг (х

1
, х

2
, …, х

n
) 

оп ре де ля ет ся не ко то рой пе ре ста нов кой ), ...,,(
21 niii xxx . Мож но по-

ка зать, что при оп ти маль ном по ряд ке i-ая кни га долж на быть пу-
ще на в пе чать рань ше к-ой кни ги (не обя за тель но под ряд), ес ли 
и толь ко ес ли min{a

i
, b

k
} ≤ min{a

k
, b

i
}. Те перь яс но, как по стро ить 

мо дель ный граф. На мно же ст ве вер шин {х
1
, х

2
, …, х

n
} про во дит ся 

ду га (х
i
, х

k
), ес ли вы пол не но ука зан ное не ра вен ст во. Га миль то нов 

путь в этом гра фе ука зы ва ет ис ко мый оп ти маль ный по ря док из го-
тов ле ния книг.



310 Раздел 6

При зна ки су ще ст во ва ния га миль то но вых 
цик лов, пу тей и кон ту ров

 По лу че ние ус ло вий га миль то но во сти гра фов яв ля ет ся по пу-
ляр ной за да чей, до кон ца не ре шен ной до на стоя ще го вре ме ни. 
По пу ляр ность пи та ет ся не толь ко при клад ной цен но стью ус ло вий, 
но и ред кой про сто той и ес те ст вен но стью са мой по ста нов ки за да чи 
о га миль то но вом цик ле, не тре бую щей пред ва ри тель ных ма те ма ти-
че ских зна ний и сим воль ных обо зна че ний в фор му ли ров ке.

Пол ный граф име ет га миль то нов цикл, по это му, вы ра жа ясь 
не стро го, ка че ст вен но мож но пред по ло жить, что чем боль ше ре-
бер в гра фе и чем более «рав но мер но» они рас пре де ле ны, тем вы-
ше ве ро ят ность су ще ст во ва ния га миль то но ва цик ла. Сле дую щие 
дос та точ ные ус ло вия га миль то но во сти гра фа под твер жда ют это 
пред по ло же ние.

Все гра фы пред по ла га ют ся связ ны ми и про сты ми.

  Тео ре ма 6.11 (Г.  Ди рак, 1952 г.)

Ес ли чис ло n вер шин гра фа G не ме нее трех и сте пень 

δ
i
 = degx

i
 лю бой вер ши ны х

i
 не ме нее 

2

n
(

2

n
≥δ ), то граф G яв ля ет-

ся га миль то но вым.

Сфор му ли ро ван ный  при знак Ди ра ка яв ля ет ся оче вид ным 
следст ви ем бо лее об ще го при зна ка га миль то но во сти, ус та нов лен-
но го в 1960 г. Оре.

 Тео ре ма 6.12 (О. Оре, 1960 г.)

Ес ли в гра фе G с n вер ши на ми (n ≥ 3) сум ма сте пе ней лю бых 
двух вер шин u, v яв ля ет ся не мень шей, чем n (degu + degv ≥ n), то 
граф G га миль то нов. 

В свою оче редь,  при знак га миль то но во сти Оре мож но вы вес ти 
из бо лее «позд них» при зна ков Л.  По ша и В. Хва та ла.

 Тео ре ма 6.13 (В. Хва тал, 1972 г.)

Пусть для упо ря до чен ной по воз рас та нию по сле до ва тель но-
с ти сте пе ней вер шин δ

i
 = degx

i

δ
1
 ≤ δ

2
 ≤ … ≤ δ

n
 (6.29)

гра фа G вы пол не ны им пли ка ции 

( ) ( ) ,
2

1:,
n

kkknk knk <≤∀−≥⇒≤ −δδ

то гда G — га миль то нов граф.
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Су ще ст ву ет ряд при зна ков га миль то но во сти гра фов, яв ляю-
щих ся про из вод ны ми от не ко то рых дру гих гра фов, в ча ст но сти, 
для сте пе ней Gp и ре бер ных гра фов L(G). На пом ним, что вер ши ны 
ре бер но го (или ду аль но го) гра фа L(G) на хо дят ся во вза им но од но-
знач ном со от вет ст вии с реб ра ми гра фа G, а две вер ши ны в L(G) 
со еди не ны реб ром, ес ли и толь ко ес ли со от вет ст вую щие реб ра в G 
смеж ны. Сте пень Gp гра фа G = (X, Y) здесь по ни ма ет ся как граф 
с тем же мно же ст вом вер шин Х, в ко то ром вер ши ны w, v ∈ Х со еди-
не ны реб ром (смеж ны), ес ли и толь ко ес ли в G рас стоя ние ме ж ду 
w и v не боль ше р: d(w, v) ≤ p в гра фе G. На при мер, ес ли С

5
 — цикл 

с пя тью вер ши на ми и пя тью реб ра ми, то (С
5
)2 = К

5
 — пол ный пя ти-

вер шин ный граф. Этот при мер и са мо оп ре де ле ние Gp по дска зы ва ет, 
что у лю бо го связ но го гра фа G не ко то рая сте пень Gp долж на быть 
га миль то но вым гра фом. Из га миль то но во сти сте пе ни Gp сле ду ет 
га миль то но вость Gp + 1.

Ка ко ва ниж няя грань сте пе ней р, обес пе чи ваю щих га миль то-
но вость Gp? 

  Тео ре ма 6.14 (Д. Ка ра га нис, 1968 г.)

Для связ но го гра фа G с чис лом вер шин n ≥ 3 сте пень G3 яв-
ля ет ся га миль то но вым гра фом.

 Тео ре ма 6.15 (Г. Флейш нер, 1971 г.)

Ес ли G — дву связ ный граф с чис лом вер шин n ≥ 3, то G2 — га-
миль то нов граф.

 Тео ре ма 6.16 (Ф. Ха ра ри, С. Нэш-Виль ямс, 1965 г.)

Ре бер ный граф L(G) га миль то нов то гда и толь ко то гда, когда 
в G су ще ст ву ет цикл, со дер жа щий хо тя бы по од ной вер ши не из 
ка ж до го реб ра гра фа G. 

След ст вие. Ес ли граф G ли бо эй ле ров, ли бо га миль то нов, то 
ре бер ный граф L(G) га миль то нов.

Ка ко ва раз ни ца ме ж ду за да ча ми о по ис ке га миль то но во го 
цик ла и по ис ке га миль то но вой це пи в гра фе? С од ной сто ро ны, га-
миль то нов граф все гда со дер жит не замк ну тую га миль то но ву цепь. 
С дру гой сто ро ны, при ме ры гра фов G

1
, G

3
 на рис. 6.43 сви де тель ст ву-

ют, что га миль то но вы це пи мо гут су ще ст во вать в не га миль то но вом 
гра фе, так что класс га миль то но вых гра фов со дер жит ся в клас се 
трас си руе мых гра фов, не сов па дая с ним. Тем не ме нее, ука зан ные 
две за да чи име ют оди на ко вую труд ность, а лю бой трас си руе мый 
граф G весь ма про сто вкла ды ва ет ся в не ко то рый га миль то нов 
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граф G
v
, мно же ст вом вер шин ко то ро го на од ну вер ши ну v пре вос хо-

дит мно же ст во вер шин ис ход но го гра фа G. Имен но, ес ли (а, b)-цепь 
Z яв ля ет ся га миль то но вой це пью в трас си руе мом гра фе G = (X, Y), 
то до бав ле ние од ной но вой вер ши ны v и двух но вых ре бер (а, v), 
(b, v) при во дит к гра фу G

v
 = (Х ∪ (b, v), Y ∪ v ∪ (v, a)) с га миль то-

но вым цик лом Z ∪ (b, v) ∪ (v, a).
На при мер, не га миль то нов трас си руе мый граф G

1
 на рис. 6.43 

яв ля ет ся под гра фом га миль то но во го гра фа G
v
 на рис. 6.47, где до-

бав лен ные реб ра изо бра же ны пунк ти ром. При этом па ра до бав лен-
ных ре бер (b, v), (v, a) «за мы ка ет» кон крет ную га миль то но ву цепь 
Z в гра фе G. Что бы не свя зы вать вло же ние трас си руе мо го гра фа 
в га миль то нов с оп ре де лен ной га миль то но вой це пью, час то но вую 
вер ши ну v со еди ня ют со все ми вер ши на ми ис ход но го гра фа G 
и по лу ча ют граф G

dv
 с до ми ни рую щей вер ши ной v. То гда лю бая 

га миль то но ва цепь в G до пол ня ет ся до со от вет ст вую ще го га миль-
то но во го цик ла в G

dv
 (рис. 6.47).

1 1

2

3

4

5

35

2 = a

v

Gv Gdv

v4 = b

Рис. 6.47. До пол не ние до га миль то но во го гра фа в G
v

и до га миль то но вых цик лов в G
dv

При зна ки су ще ст во ва ния га миль то но вых пу тей и  кон ту ров 
в ори ен ти ро ван ном гра фе есть смысл рас смат ри вать толь ко для 
не сим мет рич ных орг ра фов. Од ним из про стей ших яв ля ет ся при-
знак Ке ни га.

  Тео ре ма 6.17 (Ке ни га)

В пол ном орг ра фе G (лю бая па ра вер шин ко то ро го со еди ня-
ет ся хо тя бы в од ном на прав ле нии) все гда су ще ст ву ет га миль-
то нов путь1.

 Вы де лим в G про стой (х
1
, х

r
)-путь Z дли ны (r – 1) с по сле до ва-

тель но стью по пар но раз лич ных вер шин [х
1
, х

2
, …,

 
х

r
] и покажем, 

1 Но не гамильтонов контур (см. орграф К
5
, рис. 6.42).
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что с его по мо щью мож но по лу чить про стой путь дли ны r 
с попар но раз лич ны ми вер ши на ми. Пусть v — вер ши на гра фа 
G = (X, Y), при над ле жа щая пу ти Z. Пред по ло жим, что для лю бо го 
k ∈ {1, 2, 3, …, r – 1} не су ще ст ву ет пу ти в G дли ны r с по сле до ва-
тель но стью вер шин [x

1
, x

2
, …, x

k
, v, x

k + 1
, …, x

r
]. То гда при ка ж дом k 

спра вед ли вы им пли ка ции
(x

k
, v) ∈ Y ⇒ (v, x

k + 1
) ∉ Y ⇒ (x

k + 1
, v) ∈ Y, (6.30)

при чем по след няя  им пли ка ция вы те ка ет из пол но ты гра фа G. 
Если су ще ст ву ет ду га (v, x

1
) ∈ Y, то мы сра зу по лу ча ем ис ко мый 

путь дли ны r с по сле до ва тель но стью вер шин [v, x
1
, x

2
, …, x

r
]. 

Ес ли ду га (v, x
1
) от сут ст ву ет в G, то су ще ст ву ет ду га (x

1
, v), и в си-

лу (6.30) по сле до ва тель но по лу ча ем, что граф G со дер жит ду ги 
(x

2
, v) ∈ Y, (x

3
, v) ∈ Y, …, (x

r
, v) ∈ Y. Но то гда су ще ст ву ет про стой 

путь дли ны r с по сле до ва тель но стью по пар но раз лич ных вер шин 
[х

1
, х

2
, …, х

r
, v] (рис. 6.48).

x1

x2

x3

xk

xr

xk + 1

xr – 1

v

 Рис. 6.48. По сле до ва тель ность по пар но раз лич ных вер шин 

 По вто ряя про це ду ру «уд ли не ния» пу ти ко неч ное чис ло раз, 
по лу чим про стой путь дли ны n – 1 (n = |X|), со дер жа щий все вер-
ши ны из Х. Это и есть ис ко мый га миль то нов путь. 

След ст вие. Уча ст ни ков тур ни ра, в ко то ром про ис хо дит встре-
ча ка ж дой па ры и по пра ви лам невоз мож ны ни чей ные ре зуль та ты, 
все гда мож но по сле тур ни ра упо ря до чить (ран жи ро вать) так, 
что бы ка ж дый пре ды ду щий был по бе ди те лем не по сред ст вен но 
сле дую ще го.

От ме тим не ко то рые ал геб раи че ские свой ст ва гра фов, об ла даю-
щих га миль то но вым пу тем или га миль то но вым кон ту ром. Для про-
из воль но го под мно же ст ва S вер шин орг ра фа G = (X, Y) оп ре де лим 
мно же ст во S

+
 всех тех вер шин v, в ко то рые ве дут ду ги из вер шин 

мно же ст ва S:
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S
+
 = {v ∈ X: (x, v) ∈ Y, ∀x ∈ S}.

 Де фи ци том про сто го гра фа G = (X, Y) на зы ва ет ся чис ло

|)||(|0 +
⊂

−= SS
XS

δ . (6.31)

Как обыч но, |S| обо зна ча ет чис ло эле мен тов мно же ст ва S.
Сле дую щая тео ре ма со дер жит ал геб раи че ские ус ло вия, вы пол-

не ние ко то рых не об хо ди мо для су ще ст во ва ния га миль то но во го кон-
ту ра и га миль то но во го пу ти в орг ра фе.

 Тео ре ма 6.18

Ес ли в гра фе су ще ст ву ет га миль то нов  кон тур, то де фи цит 
гра фа (6.31) ра вен ну лю: δ

0
 = 0. Ес ли су ще ст ву ет га миль то нов 

путь, то 0 ≤ δ
0
 ≤ 1.

За да ча ком ми воя же ра

 Об щая1 за да ча ком ми воя же ра со сто ит в сле дую щем: ис поль зуя 
за дан ную сис те му транс порт ных со об ще ний (до рог и т.п.) ме ж ду 
пунк та ми (го ро да ми, фир ма ми и т.п.) в кон крет ной зо не об слу жи-
ва ния, по се тить все пунк ты в та кой по сле до ва тель но сти, что бы 
прой ден ный мар шрут был крат чай шим из всех воз мож ных.

На язы ке тео рии гра фов или се тей об щая за да ча ком ми воя же-
ра име ет сле дую щую фор му ли ров ку: во взве шен ном связ ном гра-
фе G най ти крат чай ший мар шрут, про хо дя щий че рез все вер ши ны 
гра фа. В по ста нов ке за да чи воз мож но до пол ни тель ное тре бо ва ние 
замк ну то сти мар шру та ком ми воя же ра (воз вра ще ние ком ми воя же-
ра в пункт ис ход но го пре бы ва ния). По нят но, что в лю бом связ ном 
гра фе G об щая за да ча ком ми воя же ра (и замк ну тая и не замк ну тая) 
все гда име ет ре ше ние.

Су ще ст ву ет еще од на по ста нов ка, в ко то рой до пол ни тель но 
к пре ды ду щей за да че тре бу ет ся, что бы ка ж дый пункт об слу жи ва ния 
ком ми воя жер по се щал толь ко один раз. Оче вид но, в та кой по ста-
нов ке за да ча ком ми воя же ра не все гда име ет ре ше ние, а ес ли име ет, 
то мар шрут ком ми воя же ра в гра фе G яв ля ет ся крат чай шей га миль-
то но вой це пью или цик лом. В свя зи со ска зан ным бу дем на зы вать 
по след нюю по ста нов ку «га миль то но вой»  за да чей ком ми воя же ра 

(в от ли чие от «об щей»). Ес ли ищет ся замк ну тый мар шрут, то для 
раз ре ши мо сти «га миль то но вой» за да чи ком ми воя же ра не об хо ди мо 

1 В отличие от «гамильтоновой» задачи коммивояжера.
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и дос та точ но, что бы граф G был га миль то но вым, для не замк ну то го 
га миль то но во го мар шру та — граф G дол жен быть трас си руе мым.

В ори ен ти ро ван ном взве-
шен ном гра фе G встре ча ет ся 
так же за да ча по ис ка об ще го 

ори ен ти ро ван но го мар шру-

та ком ми воя же ра — крат-
чай ше го ори ен ти ро ван но го 
мар шру та, со дер жа ще го все 
вер ши ны гра фа, и со от вет ст-
вен но, ори ен ти ро ван но го 

пу ти или кон ту ра ком ми-

воя же ра (со дер жа ще го ка ж дую вер ши ну один раз). Замк ну тый 
ори ен ти ро ван ный (или   не ори ен ти ро ван ный) мар шрут ком ми воя-
же ра при об щей не га миль то но вой по ста нов ке за да чи не обя за тель но 
яв ля ет ся га миль то но вым кон ту ром (со от вет ст вен но га миль то но вым 
цик лом). На при мер, граф G на рис. 6.49 име ет один га миль то нов кон-
тур и не сколь ко га миль то но вых цик лов, все их дли ны рав ны 24, 
и ка ж дый со дер жит три ду ги. Од нако крат чай шим замк ну тым 
ор мар шру том ком ми воя же ра (не про стым) яв ля ет ся замк ну тый 
мар шрут с че тырь мя ду га ми (а, b), (b, а), (а, с), (с, а), ко то рый 
про хо дит че рез ка ж дую вер ши ну два ж ды и име ет дли ну 8.

В ка ких слу ча ях га миль то нов кон тур (или цикл) яв ля ет ся ре-
ше ни ем об щей за да чи ком ми воя же ра?

 Тео ре ма 6.19

Ес ли  функ ция d(x, v) ве сов (длин) ре бер (или дуг) ме ж ду 
па ра ми вер шин x, v в гра фе G = (X, Y) с чис лом вер шин n = |X| ≥ 3 
удов ле тво ря ет не ра вен ст ву тре уголь ни ка

d(x, v) ≤ d(x, z) + d(z, v), ∀z ≠ x, z ≠ v, z ∈ X, (6.32)

и су ще ст ву ет ре ше ние об щей за да чи ком ми воя же ра, то су ще ст ву-
ет так же ре ше ние «га миль то но вой» за да чи ком ми воя же ра.

Ус ло вие тре уголь ни ка оз на ча ет, что в гра фе G дли на «од но ша-
го во го» пу ти1 (це пи) ме ж ду вер ши на ми x и v, ко неч ная или бес ко-
неч ная, не пре вы ша ет дли ны лю бо го «двух ша го во го» (x, v)-пу ти 
((x, v)-це пи) с од ной про ме жу точ ной вер ши ной.

 Пусть Q — оп ти маль ный замк ну тый мар шрут ком ми воя же-
ра, для оп ре де лен но сти — ори ен ти ро ван ный, и пред по ло жим, 

a

b
G

2

2 2
2

20 c

Рис. 6.49. (а, b), (b, а), (а, с), (с, а) — 
крат чай ший замк ну тый ор мар шрут

1 То есть пути (цепи) l(x, v) без промежуточных вершин между x и v; он состоит 
либо из ребра (x, v), либо отсутствует.
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Q не яв ля ет ся га миль то но вым кон ту ром в гра фе G. То гда су ще ст-
ву ет вер ши на z ∈ X, ко то рая по вто ря ет ся при об хо де кон ту ра Q, 
по край ней ме ре, два ж ды. Пред по ло жим, при пер вом про хо ж де-
нии ком ми воя жер по па да ет в вер ши ну z из пред ше ст вую щей вер-
ши ны х, а вы хо дит из z в по сле дую щую вер ши ну v. По ус ло вию 
тео ре мы, дол жен су ще ст во вать «од но ша го вый» путь l(x, v) по ду ге 
(x, v), ко то рый не длин нее двух ша го во го пу ти (x, z, v) (рис. 6.50). 
Сле до ва тель но, в мар шру те Q два од но крат ных про хо ж де ния дуг 
(x, z), (z, v) мож но за ме нить од ним про хо ж де ни ем ду ги (x, v).

z

v

xQ

Рис. 6.50. За ме на двух од но крат ных про хо ж де ний дуг (x, z), (z, v)
на од но про хо ж де ние ду ги (x, v)

 В ре зуль та те по лу ча ет ся замк ну тый мар шрут ком ми воя же ра Q
1
 

дли ны d(Q
1
) ≤ d(Q), с чис лом ша гов, то есть чис лом про хо ж де ний 

дуг, мень шим, чем в мар шру те Q. При этом чис ло про хо ж де ний 
вер ши ны z умень ша ет ся на еди ни цу (точ нее, на один за ход и один 
вы ход), а чис ло про хо ж де ний ос таль ных вер шин гра фа со хра ня ет ся. 
При ме няя этот про цесс к мар шру ту Q

1
, мы по стро им замк ну тый 

ор мар шрут ком ми воя же ра Q
2
 дли ны d(Q

2
) ≤ d(Q

1
) с чис лом про хож-

де ний дуг, мень шим, чем у Q
1
, и т.д. По сле ко неч но го чис ла ша-

гов мы по лу чим замк ну тый мар шрут ком ми воя же ра Q
р
, в ко то ром 

каж дая вер ши на встре ча ет ся в точ но сти один раз. Сле до ва тель но, 
Q

р
 есть га миль то нов кон тур в гра фе G. 

Ес ли граф G не удов ле тво ря ет не ра вен ст ву тре уголь ни ка 
(6.32), то фор маль но об щую за да чу ком ми воя же ра не об хо ди мо 
ре шать от дель но от га миль то но вой за да чи ком ми воя же ра. Од на-
ко фак ти че ски мож но ре ше ние об щей за да чи сво дить к ре ше нию 
«га миль то но вой». Для это го дос та точ но про стым пре об ра зо ва-
ни ем пе ре стро ить граф G и по лу чить граф G

t
, удов ле тво ряю щий 

не равенст ву (6.32) по сред ст вом за ме ны в G дли ны d(x, v) ка ж дой 
ду ги (x, v), не удов ле тво ряю щей (6.32), на дли ну крат чай ше го пу ти 
из x в v. Пусть Q

t
 — ре ше ние «га миль то но вой» за да чи ком ми воя же-

ра в гра фе G
t
. Ка ж дую ду гу1 (v, w) из га миль то но во го кон ту ра Q

t
, 

1 Включая отсутствовавшую дугу с формальной длиной ∞.
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дли на ко то рой бы ла ра нее умень ше на при пе ре хо де G → G
t
, сле ду ет 

за ме нить крат чай шим (v, w)-пу тем из гра фа G. По лу чен ный та ким 
об ра зом мар шрут Q яв ля ет ся оп ти маль ным ре ше ни ем об щей за да-
чи ком ми воя же ра в гра фе G.

На при мер, в гра фе G на рис. 6.49 ду га (b, с) не удов ле тво-
ря ет ус ло вию (6.32): 20 > 2 + 2. По это му сле ду ет за ме нить 
дли ну 20 ду ги (b, с) на дли ну 4 = 2 + 2 крат чай ше го (b, с)-пу ти 
(b, а, с). В по лу чен ном взве шен ном гра фе G

t
 (то по ло ги че ски он сов-

па да ет с G, от ли ча ют ся лишь ве са ду ги (b, с)) га миль то нов кон тур 
(а, b, с, а) име ет дли ну 2 + 4 + 2 = 8 и яв ля ет ся оп ти маль ным марш-
ру том ком ми воя же ра в гра фе G

t
. За ме няя в Q

t
 «уко ро чен ную» ду-

гу (b, с) крат чай шим (b, с)-пу тем (b, а, с), по лу ча ем оп ти маль ный 
в гра фе G ор мар шрут ком ми воя же ра (а, b, а, с, а) дли ны 8, вклю-
чаю щий че ты ре ду ги и не яв ляю щий ся га миль то но вым.

Прак ти че ские ме то ды и ал го рит мы

В са мом не бла го при ят ном слу чае (пол ный граф и фа таль ное 
не ве зе ние) оп ти маль ную га миль то но ву цепь или цикл в гра фе G, 
на чи наю щую ся в за дан ной вер ши не x

1
, мож но по стро ить пу тем 

все воз мож ных пе ре ста но вок на мно же ст ве ос таль ных вер шин 
{x

2
, x

3
, …, x

n
}. Зна чит, вы чис ли тель ная слож ность за дач га миль-

то на и ком ми воя же ра име ет по ря док (n – 1)! Вслед ст вие та кой 
зна чи тель ной вы чис ли тель ной слож но сти для ре ше ния за да чи 
ком ми воя же ра соз да но мно го ал го рит мов, как ав то ном ных, так 
и ба зи рую щих ся на дру гих оп ти ми за ци он ных ал го рит мах, — по то ко-
вых, строя щих ми ни маль ный ос тов и др. При этом точ ные ал го рит-
мы, га ран ти рую щие по лу че ние мар шру та ком ми воя же ра в лю бом 
слу чае, яв ля ют ся тру до ем ки ми и справ ля ют ся с се тя ми не очень 
вы со кой раз мер но сти. При бли жен ные ал го рит мы в боль шин ст ве 
слу ча ев справ ля ют ся с бо лее гро мозд ки ми се тя ми, од на ко ино гда 
при во дят к не оп ти маль но му мар шру ту [10, 42, 47]. Рас смот рим 
вкрат це два ал го рит ма. 

Ал геб раи че ский ал го ритм Йоу, Да ни эль со на, Дха ва на

 В ал го рит ме по сле до ва тель но стро ят ся все про стые пу ти 
про сто го орг ра фа G с по мо щью по сле до ва тель но го пе ре мно же ния 
(n × n)-мат риц, со дер жа щих сим во лы вер шин х

1
, х

2
, …, х

n
. Пусть 

А = {a
ij
}n

1
 — мат ри ца смеж но сти орг ра фа G. Че рез V = {v

ij
}n

1
 обо зна чим 

так на зы вае мую мо ди фи ци ро ван ную  мат ри цу смеж но сти гра фа G, 
в ко то рой v

ij
 = х

j
, ес ли су ще ст ву ет ду га из х

i
 в х

j
, и v

ij
 = 0 — ес ли 
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та кой ду ги нет. Ина че го во ря, на мес те еди ниц в мат ри це смеж нос-
ти А ста вят ся сим во лы х

j
 вер шин, в ко то рые за хо дят со от вет ст вую-

щие стро кам ду ги:

а
ij
 = 1 ⇔ v

ij
 = х

j
;  а

ij
 = 0 ⇔ v

ij
 = 0.

 «Внут рен ним про из ве де ни ем вер шин» пу ти (x
1
, x

2
, x

3
, …, 

x
k – 1

, x
k
) на зы ва ет ся фор маль ное ал геб раи че ское вы ра же ние (сло-

во) x
2
 ⋅ x

3
 ⋅ … ⋅ x

k – 1
, не со дер жа щее на чаль ной и ко неч ной вер шин 

пу ти. При k = 2 про из ве де ние счи та ет ся рав ным 1.
Пред ла гае мый ал го ритм стро ит по сле до ва тель ность мат риц 

P
1
, P

2
, …, P

n – 1
, V ⋅ P

n – 1
, 

где P
s
 = {p

s
(i, j)}n

i, j = 1
 — мат ри ца, эле мент ко то рой p

s
(i, j) ра вен сум-

ме внут рен них про из ве де ний всех про стых пу тей из x
i
 в x

j
 дли ны 

s(1 ≤ s ≤ n – 1), ес ли i ≠ j и p
s
(i, i) = 0. Яс но, что P

1
 = A (мат ри ца 

смеж но сти). Ес ли мат ри ца P
s
 уже вы чис ле на, то для по лу че ния 

P
s + 1

 сна ча ла стро ит ся мат ри ца 

{ } ∑ ⋅==⋅= +++
k

sikssss jkpjipjipPVP ).,(V),(,),( 0
1

0
1

0
1  (6.33) 

Ее эле мент p0
s + 1

(i, j) ра вен сум ме внут рен них про из ве де ний 
всех та ких це пей (не толь ко про стых!) из вер ши ны x

i
 в вер ши ну 

x
j
 дли ны s + 1, сре ди ко то рых не про сты ми яв ля ют ся в точ но сти те 

це пи, внут рен ние про из ве де ния ко то рых со дер жат в со мно жи те лях 
p

s
(k, j) из (6.33) вер ши ну x

i
. Ис клю чив из сум мы в (6.33) сла гае мые, 

со дер жа щие x
i
, по лу ча ем ал геб раи че ское вы ра же ние p

s + 1
(i, j), рав-

ное сум ме внут рен них про из ве де ний всех про стых (x
i
, x

j
) — пу тей 

дли ны s + 1, где i ≠ j. По ла гая p
s + 1

(i, i) = 0, по лу чим ис ко мую мат-
ри цу P

s + 1
 всех про стых не замк ну тых пу тей дли ны s + 1.

 На ко нец, при s = n – 1 мат ри ца P
n – 1

 да ет все га миль то но вы пу-
ти (имею щие дли ну n – 1) в гра фе G ме ж ду все ми па ра ми вер шин. 
Га миль то но вы кон ту ры по лу ча ют ся до бав ле ни ем ду ги (ес ли она 
су ще ст ву ет), со еди няю щей ко нец га миль то но во го пу ти с его на ча-
лом. Ина че го во ря, га миль то но вы кон ту ры пе ре чис ля ют ся чле на ми 
внут рен них про из ве де ний вер шин, со дер жа-
щих ся на диа го наль ных эле мен тах мат ри цы 
V ⋅ P

n – 1
. 

Про ил лю ст ри ру ем ра бо ту ал го рит ма на 
при ме ре орг ра фа G рис. 6.51 с мно же ст вом 
вер шин X = {a, b, c, d, e}.

Мат ри ца смеж но сти A и мо ди фи ци ро-
ванная мат ри ца смеж но сти V име ют вид:

G

c

b

e

a

d

Рис. 6.51. Орг раф G
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По ла га ем P
1
 ≡ A. Вы чис ляя мат ри цу P0

2
 = V ⋅ P

1
 и за ме няя в ней 

под черк ну тые диа го наль ные эле мен ты ну ля ми, по лу ча ем P
2
. Вы-

черк ну тые с диа го на ли вер ши ны e, c яв ля ют ся про ме жу точ ны ми 
во 2-кон ту ре (c, e, c) и (e, c, e) со от вет ст вен но.
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Да лее на хо дим P0
3
 = V ⋅ P

2
 и по сле за ме ны диа го наль ных эле-

мен тов ну ля ми — мат ри цу про стых 3-пу тей P
3
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Вы черк ну тые в мат ри це P0
3
 диа го наль ные эле мен ты от ве ча ют 

3-кон ту рам, ко то рые по оче вид ной при чи не не мо гут быть да лее 
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час тя ми про стых 4-пу тей. Вы черк ну тые в P0
3
 эле мен ты ec, ce на 

мес тах (3, 2), (5, 1) от ве ча ют не про стым пу тям (c, e, c, b), (e, c, e, a) 
со от вет ст вен но, точ нее, вер ши ны c, e яв ля ют ся внут рен ни ми (про ме-
жу точ ны ми) в этих пу тях. В мат ри це P

3
 зна че ние (bd + be) эле мен та 

(1, 3) оз на ча ет, что по сле до ва тель ность вер шин {bd} яв ля ет ся внут-
рен ней в про стом 4-пу ти (a, b, d, c) и по сле до ва тель ность вер шин 
{b, e} яв ля ет ся внут рен ней в про стом 4-пу ти (a, b, e, c).

В мат ри це P0
4
 = V ⋅ P

3
 под черк ну тые диа го наль ные эле мен ты 

от ве ча ют 4-кон ту рам в гра фе G, а под черк ну тые не диа го наль ные 
эле мен ты — не про стым 4-пу тям, со дер жа щим кон тур дли ны 3 или 2 
(дли ну кон ту ра ука зы ва ет рас стоя ние от на чаль ной вер ши ны пу ти 
до мес та ее по вто ре ния во внут рен ней по сле до ва тель но сти). По сле 
за ме ны в P0

3
 под черк ну тых эле мен тов ну ля ми по лу ча ет ся мат ри-

ца P
4
 всех га миль то но вых пу тей гра фа G, так как здесь 4 = n – 1. 

Об щее ко ли че ст во га миль то но вых 4-пу тей рав но 10: это чис ло всех 
не ну ле вых сла гае мых в мат ри це P

4
. Ес ли га миль то но вы пу ти (a, b, d, 

c, e) и (a, d, c, b, e), со от вет ст вую щие эле мен ту (1, 5) мат ри цы P
4
, 

до пол нить ду гой (e, a), то мы по лу чим два га миль то но вых  кон ту-
ра гра фа G: Q

1
 = (a, b, d, c, e, a), Q

2
 = (a, d, c, b, e, a). 

a b c d e
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dcbecbeabeaddce

dcbbdcbeadce

e

d

c ;

b

a

P

++

++
+

+

=

00

00

0

00

0
4

a b c d e

000

000

0000

000

0000

41

abdadc

ceacbe

eabbea

eaddce

dcbbdc

e

d

c

b

a

P .Pn +

+

==−

Ес ли лю бой из ос таль ных вось ми га миль то но вых 4-пу тей до-
пол нить со от вет ст вую щей ду гой, по лу чит ся один из двух кон ту-
ров Q

1
 или Q

2
, так что дру гих га миль то но вых кон ту ров в гра фе G 

нет. До пол не ния всех де ся ти не замк ну тых га миль то но вых пу тей 
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до га миль то но во го кон ту ра Q
1
 или Q

2
 пе ре чис ля ют ся с по мо щью 

внут рен них про из ве де ний вер шин, стоя щих на глав ной диа го на ли 
мат ри цы V ⋅ P

4
 = {γ

ik
}. На при мер, эле мент γ

22
 = dcea + eadc от ве ча-

ет вто рой вер ши не «b» и га миль то но вым кон ту рам (b, d, c, e, a, b) 
и (b, e, a, d, c, b), из ко то рых пер вый сов па да ет с Q

1
, вто рой — с Q

2
. 

Та ким об ра зом, ка ж дый диа го наль ный эле мент мат ри цы V ⋅ P
n – 1

 
пе ре чис ля ет все га миль то но вы  кон ту ры гра фа с по мо щью внут рен-
них про из ве де ний, воз ни каю щих при об хо де кон ту ров с на ча лом 
в той вер ши не, ко то рой от ве ча ет диа го наль ный эле мент γ

ii
.

Ес ли не тре бу ет ся на хо дить все не замк ну тые га миль то но вы пу-
ти, а не об хо ди мо лишь пе ре чис лить все га миль то но вы кон ту ры 
гра фа, то ал геб раи че ский ал го ритм мож но не сколь ко уп ро стить, 
со кра тив объ ем вы чис ле ний ори ен ти ро воч но в n раз. А имен но, 
дос та точ но вы чис лить лишь один диа го наль ный эле мент мат ри цы 
V ⋅ P

n – 1
, на при мер, γ

11
, а для это го мож но на хо дить и хра нить в па-

мя ти не все эле мен ты мат риц P0
n – 1

, P
n – 1

; P0
n – 2

, P
n – 2

; …; P
1
, а лишь 

их пер вые столб цы. 

За ме ча ние. По сле по лу че ния всех га миль то но вых не замкну тых 
пу тей или га миль то но вых кон ту ров ре ше ние за да чи ком ми воя же ра1 
(со от вет ст вен но не замк ну той или замк ну той) сво дит ся к срав не нию 
ве сов пу тей или кон ту ров и на хо ж де нию ми ни маль но го ве са. Опи-
сан ный ал геб раи че ский ме тод ре ше ния за дач Га миль то на и ком-
ми воя же ра все гда при во дит к точ но му ре ше нию, од на ко яв ля ет ся 
весь ма тру до ем ким, пред по ла га ет ис поль зо ва ние вы чис ли тель ных 
или про грамм ных средств вы со ко го уров ня, эф фек тив но опе ри рую-
щих с боль ши ми объ е ма ми сим воль ных пре об ра зо ва ний.

 Задания
1. Под счи тать ко ли че ст ва всех га миль то но вых цик лов в гра фах К

4
, 

К
5
 и пе ре чис лить их.

2. При ка ких ус ло ви ях пол ный дву доль ный граф К
p, q

 яв ля ет ся 
га миль то но вым? Ко гда К

p, q
 яв ля ет ся трас си руе мым?

3. Най ти тэ та-под гра фы в не га миль то но вых гра фах К
2,3

, К
2,4

 на рис. 
6.44.

4. Пусть ре шет ча тый граф G об ра зо ван р го ри зон таль ны ми ли ния-
ми и q вер ти каль ны ми. Ка ж дая точ ка пе ре се че ния счи та ет ся 
вер ши ной гра фа, а ка ж дый от ре зок ме ж ду со сед ни ми точ ка ми 

1 Разумеется, в гамильтоновой постановке (см. переход к графу G
t
 в конце 

предыдущего раздела).
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пе ре се че ния — реб ром гра фа G. При ка ких р и q граф G яв ля ет-
ся га миль то но вым?

5. По ка зать, что мно же ст во оп ти маль ных ре ше ний за да чи ком ми-
воя же ра не за ви сит от то го, ка кая из вер шин вы би ра ет ся в ка-
че ст ве на чаль ной при об хо де.

6.12. По то ки в се тях
В дан ном раз де ле бу дет рас смат ри вать ся взве шен ный 

граф — граф, ка ж дой ду ге ко то ро го при пи сан по ток не ко то ро го 
ве ще ст ва. Та кой граф яв ля ет ся удоб ной мо де лью при ис сле до ва нии 
це ло го ря да за дач в транс пор те, свя зи и дру гих об лас тях, свя зан ных 
с дей ст ви тель ным или во об ра жае мым дви же ни ем то ва ров, ин фор-
ма ции или лю дей. Вве дем оп ре де ле ния и обо зна че ния, ти пич ные 
для это го кру га во про сов.

 Се тью бу дем на зы вать ори ен ти ро ван ный связ ный граф без 
пе тель и па рал лель ных ре бер. (За ме тим, что по то ки в  не ори ен ти-
ро ван ных гра фах мож но пред ста вить в ви де по то ков в со от вет ст вую-
щих ори ен ти ро ван ных; по то ки в не связ ных гра фах мо гут изу чать ся 
по ком по нент но; по ток в пет ле не влия ет на рас пре де ле ние по то ка 
ме ж ду вер ши на ми).

Рас смот рим сеть G = (X, Y), |X| = n, |Y| = m. Пусть ка ж дой дуге 
y

j
 ∈ Y по став ле но в со от вет ст вие не от ри ца тель ное ве ще ст вен ное чис-

ло c
j
, ин тер пре ти руе мое как про пу ск ная спо соб ность (ем кость) 

ду ги y
j
. Обо зна чим че рез x

i
 → X мно же ст во дуг, ис хо дя щих из вер ши-

ны x
i
, че рез X → x

i
 — мно же ст во дуг, за хо дя щих в вер ши ну x

i
.

По то ком  в се ти G из вер ши ны x
s
 в вер ши ну x

t
 ве ли чи ны v 

на зы ва ет ся не от ри ца тель ная, оп ре де лен ная на ду гах y
j
,  функ ция 

ϕ: Y → R
+
 ∪ {0}, та кая, что

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

≠

=

=− ∑∑
→∈→∈

t

ts

s

xXyXxy
xxv

xxx

xxv

yy

,

,,0

,

)()( ϕϕ , (6.34)

ϕ(y
j
) ≤ c

j
, j = 1, …, m. (6.35)

Вер ши на x
s
 на зы ва ет ся  ис точ ни ком, вер ши на x

t
 —  сто-

ком, а ос таль ные вер ши ны —  про ме жу точ ны ми уз ла ми. Чис ло 

∑∑
→∈→∈

−=
ii xXyXxy

i yyxQ )()()( ϕϕ  на зы ва ет ся  чис тым по то ком из вер ши ны x
i
 

от но си тель но ϕ. Чис ло ϕ(y) на зы ва ет ся  по то ком по ду ге y. За ме-
тим, что ес ли «ре аль ный» по ток по ду ге от ри ца те лен, то его мож-
но сде лать по ло жи тель ным, вы брав со от вет ст вую щую ори ен та цию 
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ду ги y. Сис те му урав не ний (6.34) мож но пе ре пи сать в век тор ном 
ви де: 

ВΦ = l, (6.36)

где B — мат ри ца ин ци ден ций раз мер но сти n × m, Φ = (ϕ(y
1
) … ϕ(y

m
))Т, 

T

ts
vvl )0..00..00..0( −= . Так как ранг мат ри цы ин ци ден ций ра вен 

n – 1, то сис те ма урав не ний (6.34) из бы точ на: 0)(
1

=∑
=

n

i
ixQ . За ме-

тим так же, что по ток ϕ из x
s
 в x

t
 ве ли чи ны v есть по ток ве ли чи ны 

–v из x
t
 в x

s
. 

При мер

sxx =1

4; 4
7; 8

4xtxx =5

2x

5; 6 2; 2

3x

4; 4

2; 2

0; 3

1y 2y

5y

3y

7y
4y

6y

Рис. 6.52. Поток величины 3

На рис. 6.52 при ве ден при мер се ти, со стоя щей из пя ти уз лов 
и вось ми дуг, в ко то рой рас смат ри ва ет ся по ток из x

1
 в x

5
. Ка ж дой 

ду ге при пи са ны два чис ла: пер вое — ве ли чи на по то ка по ду ге, вто-
рая — про пу ск ная спо соб ность ду ги. Ве ли чи на это го по то ка рав на 3. 
Дей ст ви тель но,

Q(x
1
) = 5 – 2 = 3, Q(x

2
) = 7 – (5 + 2) = 0,

Q(x
3
) = –4 – 0 + 2 + 2 = 0, Q(x

4
) = –4 + 4 = 0, (6.37)

Q(x
5
) = 4 + 0 – 7 = –3.

Сис те му урав не ний (6.37) мож но за пи сать в век тор ном ви де 
ВФ = l (6.36): 
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За да ча о мак си маль ном по то ке

 За да ча со сто ит в на хо ж де нии та ко го мно же ст ва по то ков по 
ду гам, что бы ве ли чи на Q(x

s
) бы ла мак си маль ной. Вве дем не об хо-

ди мые оп ре де ле ния.
Се че ние S от де ля ет x

s
 от x

t
, ес ли вер ши ны x

s
, x

t
 при над ле жат 

раз ным сто ро нам се че ния: x
s
 ∈ X

s
, x

t
 ∈ X

t
, X = X

s
 ∪ X

t
.  Про пу ск-

ной спо соб но стью c(S) се че ния S на зы ва ет ся сум ма про пу ск ных 
спо соб нос тей дуг се че ния, на чи наю щих ся из X

s
 и за кан чи ваю щих-

ся в X
t
: 

∑
→∈

=
)(

) .(
tsj XXy

jcSc

 Ал го ритм рас ста нов ки по ме ток ос но ван на сле дую щей тео-
реме.

  Тео ре ма 6.20. Тео ре ма о мак си маль ном по то ке 
и ми ни маль ном раз ре зе

Для лю бой се ти мак си маль ная ве ли чи на по то ка из x
s
 в x

t
 

рав на ми ни маль ной  про пу ск ной спо соб но сти се че ния, от де ляю ще-
го x

s
 от x

t
.

 По ка жем сна ча ла, что ве ли чи на v лю бо го по то ка ϕ не превосхо-
дит про пу ск ную спо соб но сть лю бо го се че ния (X

s
, X

t
), от де ляю ще го 

x
s
 от x

t
. Так как  функ ция ϕ яв ля ет ся по то ком, то она удов ле тво ря ет 

урав не ни ям (6.34) со хра не ния по то ка: 

.)()(

,,,0)()(

,)()(

vyy

xxxyy

vyy

tt

ss

xXyXxy

ts
xXyXxy

xXyXxy

−=−

≠=−

=−

∑∑

∑∑

∑∑

→∈→∈

→∈→∈

→∈→∈

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

 (6.38)

Сло жим те урав не ния из (6.38), ко то рые со от вет ст ву ют вер ши-
нам из X

s
. Учи ты вая, что x

s
 ∈ X

s
, x

t
 ∈ X

t
, по лу ча ем:

.)()( ∑∑
→∈→∈

−=
ss XXyXXy

yyv ϕϕ

Все мно же ст во вер шин рас па да ет ся на две сто ро ны: X = X
s
 ∪ X

t
. 

По лу ча ем
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Те перь нам ос та лось по ка зать, что су ще ст ву ют некоторые по-
ток ϕ и се че ние (X

s
, X

t
), для ко то рых ве ли чи на по то ка рав на  про-

пу ск ной спо соб но сти се че ния. Как видно, все потоки от X
s
 к X

t
 

ограничены и среди них можно выбрать максимальный поток ϕ. 
С его по мо щью оп ре де лим се че ние (X

s
, X

t
), для ко то ро го 

.0)(,),()( == ∑∑
→∈→∈ stts XXy

ts
XXy

yXXcy ϕϕ

Оп ре де лим мно же ст во X
s
 — од ну из сто рон се че ния — ре кур-

рент но:
1) x

s
 ∈ X

s
.

2) Ес ли x
i
 ∈ X

s
, ду га y ве дет из вер ши ны x

i
 в не ко то рую вер ши-

ну x
j
 и ϕ(y) < c(y), то x

j
 ∈ X

s
.

3) Ес ли x
i
 ∈ X

s
, ду га y ве дет из не ко то рой вер ши ны x

k
 в вер ши-

ну x
i
 и ϕ(y) > 0, то x

k
 ∈ X

s
.

Шаг 1) по строе ния мно же ст ва X
s
 оз на ча ет, что ис точ ник x

s
 при-

над ле жит пос тро ен ной сто ро не се че ния. По ка жем, что сток то гда 
ле жит по дру гую сто ро ну се че ния — x

t
 ∈ X

t
 = X\X

s
. Пред по ло жим 

про тив ное: пусть x
t
 ∈ X

s
. То гда су ще ст ву ет «не ори ен ти ро ван ная» 

цепь, ве ду щая от ис точ ни ка x
s
 к сто ку x

t
, та кая, что для ка ж дой 

ду ги y
i
 це пи с на прав ле ни ем, сов па даю щим с ори ен та ци ей «от ис точ-

ни ка к сто ку» ϕ(y
i
) < c, а для ка ж дой ду ги y

j
 це пи с на прав ле ни ем, 

не сов па даю щим с ори ен та ци ей «от ис точ ни ка к сто ку» ϕ(y
j
) > 0. 

(Та кая цепь на зы ва ет ся  ауг мен таль ной це пью по то ка).
 Обо зна чим че рез l

1
 = min{c(y

i
) – ϕ(y

i
)}, по всем ду гам y

i
 це пи 

с на прав ле ни ем сов па даю щим с ори ен та ци ей «от ис точ ни ка к сто-
ку», l

2
 = min{ϕ(y

i
)}, по всем ду гам y

j
 це пи с на прав ле ни ем, не сов-

па даю щим с ори ен та ци ей «от ис точ ни ка к сто ку», l = min(l
1
, l

2
). 

По ток ϕ мож но уве ли чить на l, уве ли чив на l по ток на ду гах це пи, 
ве ду щих «от ис точ ни ка к сто ку» и умень шив на l по ток на ду гах 
це пи, ве ду щих «от сто ка к ис точ ни ку». При шли к про ти во ре чию 
с тем, что ве ли чи на по то ка ϕ яв ля ет ся мак си маль ной ве ли чи ной 
до пус ти мо го по то ка от вер ши ны x

s
 к вер ши не x

t
. 
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В рассмотренном выше при ме ре по ток не яв ля ет ся мак си маль-
ным. Ми ни маль ную  про пу ск ную спо соб ность име ет се че ние, со стоя-
щее из дуг y

1
, y

2
: c(X

s
, X

t
) = 6. При этом

X
s
 = {x

s
}, X

t
 = {x

2
, x

3
, x

4
, x

t
}, X

s
 → X

t
 = {y

1
}, X

t
 → X

s
 = {y

2
}.

Ал го ритм рас ста нов ки по ме ток 
для за да чи о мак си маль ном по то ке

 До ка за тель ст во тео ре мы 6.20 да ет ал го ритм для по строе ния 
мини маль но го се че ния (X

s
, X

t
), от де ляю ще го x

s
 от x

t
, и мак си-

маль но го по то ка ϕ от x
s
 к x

t
. Этот ал го ритм пред ло жен Л. Фор дом 

и Д. Фал кер со ном. Ал го ритм на чи нает работу с из вест но го до пус ти-
мо го по то ка ϕ (например, с нулевого). За тем вы чис ле ния раз ви ва ют-
ся в ви де по сле до ва тель но сти «рас ста но вок по ме ток» (опе ра ция A), 
ка ж дая из ко то рых ли бо при во дит к по то ку с боль шей ве ли чи ной 
(опе ра ция Б), ли бо же за кан чи ва ет ся за клю че ни ем, что рас смат ри-
вае мый по ток мак си ма лен. 

Бу дем пред по ла гать, что про пу ск ные спо соб но сти c
j
 дуг се ти 

це ло чис лен ные.
Опе ра ция А (рас ста нов ка по ме ток). Ка ж дая вер ши на мо жет 

на хо дить ся в од ном из трех со стоя ний: вер ши не при пи са на по мет-
ка и вер ши на про смот ре на (т.е. она име ет по мет ку и все смеж ные 
с ней вер ши ны «об ра бо та ны»), вер ши на по ме че на, но не про смот-
ре на, вер ши на не по ме че на. По мет ка вер ши ны x

i
 име ет один из 

двух ви дов: (+x
j
, l) или (–x

j
, l). Часть +x

j
 по мет ки пер во го ти па 

оз на ча ет, что по ток до пус ка ет уве ли че ние вдоль ду ги (x
j
, x

i
) на 

величину l. Часть –x
j
 по мет ки вто ро го ти па оз на ча ет, что по ток 

до пус ка ет умень ше ние вдоль ду ги (x
i
, x

j
) на величину l. Сна ча ла 

все вер ши ны не име ют по ме ток.

Шаг 1. Ис точ ни ку x
s
 при сваи ва ет ся по мет ка (+, ∞). Вер ши на x

s
 

по ме че на, но «не про смот ре на».

Шаг 2. Возь мем лю бую по ме чен ную, но не про смот рен ную вер ши-
ну. Пусть она име ет по мет ку (±x

k
, l(x

i
)). «Про смот рим» ее, то 

есть про смот рим все вер ши ны, смеж ные с ней, и по ме тим те 
из них, ко то рые еще не по ме че ны. 

 Всем не по ме чен ным вер ши нам x
j
, в ко то рые идут ду ги y

r
 из 

x
i
 и для ко то рых ϕ(y

r
) < c

r
, при пи сы ва ем по мет ку (+x

i
, l(x

j
)), 

где 
l(x

j
) = min(l(x

i
), c

r
 – ϕ(y

r
)).
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 Всем не по ме чен ным вер ши нам x
j
, из ко то рых идут ду ги y

r
 в x

i
 

и для ко то рых ϕ(y
r
) > 0, при пи сы ва ем по мет ку (–x

i
, l(x

j
)), где

l(x
j
) = min(l(x

i
), ϕ(y

r
)).

 Те перь вер ши на x
i
 и по ме че на, и про смот ре на, а вер ши на x

j
, 

по ме че на, но не про смот ре на.

Шаг 3. По вто рять шаг 2 до тех пор, по ка ли бо сток — вер ши на x
t
 — 

бу дет по ме че на, ли бо вер ши на x
t
 бу дет не по ме че на и ни ка ких 

дру гих по ме ток нель зя бу дет рас ста вить. В пер вом слу чае пе ре-
хо дим к опе ра ции В, а во вто ром слу чае ал го ритм за кан чи ва ет 
ра бо ту с мак си маль ным по то ком ϕ. Во вто ром слу чае мно же-
ст во по ме чен ных вер шин и мно же ст во не по ме чен ных вер шин 
об ра зу ют две сто ро ны ми ни маль но го се че ния (X

s
, X

t
).

Опе ра ция Б (уве ли че ние по то ка)
Шаг 4. По ло жить x = x

t
 и пе рей ти к ша гу 5.

Шаг 5. Ес ли по мет ка в вер ши не x име ет вид (+z, l(x)), то из ме нить 
по ток вдоль ду ги (z, x) с ϕ(z, x) на ϕ(z, x) + l(x).

 Ес ли по мет ка в вер ши не X име ет вид (–z, l(x)), то из ме нить 
по ток вдоль ду ги (x, z) с ϕ(x, z) на ϕ(x, z) – l(x).

Шаг 6. Ес ли z = x
s
, то сте реть все по мет ки и вер нуть ся к ша гу 1, 

что бы вновь на чать рас став лять по мет ки, но ис поль зуя уже 
улуч шен ный по ток, най ден ный на ша ге 5. 

 Ес ли z ≠ x
s
, то взять x = z и вер нуть ся к ша гу 5.

Ал го ритм рас ста нов ки по ме ток (опе ра ция А) пред став ля ет со-
бой по иск пу ти от ис точ ни ка x

s
 к сто ку x

t
, вдоль ко то ро го мож но 

уве ли чить по ток, не пре вы шая про пу ск ных спо соб но стей на ду гах 
и со хра няя по ток в про ме жу точ ных вер ши нах. Ес ли сток ока зал-
ся по ме чен ным, то та кой путь (со от вет ст вен но — ауг мен таль ная 
цепь) най ден и вдоль не го лег ко уве ли чить по ток. Ес ли же опе ра-
ция А за кон чи лась, а сток ока зал ся не по ме чен ным, то по ток был 
мак си ма лен — его нель зя уве ли чить. Мно же ст во дуг, ве ду щих из 
по ме чен ных вер шин в не по ме чен ные, об ра зу ет ми ни маль ное се че-
ние, так как по ме чен ные вер ши ны как раз со став ля ют мно же ст-
во X

s
, оп ре де лен ное в до ка за тель ст ве тео ре мы 6.20.

Глав ная при чи на вы чис ли тель ной эф фек тив но сти ал го рит ма 
рас ста нов ки по ме ток со сто ит в том, что ес ли ка кая-ли бо вер ши на 
по ме че на и про смот ре на, то в даль ней шем ее мож но не учи ты вать. 
При пи сы ва ние вер ши не x не ко то рой по мет ки со от вет ст ву ет вы де-
ле нию пу ти из x

s
 в x, ко то рый мо жет быть на ча лом ауг мен таль ной 
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це пи. Та ких пу тей из x
s
 в x мо жет быть мно го, но дос та точ но най-

ти хо тя бы один из них.
Чис ло, на ко то рое уве ли чи ва ет ся по ток в опе ра ции Б, яв ля ет ся 

на ту раль ным. Сле до ва тель но, ес ли ве ли чи на до пус ти мо го по то ка, 
с ко то ро го на ча лась ра бо та ал го рит ма, це лая, то все по сле дую щие 
по то ки бу дут це ло чис лен ны ми. От сю да сле ду ет, что ал го ритм ко-
не чен. Сфор му ли ру ем тео ре му.

  Тео ре ма 6.21. Тео ре ма о це ло чис лен но сти

Ес ли про пу ск ные спо соб но сти дуг c
j
 це лые, то су ще ст ву ет 

мак си маль ный по ток, имею щий так же це лую ве ли чи ну.

Реа ли за ция ал го рит ма Фор да — Фал кер со на 
для се ти из вышеприведенного при ме ра

 1. Возь мем по ток, изо бра жен ный на ри сун ке 6.52 в ка че ст ве 
на чаль но го до пус ти мо го по то ка. Он име ет ве ли чи ну 3.

2. При сво им ис точ ни ку, вер ши не x
1
, по мет ку (+, ∞). Вер ши на 

x
1
 по ме че на, но не про смот ре на.

3. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x
1
. Вер ши не x

2
 

при сво им по мет ку (+x
1
, 1), а вер ши не x

3
 — по мет ку (–x

1
, 2) (ϕ(x

1
, 

x
2
) = 5 < 6 = c

1
, ϕ(x

3
, x

1
) = 2 > 0). Вер ши на x

1
 по ме че на и про смот-

ре на, а вер ши ны x
2
 и x

3
 по ме че ны, но не про смот ре ны.

4. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x
3
. Из вер шин, 

смеж ных с вер ши ной x
3
, не по ме че ны вер ши ны x

4
 и x

5
. Вер ши не x

4
 

при сво им по мет ку (–x
3
, 2), так как ϕ(x

4
, x

3
) = 4 > 0 и min(2, 4) = 2. 

Вер ши ну x
5
 не по ме ча ем, так как ϕ(x

5
, x

3
) = 0.

5. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x
2
. Вер ши не x

5
 

при сво им по мет ку (+x
2
, 1), так как ϕ(x

2
, x

5
) = 7 < 8 = c

5
. Сток по-

ме чен. Пе ре хо дим к опе ра ции Б — уве ли че нию по то ка. 
6. Сток име ет по мет ку (+x

2
, 1). По это му уве ли чи ва ем по ток 

вдоль ду ги (x
2
, x

5
) на 1.

7. Вер ши на x
2
 име ет по мет ку (+x

1
, 1). По это му уве ли чи ва ем 

по ток вдоль ду ги (x
1
, x

2
) на 1. Мы по лу чи ли но вый по ток ве ли чи-

ны 4 (рис. 6.53).
8. Сти ра ем все по мет ки. 
9. При сво им вер ши не x

1
 по мет ку (+, ∞).

10. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x
1
. Вер ши-

не x
3
 при сво им по мет ку (–x

1
, 2). Вер ши ну x

2
 не по ме ча ем, так как 

ϕ(x
1
, x

2
) = 6 = c(y

1
).
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sxx =1

4; 4
8; 8

4x
txx =5

2x

6; 6 2; 2

3x

4; 4

2; 2

0; 3

1y 2y

5y

3y

7y
4y

6y

Рис. 6.53. Поток величины 4

11. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x
3
. Вер ши-

не x
4
 при сво им по мет ку (–x

3
, 2), так как ϕ(x

4
, x

3
) = 4 > 0, l(x

3
) = 2 

и min(2, 4) = 2.
12. Про смот рим вер ши ны, смеж ные с вер ши ной x

4
. Вер ши-

не x
5
 при сво им по мет ку (–x

4
, 2), так как ϕ(x

5
, x

4
) = 4 > 0, l(x

4
) = 2 

и min(2, 4) = 2. Сток по ме чен. Пе ре хо дим к опе ра ции Б — уве ли-
че нию по то ка. 

13. Сток име ет по мет ку (–x
4
, 2). По это му умень ша ем по ток 

вдоль ду ги (x
5
, x

4
) на 2.

14. Вер ши на x
4
 име ет по мет ку (–x

3
, 2). По это му умень ша ем 

по ток вдоль ду ги (x
4
, x

3
) на 2. 

15. Вер ши на x
3
 име ет по мет ку (–x

1
, 2). По это му умень ша ем по-

ток вдоль ду ги (x
3
, x

1
) на 2. Мы по лу чи ли но вый по ток ве ли чи ны 6 

(рис. 6.54). Из тео ре мы 6.20 мы зна ем, что этот по ток яв ля ет ся 
мак си маль ным. Про ве рим это.

16.Сти ра ем все по мет ки. 
sxx =1

2; 4
8; 8

4x
txx =5

2x

6; 6 0; 2

3x

2; 4

2; 2

0; 3

1y 2y

5y

3y

7y
4y

6y

Рис. 6.54. Максимальный поток
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17. При сво им вер ши не x
1
 по мет ку (+, ∞).

18. Вер ши ны, смеж ные вер ши не x
1
, нель зя по ме тить, так как 

ду га (x
1
, x

2
) на сы ще на — ϕ(x

1
, x

2
) = ϕ(y

1
) = c(y

1
) = 6, а че рез ду гу (x

3
, 

x
1
) по ток не пе ре да ет ся. Сток ос тал ся не по ме чен ным. Сле до ва тель-

но, по лу чен ный по ток яв ля ет ся мак си маль ным. Ду ги (x
1
, x

2
) и (x

3
, 

x
1
) об ра зу ют ми ни маль ное се че ние. Мно же ст во по ме чен ных вер шин 

об ра зу ет ту его сто ро ну, ко то рая со дер жит ис точ ник: X
s
 = {x

1
}. Не по-

ме чен ные вер ши ны об ра зу ют дру гую сто ро ну се че ния, со дер жа щую 
сток: X

t
 = {x

2
, x

3
, x

4
, x

5
}. По стро ен ный по ток име ет вид ϕ(y

1
) = 6, 

ϕ(y
5
) = 8, ϕ(y

6
) = 2, ϕ(y

4
) = 2, ϕ(y

3
) = 2, ϕ(y

2
) = ϕ(y

7
) = 0. 

Гра фы со мно ги ми ис точ ни ка ми и сто ка ми

 Ал го ритм Фор да — Фал кер со на при ме ним и для оп ре де ле ния 
ве ли чи ны мак си маль но го по то ка ме ж ду мно же ст вом вер шин-ис-
точ ни ков и мно же ст вом вер шин-сто ков. Ра зо бьем мно же ст во вер-
шин на мно же ст во ис точ ни ков X

+
 = {x ∈ X: Q(x) > 0}, соз даю щих 

по ток, мно же ст во сто ков X
–
 = {x ∈ X: Q(x) < 0}, по треб ляю щих 

по ток и мно же ст во про ме жу точ ных вер шин X
0
 = {x ∈ X: Q(x) = 0}, 

со хра няю щих по ток ϕ: X = X
+
 ∪ X

–
 ∪ X

0
. Пре об ра зу ем по ток ϕ в по-

ток, ко то рый име ет толь ко один ис точ ник и один сток, уве ли чив 
ко ли че ст во вер шин в се ти. Для это го до ба вим две но вые вер ши-
ны — «фик тив ный» ис точ ник x

s
 и «фик тив ный» сток x

t
. Со еди-

ним вер ши ну x
s
 со все ми на стоя щи ми  ис точ ни ка ми. Этим ду гам 

при пи шем по ток, соз да вае мый со от вет ст вую щим ис точ ни ком. А от 
ка ж до го на стоя ще го сто ка на пра вим ду гу к «фик тив но му» сто ку x

t
. 

Этим ду гам при пи шем по ток, по треб ляе мый со от вет ст вую щим сто-
ком. При этом про пу ск ные спо соб но сти до бав лен ных дуг счи та ем 
бес ко неч ны ми. В ре зуль та те по лу ча ем сеть с од ним ис точ ни ком 
и од ним сто ком. При ме няя к ней ал го ритм Фор да — Фал кер со на, 
на хо дим мак си маль ный по ток, ко то рый яв ля ет ся мак си маль ным 
и для ис ход ной се ти. 

Про ил лю ст ри ру ем на при ме ре 
пре об ра зо ва ние се ти с не сколь ки ми 
ис точ ни ка ми и не сколь ки ми стока-
ми к се ти с од ним ис точ ни ком и од-
ним сто ком.

При мер
На рис. 6.55 изо бра же на сеть 

с дву мя ис точ ни ка ми x
1
 и x

3
 и тре-

мя сто ка ми x
7
, x

8
, x

9
:

1x

3x

2x

7x

9x

8x

4x

6x

3

1

5

2

3

6
4

8

4

5

3
5x

Рис. 6.55. Сеть с тремя 
стоками
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Q(x
1
) = 5, Q(x

3
) = 3, Q(x

7
) = 3, Q(x

8
) = 4, Q(x

9
) = 1,

Q(x
2
) = Q(x

4
) = Q(x

5
) = Q(x

6
) = 0.

Пре об ра зу ем эту сеть к се ти с од ним  ис точ ни ком и од ним 
стоком.

2

5

1

3

2

6

3

8

4

4

5

3

5

3

3

4

1

sx tx

Рис. 6.56. Преобразованная сеть

На рис. 6.56 изо бра же на сеть уже с од ним ис точ ни ком x
s
 и од-

ним сто ком x
t
. 

 За да ча о мно го по люс ном мак си маль ном по то ке

Рас смот рим за да чу на хо ж де ния мак си маль но го по то ка для 
всех пар уз лов в не ори ен ти ро ван ной се ти. Эту за да чу мож но рас-
смат ри вать как обоб ще ние за да чи с од ним ис точ ни ком и од ним сто-
ком и ее мож но ре шить, при ме няя ал го ритм Фор да — Фал кер со на 
для ка ж дой па ры вер шин. Бо лее эф фек тив ным яв ля ет ся ал го ритм, 
пред ло жен ный Р. Го мо ри и Т. Ху.

Ал го ритм Го мо ри — Ху

 1. Вы бе рем не ко то рые две вер ши ны гра фа. Обо зна чим од ну 
из них че рез x

s
, а дру гую че рез x

t
.

2. При ме ним ал го ритм Фор да — Фал кер со на и най дем мак-
си маль ный по ток из ис точ ни ка x

s
 в сток x

t
. При этом мно же ст во 

по ме чен ных вер шин и мно же ст во не по ме чен ных вер шин об ра зу ют 
две сто ро ны ми ни маль но го се че ния X

s
 и X

t
.

3. Вы бе рем две вер ши ны гра фа x
i
 и x

j
, ле жа щие по од ну сто ро-

ну от се че ния. На при мер, пусть x
i
, x

j
 ∈ X

s
.

4. За ме ним ду ги из ми ни маль но го се че ния (X
s
, X

t
) од ной ду-

гой, а вер ши ны сто ро ны се че ния, в ко то рой не ле жат вер ши ны x
i
, 

x
j
, (на при мер, X

t
), — од ной вер ши ной. Про пу ск ную спо соб ность 
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в так оп ре де лен ной ду ге по ло жим рав ной  про пу ск ной спо соб но сти 
се че ния (X

s
, X

t
).

5. По ло жим: x
i
 = x

s
, x

j
 = x

t
 и вер нем ся ко вто ро му ша гу. 

Мож но по ка зать, что по сле то го, как бу дет вы бра на n – 1 па ра 

вер шин, мы оп ре де лим все 
2

)1( −nn
 ве ли чин мак си маль но го по то ка 

для ис ход ной се ти. Ос нов ная идея ал го рит ма со сто ит в ите ра тив-
ном по строе нии мак си маль но го ос тов но го де ре ва, вет ви ко то ро го 
со от вет ст ву ют се че ни ям, а про пу ск ные спо соб но сти вет вей рав ны 
про пу ск ным спо соб но стям этих се че ний. Ес ли бы мы при ме ня ли 
ал го ритм Фор да — Фал кер со на к ка ж дой па ре вер шин, то нам бы 

при шлось его при ме нить 
2

)1( −nn
 раз. В ал го рит ме же Го мо ри — Ху 

мак си маль ный по ток ме ж ду па рой вер шин оп ре де ля ет ся с по мо щью 
ал го рит ма рас ста нов ки по ме ток толь ко n – 1 раз.

Про ил лю ст ри ру ем на при ме ре ал го ритм Го мо ри — Ху.

При мер
Рас смот рим сеть, изо бражен-

ную на рис. 6.57. Чис ла, при пи-
сан ные ду гам, со от вет ст ву ют их 
про пу ск ным спо соб но стям. Тре-
бует ся для ка ж дой па ры узлов 
се ти оп ре де лить ве ли чи ну мак-
си маль но го по то ка ме ж ду ни ми. 
Дан ная за да ча ре ша ет ся за n – 1 
= 6 – 1 = 5 ите ра ций ал го рит ма Го мо ри — Ху. Ес ли ал го ритм Фор-
да — Фал кер со на рас ста нов ки по ме ток при ме нял ся бы к ка ж дой 
па ре уз лов, то по тре бо ва лось бы ре шить 15 за дач о мак си маль ном 
по то ке.

Реа ли за ция ал го рит ма Го мо ри — Ху 
для се ти из при ме ра к рис. 6.57

1. Вы бе рем вер ши ны s = x
1
 и t = x

2
. Ми ни маль ной про пу ск-

ной спо соб но стью от но си тель но  ис точ ни ка s = x
1
 и сто ка t = x

2
 об-

ла да ет се че ние со сто ро на ми X
s
 = {x

1
, x

3
, x

4
, x

5
, x

6
} и X

t
 = {x

2
}. По 

тео ре ме 6.20 ве ли чи на мак си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми 
x

1
 и x

2
 рав на про пу ск ной спо соб но сти се че ния (X

s
, X

t
): v

12
 = v

21
 =

= c(X
s
, X

t
) = 2 + 3 = 5. Объ е ди ним вер ши ны из X

s
 в од ну вер ши ну 

и со еди ним ее с вер ши ной x
2
 вет вью с про пу ск ной спо соб но стью 5 

(рис. 6.58).

3 4

5

4

2

2

2 4 5

2x

1x

3x

4x

5x

6x

Рис. 6.57. Сеть с пропускными 
способностями
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2x
5

65431 ,,,, xxxxx

Рис. 6.58. Первый шаг алгоритма

2. Вы бе рем вер ши ны s = x
1
 и t = x

3
. Ми ни маль ной про пу ск ной 

спо соб но стью от но си тель но  ис точ ни ка s = x
1
 и сто ка t = x

3
 об ла-

да ет се че ние со сто ро на ми X
s
 = {x

1
} и X

t
 = {x

2
, x

3
, x

4
, x

5
, x

6
}. По 

тео ре ме 6.20 ве ли чи на мак си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми 
x

1
 и x

3
 рав на  про пу ск ной спо соб но сти се че ния (X

s
, X

t
): v

13
 = v

31
 =

= c(X
s
, X

t
) = 2 + 4 + 2 = 8. Объ е ди ним вер ши ны x

3
, x

4
, x

5
, x

6
 в од ну 

вер ши ну и со еди ним ее с вер ши ной x
1
 вет вью с про пу ск ной спо соб-

но стью 8 (рис. 6.59).

6543 ,,, xxxx1x 2x
58

Рис. 6.59. Второй шаг

3. Вы бе рем вер ши ны s = x
4
 и t = x

3
. Ми ни маль ной про пу ск ной 

спо соб но стью от но си тель но ис точ ни ка s = x
4
 и сто ка t = x

3
 об ла-

да ет се че ние со сто ро на ми X
s
 = {x

4
} и X

t
 = {x

1
, x

2
, x

3
, x

5
, x

6
}. По 

тео ре ме 6.20 ве ли чи на мак си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми 
x

4
 и x

3
 рав на про пу ск ной спо соб но сти се че ния (X

s
, X

t
): v

43
 = v

34
 =

= c(X
s
, X

t
) = 2 + 5 + 4 = 11. Объ е ди ним вер ши ны x

3
, x

5
, x

6
 в од ну 

вер ши ну и со еди ним ее с вер ши ной x
4
 вет вью с про пу ск ной спо соб-

но стью 11 (рис. 6.60).

653 ,, xxx
1x 2x

4x
5118

Рис. 6.60. Третий шаг

4. Вы бе рем вер ши ны s = x
5
 и t = x

3
. Ми ни маль ной про пу ск ной 

спо соб но стью от но си тель но ис точ ни ка s = x
5
 и сто ка t = x

3
 об ла да ет 

се че ние со сто ро на ми X
s
 = {x

5
} и X

t
 = {x

1
, x

2
, x

3
, x

4
, x

6
}. Ве ли чи на 

мак си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми x
5
 и x

3
 рав на про пу ск ной 

спо соб но сти се че ния (X
s
, X

t
): v

53
 = v

35
 = c(X

s
, X

t
) = 5 + 4 = 9. Объ е-

ди ним вер ши ны x
3
, x

6
 в од ну вер ши ну и со еди ним ее с вер ши ной x

5
 

вет вью с про пу ск ной спо соб но стью 9 (рис. 6.61).

63, xx
1x 2x

4x

5x

5

9

 

118

Рис. 6.61. Четвертый шаг
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5. Вы бе рем вер ши ны s = x
6
 и t = x

3
. Ми ни маль ной про пу ск ной 

спо соб но стью от но си тель но  ис точ ни ка s = x
6
 и сто ка t = x

3
 об ла да ет 

се че ние со сто ро на ми X
s
 = {x

6
} и X

t
 = {x

1
, x

2
, x

3
, x

4
, x

5
}. Ве ли чи на 

мак си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми x
6
 и x

3
 рав на про пу ск ной 

спо соб но сти се че ния (X
s
, X

t
): v

63
 = v

36
 = c(X

s
, X

t
) = 5 + 6 + 4 = 15. 

Со еди ним вер ши ну x
3
 с вер ши ной x

6
 вет вью с  про пу ск ной спо соб-

но стью 15 (рис. 6.62).

3x
1x 2x

4x

5x

6x

5

 

 

118

15

9

Рис. 6.62. Окончательное дерево сечений

По де ре ву се че ний, изо бра жен но му на рис. 6.62, лег ко най ти 
ос таль ные ве ли чи ны мак си маль ных по то ков. На при мер, v

16
 = v

61
 = 8, 

так как в це пи де ре ва се че ний, со еди няю щей вер ши ны x
1
 и x

6
, 

ми ни маль ная про пу ск ная спо соб ность вет вей рав на 8. За пи шем 
ве ли чи ны мак си маль ных по то ков в ви де мат ри цы:

.

9111558

99958

1191158

1591158

55555

88885

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−
−

=V

Здесь на пе ре се че нии i стро ки и j столб ца сто ит ве ли чи на мак-
си маль но го по то ка ме ж ду вер ши на ми x

i
 и x

j
.

 
Задания

1. Мо жет ли в це пи быть два оди на ко вых реб ра? Две оди на ко вых вер-
ши ны?

2. Мо жет ли де ре во со дер жать цикл?
3. Лю бой ли цикл в ори ен ти ро ван ном гра фе яв ля ет ся кон ту ром?
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4. Мо гут ли от ри ца тель ные чис ла быть эле мен та ми мат ри цы смеж но сти 
А не ко то ро го гра фа?

5. Че му рав на сум ма эле мен тов по столб цу мат ри цы ин ци ден ций не ко-
то ро го гра фа?

6. Рав на ли сум ма по стро ке сум ме по столб цу у мат ри цы смеж но сти А 
не ори ен ти ро ван но го гра фа? Ори ен ти ро ван но го?

7. Что оз на ча ет ра вен ст во ну лю мат ри цы смеж но сти А в не ко то рой сте-
пе ни k?

8. Яв ля ет ся ли связ ным граф, у ко то ро го чис ло ре бер m < n – 1, где 
n — чис ло вер шин?

9. Сколь ко ре бер со дер жит про стой пол ный граф с n вер ши на ми?

10. Вер но ли, что сре ди сте пе ней вер шин гра фа есть хо тя бы две оди на-
ковые?

11. Ес ли граф свя зен и n — чис ло его вер шин, то ка ко ва ниж няя оцен ка 
для чис ла его ре бер?

12. Яв ля ют ся ли пло ски ми дву доль ные гра фы К
2,2

 и К
3,3

?

13. По стро ить мат ри цу смеж но сти дву доль ных гра фов К
2,2

 и К
3,3

.

14. Ка кое ко ли че ст во ком по нент связ но сти мо жет быть у гра фа с n вер-
ши на ми?

15. Ка кую гео мет ри че скую ин фор ма цию не сут эле мен ты мат ри цы А2, где 
А — мат ри ца смеж но сти ори ен ти ро ван но го гра фа?

16. Ог ра ни че но ли мно же ст во хро ма ти че ских чи сел клас са всех пло ских 
гра фов?

17. Най ти хро ма ти че ские чис ла гра фов Пон тря ги на — Ку ра тов ско го К
3,3 

и К
5
.

18. Лю бое ли на ту раль ное чис ло n мо жет хро ма ти че ским чис лом не ко то-
ро го гра фа?

19. Че му рав но хро ма ти че ское чис ло де ре ва?

20. Мо жет ли чис ло ре бер де ре ва рав нять ся чис лу его вер шин?

21. Сколь ко су ще ст ву ет раз лич ных гра фов с 4-мя вер ши на ми? С 5-тью?

22. Как вы чис лить чис ло ли ней но не за ви си мых цик лов гра фа?

23. По стро ить мат ри цу ин ци ден ций гра фа, пред став ляю ще го со бой ре бер-
ный кар кас ку ба.

24. В ка ком слу чае мат ри ца смеж но сти ори ен ти ро ван но го гра фа яв ля ет ся 
сим мет ри че ской?

25. По стро ить мат ри цы смеж но сти и ин ци ден ции гра фа, по лу чен но го 
со еди не ни ем цен тра пра виль но го пя ти уголь ни ка с его вер ши нами.

26. По стро ить фун да мен таль ную мат ри цу цик лов дву доль но го гра-
фа К

3,3
.

27. По стро ить фун да мен таль ную мат ри цу се че ний дву доль но го гра-
фа К

3,3
.

28. По стро ить фун да мен таль ные мат ри цы цик лов и се че ний гра фа К
2,4

.
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29. Су ще ст ву ет ли га миль то нов цикл в дву доль ных гра фах К
2,2

, К
3,3

, К
2,3

, 
К

2,4
?

30. Най ти га миль то но вы кон ту ры в гра фе.

G

c

b

e

a

d

31. В гра фе Н ука зать крат чай ший кон тур ком ми воя же ра и крат чай-
ший замк ну тый мар шрут ком ми воя же ра (с воз мож ным по вто ре ни ем 
 вершин).

a

b
H

2

2 2
2

20 c

32. Ка ко во чис ло ре бер ос тов но го де ре ва связ но го гра фа G с n вер ши на ми 
и m реб ра ми? 

33. Как свя за ны ме ж ду со бой хро ма ти че ское чис ло γ и кли ко вое чис ло ρ 
гра фа G?

34. По стро ить при ме ры клик и не за ви си мых мно жеств гра фов К
3,3

, К
2,3 

и гра фа из за да чи 30.
35. Ка кое свой ст во яв ля ет ся дос та точ ным ус ло ви ем то го, что бы про из-

воль ный граф со дер жал га миль то нов цикл? 
36. Вер но ли, что лю бой ос тов гра фа G име ет, по край ней ме ре, 1 об щее 

реб ро с ка ж дым раз ре зом?
37. Лю бое ли мно же ст во v(G) не за ви си мых цик лов бу дет «фун да мен таль-

ным»? (v(G) — это цик ло ма ти че ское чис ло гра фа G)
38. Лю бой цикл гра фа G мож но пред ста вить в ви де сум мы по мо ду лю 2 

фун да мен таль ных цик лов. Вер но ли об рат ное ут вер жде ние, т.е. что 
лю бая сум ма по мо ду лю 2 фун да мен таль ных цик лов обя за тель но даст 
един ст вен ный цикл?

39. Од но знач но ли вы би ра ет ся мно же ст во фун да мен таль ных цик лов?
40. При вес ти при ме ры силь но связ но го, сла бо связ но го, не связ но го 

 графов.
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41. Че му рав на сум ма всех эле мен тов стро ки мат ри цы смеж но сти А? Че-
му рав на сум ма эле мен тов в столб це?

42. Спра вед ли во ли ут вер жде ние, что лю бой пол ный сим мет ри че ский 
граф со дер жит га миль то нов цикл?

43. По ка зать, что ранг мат ри цы ин ци ден ций В связ но го гра фа с n вер ши-
на ми ра вен n – 1.

44. Че му рав но чис ло по ме чен ных гра фов с n вер ши на ми?
45. Как свя за ны чис ло по ме чен ных чет ных гра фов с n вер ши на ми и чис-

ло всех по ме чен ных гра фов с чис лом вер шин n – 1? 
46. Че му рав но чис ло связ ных по ме чен ных гра фов с n вер ши нами?
47. Вся кий ли граф яв ля ет ся эй ле ро вым?



Языки 
и грамматики

раздел 7

7.1. За да ча фор ма ли за ции язы ков 
и пе ре во да
Не об хо ди мость фор маль но го за да ния язы ков и ре ше ния за да чи 
пе ре во да в про грам ми ро ва нии

Со вре мен ные ЭВМ пред став ля ют со бой слож ные ком плек-
сы уст ройств, снаб жен ные раз ви ты ми сис те ма ми ма те ма ти че ско го 
обес пе че ния, ко то рые вклю ча ют язы ки про грам ми ро ва ния и транс-
ля то ры с этих язы ков, опе ра ци он ные сис те мы, дис пет че ры, мо ни то-
ры, раз лич но го ро да об слу жи ваю щие про грам мы, а так же сис те мы 
стан дарт ных и ти по вых под про грамм. Все эти сред ст ва мо гут быть 
реа ли зо ва ны как про грамм ным, так и схем ным спо со бом. Про цесс 
раз ра бот ки сис тем ма те ма ти че ско го обес пе че ния, как и про ек ти ро-
ва ния са мих ЭВМ, чрез вы чай но слож ный и тру до ем кий. Од ним 
из ос нов ных ис точ ни ков за дач яв ля ет ся про бле ма за да ния язы ка 
и оп ти маль но го пе ре во да с од но го язы ка на дру гой. За да ча пе ре во да 
мо жет быть сфор му ли ро ва на сле дую щим об ра зом: су ще ст ву ют два 
ал го рит ми че ских язы ка и не ко то рый ал го ритм, на пи сан ный на од-
ном из них; тре бу ет ся най ти оп ти маль ную по за дан ным кри те ри ям 
реа ли за цию это го ал го рит ма на дру гом язы ке. В про грам ми ро ва нии 
обыч но пер вым яв ля ет ся не ко то рый язык про грам ми ро ва ния, ориен-
ти ро ван ный на тот или иной круг за дач, а вто рым — внут рен ний 
язык ма ши ны, на ко то ром ре ша ют ся дан ные за да чи. Та ким об ра-
зом, речь идет о пе ре во де с язы ка про грам ми ро ва ния на ма шин ный 
язык с од но вре мен ной оп ти ми за ци ей вы ход ной про грам мы. Эта за-
да ча ре ша ет ся при про ек ти ро ва нии транс ля то ров и ком пи ля то ров. 
В то же вре мя ис ход ным мо жет быть ал го ритм ра бо ты не ко то ро го 



339Языки и грамматики

уст рой ст ва ЭВМ, за пи сан ный на пред на зна чен ном для этой це ли 
ал го рит ми че ском язы ке, а язык, на ко то рый пе ре во дит ся дан ный 
ал го ритм, — это язык схем. То гда за да ча со сто ит в по лу че нии оп ти-
маль ной схе мы, реа ли зую щей ал го ритм ра бо ты дан но го устройст ва 
или не ко то рой его час ти. Про цесс ре ше ния та ких за дач на прак-
ти ке де лит ся на про ме жу точ ные эта пы, на ка ж дом из ко то рых 
про из во дит ся оп ти ми за ция и при сут ст ву ет свой язык. Фор маль-
ное за да ние язы ка не об хо ди мо как для са мо го про цес са пе ре во да, 
так и для оп ре де ле ния клас са до пус ти мых за пи сей на этом язы ке, 
т.е. для оп ре де ле ния кор рект но сти или до пус ти мо сти пе ре во ди мой 
на дру гой язык за пи си. Язы ки со сто ят из строк сим во лов и, сле-
до ва тель но, весь вы чис ли тель ный про цесс мож но рас смат ри вать 
как пре об ра зо ва ние од но го мно же ст ва строк в дру гое, то есть как 
ма те ма ти че ский объ ект. 

 Вопросы
1. В ка ких слу ча ях для ра бо ты ЭВМ не об хо ди мо ре ше ние за да чи 

пе ре во да с од но го язы ка на дру гой?
2. Для че го ре ша ет ся за да ча фор маль но го за да ния язы ков?
3. Чем от ли ча ет ся про цесс пе ре во да в ли те ра ту ре от пе ре во дов, 

вы пол няе мых при ра бо те ЭВМ? 

7.2. Пре об ра зо ва ние строк сим во лов
Ал фа вит, стро ка, сим вол, по дал фа вит, рас ши ре ние ал фа ви та, 
пус тая стро ка, дли на стро ки, кон ка те на ция строк, под стро ка

Фор маль ный  ал фа вит пред став ля ет со бой мно же ст во не-
де ли мых сим во лов. Ко неч ные по сле до ва тель но сти букв ал фа ви та 
на зы ва ют ся стро ка ми, вы ра же ния ми в этом ал фа ви те.

 Ал фа ви ты мы бу дем обо зна чать боль ши ми бу к ва ми ла тин ско го 
ал фа ви та, на при мер, A, B, С.

Сим во лы мы бу дем обо зна чать ма лень ки ми бу к ва ми ла тин ско го 
ал фа ви та с ин дек са ми или без ин дек сов, на при мер, a

1
, a

2
, a

n
.

По сколь ку ал фа ви ты яв ля ют ся мно же ст ва ми, то к ним при ме ни-
мы тео ре ти ко-мно же ст вен ные опе ра ции: ∩, ∪, ⊂, ⊆, ∈, ∉ и т.д. 

 Определение
Ес ли А и B — ал фа ви ты и A ⊆ B, то A на зы ва ет ся  по дал фа-

ви том B и B —  рас ши ре нием A.

 Стро ки яв ля ют ся упо ря до чен ны ми со во куп но стя ми сим во лов 
ал фа ви та и, сле до ва тель но, яв ля ют ся эле мен та ми де кар то ва про из-
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ве де ния A A A An

n

= × ×…×� 	�� 
�� . Здесь А —  ал фа вит, n — дли на строк. 

 Стро ки мы бу дем за пи сы вать в ви де по сле до ва тель но сти сим во лов, 
на при мер, a

1
a

2
…a

n
. Сим во лы так же яв ля ют ся стро ка ми для слу чая 

n = 1. В тек сте зна че ние стро ки при во дит ся в ка выч ках, на при мер, 
стро ки «abcd», «1 + 2 =», «00001110101». Стро ки обыч но обо зна-
ча ют ся ма лень ки ми бу к ва ми гре че ско го ал фа ви та, на при мер, α, 
β, γ. 
 Определение

 Пус тая стро ка — это стро ка, ко то рая не име ет сим во лов. 
Обо зна чим ее ε. Пус тая стро ка не яв ля ет ся сим во лом и не 
при над ле жит ни ка ко му ал фа ви ту. Это мож но за пи сать так: 
∀A ε ∉ A, где A —  ал фа вит.

Че рез A* обо зна ча ет ся мно же ст во всех строк ал фа ви та A, вклю-
чая пус тую стро ку. Яс но, что A* = A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪…, где A0 = ε — пус-
тая стро ка, A1 = A — все воз мож ные стро ки ал фа ви та А дли ны 1, 
A2 = A × A — все воз мож ные стро ки ал фа ви та А дли ны 2, …. Мно-
жест во A* бес ко неч но. 

Че рез A+ обо зна ча ет ся мно же ст во всех строк ал фа ви та A, не 
вклю чая пус тую стро ку: A+ = A1 ∪ A2 ∪ A3… ; A* = A0 ∪ A+.

Дли на стро ки α рав на ко ли че ст ву сим во лов в стро ке и обо зна ча-
ет ся ⎪α⎪. Ес ли α = a

1
a

2
…a

n
, то ⎪α⎪ = n. Дли на пус той стро ки рав на 

ну лю: ⎪ε⎪ = 0
 Определение

 Кон ка те на ци ей или слия ни ем строк α и β на зы ва ет ся стро ка 
αβ. На при мер, кон ка те на ци ей строк «sdf», «htuwq» яв ля ет ся 
стро ка «sdfhtuwq». Счи та ет ся, что αε = εα = α.

За пись αn оз на ча ет αα α…
nраз

, α1 оз на ча ет α, α0 оз на ча ет ε. Здесь 

в ка че ст ве α мо жет быть как стро ка сим во лов, так и сим вол. 
На при мер, 0312 = 00011. Здесь anbmc оз на ча ет стро ку, со стоя щую 

из n сим во лов a, за ко то ры ми сле ду ют m сим во лов b, за ко то ры ми 
сле ду ет один сим вол с.
 Определение

Стро ка β яв ля ет ся  под стро кой стро ки ви да αβγ, при чем α 
и γ мо гут быть лю бы ми, в том чис ле и пус ты ми стро ка ми. 

Пус тая стро ка ε яв ля ет ся под стро кой лю бой стро ки. 
На при мер, под стро ка ми стро ки «x

1
 = y

1
 + z

1
» яв ля ют ся стро ки 

«x
1
», «x

1
 =», «1 = y

1
 + z», «+», пус тая стро ка ε и дру гие стро ки. 

Чис ло под строк у ко неч ной стро ки — ко неч но.
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 Вопросы
1. На зо ви те два раз лич ных под хо да к изу че нию яв ле ний с ин фор-

ма ци он ной точ ки зре ния.
2. Яв ля ет ся ли ал фа вит ный спо соб дос та точ ным для пред став ле ния 

лю бой дис крет ной ин фор ма ции?
3. При ве ди те при ме ры ал фа вит но го спо со ба пред став ле ния в по все-

днев ной жиз ни:
 а) не пре рыв ной ин фор ма ции;
 б) дис крет ной ин фор ма ции.
4. Дай те оп ре де ле ние ал фа вит но го спо со ба за да ния ин фор ма ции, 

ал фа ви та, стро ки.
5. Да ны два ал фа ви та А1 и А2, при чем А1 ⊆ А2. Как на зы ва ет ся А1 

по от но ше нию к А2? Как на зы ва ет ся А2 по от но ше нию к А1?
6. Что та кое пус тая стро ка? 
7. Дай те оп ре де ле ние опе ра ции кон ка те на ции строк.

 Задания
1. Оп ре де ли те ал фа ви ты для за пи си:
 а) ариф ме ти че ских вы ра же ний;
 б) аз бу ки Мор зе;
 в) по сле до ва тель но сти хо дов при иг ре в шах ма ты. 
 При ве ди те при ме ры строк в этих ал фа ви тах.
2. Для ал фа ви тов А = {a, b, c}, B ={0, 1} со ставь те:
 а) A*, B*;
 б) A+, B+;
3. Пусть за да на стро ка α = «по сле до ва тель ность». Най ди те дли ну 

стро ки ⎪α⎪.
4. По строй те стро ки 0512, a3b2c, 0nA1n, для n = 3, 5, 0.
5. α = «al pha» β = «bet» Что яв ля ет ся кон ка те на ци ей строк αβ? 
6. Ка кие из пе ре чис лен ных строк яв ля ют ся под стро ка ми стро ки 

α = «ин ду ст риа ли за ция»:
 β

1
 = «ин дус», β

2
 = «ин ду ст рия», β

3
 = «три», β

4
 = «ак ция»?

 7.3. За да ние язы ков с по мо щью грам ма тик
Язык, рас по знаю щая и по ро ж даю щая грам ма ти ки, 
тер ми наль ные и не тер ми наль ные сим во лы, про дук ция, 
на чаль ный сим вол, вы вод строк

 Определение
 Язык L — это мно же ст во строк ко неч ной дли ны в за дан ном 
ко неч ном ал фа ви те.

Пер вый важ ный во прос: как опи сать язык L в том слу чае, ко гда 
он бес ко не чен. Ес ли дли ны всех строк ог ра ни че ны, то L со сто ит из 
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ко неч но го чис ла строк и мож но со ста вить спи сок всех строк из L. 
Од на ко, для мно гих язы ков нель зя или не же ла тель но ус та но вить 
верх нюю гра ни цу до пус ти мой дли ны  стро ки язы ка. Та кие язы ки 
нель зя оп ре де лить пе ре чис ле ни ем всех строк. Тре буе мое опи са ние 
язы ка долж но быть ко неч ным, в то вре мя, как язык мо жет быть 
бес ко неч ным. Из вест но не сколь ко та ких спо со бов опи са ния язы-
ков. Один из них со сто ит в ис поль зо ва нии сис те мы, на зы вае мой 
грам ма ти кой. В за ви си мо сти от спо со ба оп ре де ле ния язы ка грам-
ма ти ки де лят на рас по знаю щие и по ро ж даю щие. 

 Определение
 Рас по знаю щая  грам ма ти ка — это грам ма ти ка, ко то рая 
для лю бой стро ки мо жет оп ре де лить, яв ля ет ся эта стро ка 
пра виль ной или нет.  По ро ж даю щая грам ма ти ка — это 
грам ма ти ка, ко то рая мо жет по стро ить лю бую пра виль ную 
стро ку и не стро ит не пра виль ных строк. 

Мы бу дем рас смат ри вать толь ко по ро ж даю щие грам ма ти ки, 
на зы вая их в даль ней шем про сто грам ма ти ка ми. Для ка ж дой грам-
ма ти ки оп ре де ля ют ся два ко неч ных не пе ре се каю щих ся мно же ст ва: 
мно же ст во T тер ми наль ных сим во лов и мно же ст во N не тер ми наль-
ных сим во лов.

Из тер ми наль ных сим во лов об ра зу ют ся стро ки оп ре де ляе мо го 
язы ка, это оз на ча ет, что мно же ст во тер ми наль ных сим во лов со став-
ля ет ал фа вит это го язы ка. На при мер, ес ли речь идет о грам ма ти ке, 
по ро ж даю щей ариф ме ти че ские вы ра же ния, в этом слу чае тер ми-
наль ны ми сим во ла ми яв ля ют ся циф ры, скоб ки и зна ки опе ра ций. 
Не тер ми наль ные сим во лы ис поль зу ют ся как вспо мо га тель ные или 
про ме жу точ ные в про це ду рах по строе ния строк язы ка, но они не 
вхо дят в окон ча тель ные («пра виль ные») вы ра же ния язы ка. Для 
обо зна че ния не тер ми наль ных сим во лов мы бу дем ис поль зо вать 
боль шие бу к вы ла тин ско го ал фа ви та. 

Серд це ви ну грам ма ти ки со став ля ет ко неч ное мно же ст во  про-
дук ций. 

 Определение
 Про дук ция — это упо ря до чен ная па ра строк, пер вым эле мен-
том ко то рой яв ля ет ся лю бая стро ка, со став лен ная из сим во лов 
ал фа ви та N ∪ T, при чем эта стро ка обя за тель но со дер жит 
хо тя бы один  не тер ми наль ный сим вол. Вто рым эле мен том 
па ры яв ля ет ся лю бая стро ка, со став лен ная из сим во лов ал-
фа ви та N ∪ T. Мно же ст во про дук ций Р опи сы ва ет про цесс 
по ро ж де ния строк язы ка.
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Мно же ст во пер вых эле мен тов  про дук ций мы мо жем за пи сать 
как (N ∪ T)*N (N ∪ T)*. Здесь (N ∪ T)* — это мно же ст во строк, 
со став лен ных из сим во лов ал фа ви та N ∪ T, N — мно же ст во не-
тер ми наль ных сим во лов, из ко то рых бе рет ся один обя за тель ный 
для пер вой  стро ки. Мно же ст во вто рых эле мен тов про дук ций 
мы мо жем за пи сать как (N ∪ T)*. При за пи си пер вый и вто рой 
эле мент про дук ции бу дем раз де лять сим во лом «→». Та ким об ра-
зом, мно же ст во всех воз мож ных про дук ций мож но за пи сать как 
(N ∪ T)* N(N ∪ T)* → (N ∪ T)*. 

По ро ж де ние строк в  грам ма ти ках на чи на ет ся с осо бой стро ки, 
со стоя щей из од но го вы де лен но го сим во ла, ко то рый на зы ва ет ся 
на чаль ным сим во лом. Он обо зна ча ет ся S. 

Да дим те перь фор маль ное оп ре де ле ние грам ма ти ки.

 Определение
Грам ма ти кой на зы ва ет ся струк ту ра G = (N, T, P, S), где

N — ко неч ное мно же ст во не тер ми наль ных сим во лов; 

T — не пе ре се каю щее ся с N ко неч ное мно же ст во тер ми наль-
ных сим во лов;

Р — мно же ст во про дук ций — ко неч ное  под мно же ст во мно-
же ст ва (N ∪ T)*N(N ∪ T)* × (N ∪ T)*;

S — на чаль ный сим вол из N.

При ме не ние про дук ций грам ма ти ки при во дит к по ро ж де нию 
(вы во ду) строк в грам ма ти ке.

При ве дем при мер грам ма ти ки.
При мер. Рас смот рим грам ма ти ку G1 = ({A, X, S}, {0, 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7, 8, 9, (,)},P, S), где P со сто ит из на бо ра сле дую щих про-
дук ций:

1. S → A. 9. X → 3.
2. A → A ∗ A. 10. X → 4.
3. A → A + A . 11. X → 5.
4. A → A – A. 12. X → 6.
5. A → (A). 13. X → 7.
6. A → X. 14. X → 8.
7. X → 1. 15. X → 9.
8. X → 2. 16. X → 0.
В этой грам ма ти ке мно же ст во не тер ми наль ных сим во лов — 

N = {A, X, S}, Мно же ст во тер ми наль ных сим во лов — T = {0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,(,)}, грам ма ти ка со дер жит 16 про дук ций, 
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со ставляю щих мно же ст во P, на чаль ный сим вол грам ма ти ки S 
при над ле жит N.

 Грам ма ти ка оп ре де ля ет язык ре кур сив но, с по мо щью вы во ди-
мых строк. 

 Определение
 Вы во ди мые  стро ки (стро ки, ко то рые мож но вы вес ти) в грам-
ма ти ке оп ре де ля ют ся сле дую щим об ра зом:
Пусть G = (N, Т, Р, S) — не ко то рая  грам ма ти ка, то гда

1) S — вы во ди мая стро ка;

2) Ес ли αβγ — вы во ди мая стро ка и  продукция β → δ со дер-
жит ся в Р, то αδγ — то же вы во ди мая стро ка.

 Язык L(G), оп ре де ляе мый грам ма ти кой G, — это мно жест во 
строк, ко то рые со сто ят толь ко из тер ми на лов и вы во дят ся в грам-
ма ти ке G. Грам ма ти ки  эк ви ва лент ны, ес ли по ро ж дае мые ими 
язы ки рав ны. Ра вен ст во язы ков оп ре де ля ет ся по пра ви лу ра вен-
ст ва мно жеств. 

На при мер, про дук ци ей в не ко то рой грам ма ти ке мо жет быть 
па ра АВ → CDE. При ме ня ет ся эта про дук ции таким образом:

1. Пусть AB яв ля ет ся  под стро кой стро ки, вы во ди мой в грам ма ти-
ке G.

2. За ме ним в этой стро ке AB на CDE — по лу чим но вую строку.

3. Эта но вая стро ка то же счи та ет ся вы во ди мой в грам ма ти ке G.

В ча ст но сти, ес ли стро ка FGABH вы во ди ма, то FGCDEH то же 
вы во ди ма.

Воз мож ность вы во да строк в грам ма ти ках обо зна ча ет ся так: 
ϕ ⇒ ψ (чи та ет ся «ψ не по сред ст вен но вы во ди ма из ϕ») оз на ча ет, 

что ре зуль та том при ме не ния од ной про дук ции из P к стро ке 
ϕ яв ля ет ся стро ка ψ.

ϕ ⇒* ψ (чи та ет ся «ψ вы во ди ма из ϕ») оз на ча ет, что су ще ст ву ет 
по сле до ва тель ность ϕ ⇒ α

1
 ⇒…⇒ α

k
 ⇒ ψ. 

При мер. Вер нем ся к грам ма ти ке G1 = ({A, X, S}, {0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9,(,)},P, S) из пре ды ду ще го при ме ра. 

Эта грам ма ти ка по ро ж да ет вы ра же ния из цифр, со дер жа щие 
зна ки сум мы и про из ве де ния.

Вы ве дем стро ку (1 + 5) ⋅ 7.
Но мер про дук ции, ис поль зо ван ной на ка ж дом ша ге, ука зан 

воз ле зна ка «⇒».
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S ⇒ 
1
A ⇒ 

2
A ⋅ A ⇒ 

5
(A) ⋅ A ⇒ 

3
(A + A) ⋅ A ⇒ 

6
(X + A) ⋅ A ⇒

⇒ 
6
(X + X) ⋅ A ⇒ 

6
(X + X) ⋅ X ⇒ 

7
(1 + X) ⋅ X ⇒ 

11
(1 + 5) ⋅ X ⇒

⇒ 
13

(1 + 5) ⋅ 7

 Вопросы
1 Дай те оп ре де ле ние язы ка.
2 По че му для то го, что бы опи сать язык, не об хо ди мо при ме нять 

спе ци аль ные фор маль ные сис те мы (на при мер, грам ма ти ки)?
3 Ка кие грам ма ти ки яв ля ют ся рас по знаю щи ми и ка кие по ро ж-

даю щи ми?
4 Дай те оп ре де ле ние грам ма ти ки и ее со став ляю щих.
5 Ка ким об ра зом по ро ж даю щие грам ма ти ки оп ре де ля ют язык? 

Ка кие стро ки на зы ва ют ся вы во ди мы ми в грам ма ти ке?

 Задания
1 Для грам ма ти ки G1, рас смот рен ной в при ме ре, сде лай те вы вод 

стро ки (4 – 5) + 2 ⋅ 3.
2. Из ме ни те за пись пре ды ду ще го вы во да, ис поль зуя сим вол ⇒*.
3. Из ме ни те спи сок про дук ций грам ма ти ки G1 так, что бы в до пус-

кае мых ею вы ра же ни ях мог ли при сут ст во вать:
 а) од но знач ные и дву знач ные чис ла;
 б) чис ла с лю бым ко ли че ст вом раз ря дов;
 в) от ри ца тель ные чис ла.
4. Пе ре пи ши те спи сок про дук ций грам ма ти ки G1, не из ме няя по-

ро ж дае мый ею язык,
 а) умень шив чис ло ис поль зуе мых не тер ми наль ных сим во лов;
 б) уве ли чив чис ло ис поль зуе мых не тер ми наль ных сим во лов.

7.4. Фор ма Бе ку са — Нау ра
Фор ма Бе ку са — Нау ра за пи си про дук ций грам ма ти ки

 Для удоб ст ва за пи си  про дук ций грам ма тик ис поль зу ет ся 
но та ция, вве ден ная Бе ку сом — фор ма Бе ку са — Нау ра (фор ма 

Бе ку са, БНФ). Она осо бен но по лез на, ко гда мы ис поль зу ем эле мен-
ты из N, ко то рые мож но спу тать с эле мен та ми из T. Эта но та ция 
со сто ит в сле дую щем:

1. Сим вол «→» за ме ня ет ся на «::=».
2. В уг ло вые скоб ки «< >» за клю ча ют ся не тер ми наль ные 

симво лы.
3. Знак «⎮» ис поль зу ет ся для со кра щен ной за пи си про дук ций, 

обо зна ча ет «или» и объ е ди ня ет груп пу про дук ций с оди на ко вой 
ле вой ча стью, но раз лич ны ми пра вы ми час тя ми.

При мер. Рас смот рим грам ма ти ку G
чис ло

:
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G
чис ло

 = ({ Чис ло, Знак, Це лое Чис ло, Дроб ная Часть, Циф ра, S}, 

{+, –, 0, …, 9,,}, P, S),

где P со сто ит из на бо ра  про дук ций:
1. Чис ло → Знак Це лое Чис ло Дроб ная Часть.  10. Циф ра → 1.
2. Знак → +. 11.  Циф ра → 2.
3. Знак → –. 12.  Циф ра → 3.
4. Знак → ε. 13.  Циф ра → 4.
5. Це лое Чис ло → Циф ра. 14.  Циф ра → 5.
6. Це лое Чис ло → Циф ра Це лое Чис ло. 15.  Циф ра → 6.
7. Дроб ная Часть →, Це лое Чис ло. 16.  Циф ра → 7.
8. Дроб ная Часть → ε. 17.  Циф ра → 8.
9. Циф ра → 0. 18.  Циф ра → 9.

 За пи шем про дук ции этой грам ма ти ки со от вет ст вен но БНФ:

<Чис ло> ::= <Знак> <Це лое Чис ло> <Дроб ная Часть> 

<Знак> ::= +⎮–⎮ε
<Це лое Чис ло> ::= <Циф ра>⎮ <Циф ра> <Це лое Чис ло>

<Дроб ная Часть> ::=, <Це лое Чис ло>⎮ε
<Циф ра>:: = 0⎮1⎮2⎮3⎮4⎮5⎮6⎮7⎮8⎮9

На прак ти ке при за пи си грам ма тик мо гут ис поль зо вать ся не 
все сим во лы БНФ, а толь ко «⎮» или «<>», «⎮».

 Вопросы
1. Для че го при ме ня ет ся фор ма Бе ку са — Нау ра?
2. В чем со сто ит фор ма Бе ку са — Нау ра?
3. На зо ви те пре иму ще ст ва за пи си про дук ций грам ма тик с по мо-

щью БНФ.

 Задания
1. За пи ши те про дук ции грам ма ти ки G1 (п. 7.3) в БНФ.
2. Ка ким про дук ци ям грам ма ти ки G = ({A, В, S},{a, b},P, S) со от-

вет ст ву ет за пись S → aA ⎪ bA ⎪ ABba?
3. За пи ши те в БНФ про дук ции грам ма ти ки 
  G = ({A, В, S },{0, 1},P, S):
 1) S → AB. 5) A → 010. 9) S → BA.
 2) AB → 000. 6) B → 101. 10) BA → 111.
 3) A → 001. 7) A → 100. 11) S → ε.
 4) B → 110. 8) B → 011.
4. Ка кой язык оп ре де ля ет ся грам ма ти кой G

чис ло
? Про из ве ди те вы-

вод строк «–12,178», «100», «0,5», «0» в грам ма ти ке G
чис ло

.
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7.5. Ти пы грам ма тик
Ие рар хия Хом ско го: грам ма ти ки об ще го ви да, кон тек ст но-
за ви си мые, кон тек ст но-сво бод ные, ре гу ляр ные. Про бле мы 
при над леж но сти, пус то ты, эк ви ва лент но сти для язы ков

Грам ма ти ки мож но клас си фи ци ро вать по ви ду их  про дук-
ций. Та кая клас си фи ка ция на зы ва ет ся  ие рар хи ей Хом ско го. 

Пусть G = (N, T, Р, S) —  грам ма ти ка.
Тип 0. Лю бая грам ма ти ка оп ре де лен но го ра нее ви да на зы ва-

ет ся  грам ма ти кой об ще го ви да (с фра зо вой струк ту рой, без ог ра-
ни че ний).

Тип 1.  Грам ма ти ка на зы ва ет ся  кон тек ст но-за ви си мой (КЗ) или 
не уко ра чи ваю щей, ес ли ка ж дая про дук ция из P име ет вид α → β, 
где ⎪α⎪ ≤ ⎪β⎪ или α → ε, где ε —  пус тая стро ка (ε-про дук ции).

Тип 2.  Грам ма ти ка на зы ва ет ся  кон тек ст но-сво бод ной 

(КС), ес ли ка ж дая про дук ция из Р име ет вид A → α, где A ∈ N, 
α ∈ (N ∪ T)*.

Тип 3. Грам ма ти ка на зы ва ет ся  пра во ли ней ной ( вы ров нен ной 
впра во), ес ли ка ж дая про дук ция из Р име ет вид A → xB или A → x, 
где A, B ∈ N, x ∈ T*. Грам ма ти ка на зы ва ет ся  ле во ли ней ной ( вы-
ров нен ной вле во), ес ли ка ж дая про дук ция из Р име ет вид A → Bx 
или A → x, где A, B ∈ N, x ∈ T*. Ле во ли ней ные и пра во ли ней ные 
грам ма ти ки на зы ва ют ся  ре гу ляр ны ми.

Эта ие рар хия яв ля ет ся мо но тон но 
вклю чаю щей, т.е. все грам ма ти ки ти-
па 3 яв ля ют ся грам ма ти ка ми ти па 2, все 
грамма ти ки ти па 2 — грам ма ти ками ти-
па 1 и т.д., как по ка за но на ри с. 7.1. Эта 
ие рар хия вклю че ния спра вед ли ва и для 
по ро ж дае мых язы ков. При этом язы ку 
при сваи ва ет ся тип и ка чест вен ная харак-
те ри сти ка по ро ж дающей грам ма ти ки — 
об ще го ви да, КЗ, КС, ре гу ляр ный язык 
со от вет ст вен но. 

На при мер, по сколь ку ка ж дая пра во ли ней ная грам ма ти ка яв-
ля ет ся кон тек ст но-сво бод ной, то ка ж дый пра во ли ней ный язык 
яв ля ет ся КС-язы ком, и су ще ст ву ют КС-язы ки, не яв ляю щие ся 
ре гу ляр ны ми.

Вклю че ния ти пов яв ля ют ся строгими в том смыс ле, что су ще-
ст ву ют язы ки, ко то рые от но сят ся к ти пу k и не от но сят ся к ти пу 
k + 1 (0 ≤ k ≤ 2). 

Тип 0

Тип 1

Тип 2

Тип 3

Рис. 7.1. Типы грамматик
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Но ес ли язык мож но ге не ри ро вать грам ма ти кой ти па k, то 
воз мож но, что его мож но ге не ри ро вать грам ма ти кой ти па k + 1. 
На при мер, язык, ге не ри руе мый по сред ст вом не ре гу ляр ной грам-
ма ти ки мо жет ока зать ся  ре гу ляр ным.

Уже пер вое ог ра ни че ние, на кла ды вае мое на  про дук ции грам ма-
тик ти па 1, оп ре де ля ет важ ное свой ст во рас по зна вае мо сти язы ка. 
Для не уко ра чи ваю щих грам ма тик без ε-про дук ций до ка за но, что 
по ро ж дае мые ими язы ки лег ко рас по зна вае мы, т.е. за ко неч ное 
чис ло ша гов для лю бой  стро ки мож но оп ре де лить, при над ле жит 
дан ная стро ка язы ку или нет.

Вто рое ог ра ни че ние на про дук ции в грам ма ти ке типа 2 ос во бо ж-
да ет от влия ния кон тек ста. На при мер, про дук ция ви да α

1
βα

2
 → α

1
γα

2
 

оз на ча ет раз ре ше ние за ме нять β на γ толь ко в кон тек сте α
1
, α

2
. Та-

кие про дук ции на зы ва ют ся кон тек ст но-свя зан ны ми. В про ти во по-
лож ность это му про дук ции, не ис поль зую щие кон тек ста (пра ви ла 
КС-грам ма тик), на зы ва ют ся кон тек ст но-сво бод ны ми. Грам ма ти-
ки ти па 1 на зы ва ют ся кон тек ст но-за ви си мы ми, по сколь ку мо гут 
со дер жать кон тек ст но-свя зан ные про дук ции.

Срав ни вая про дук ции грам ма ти ки G
1
 из при ме ра п. 7.3 и огра-

ни че ния в ие рар хии Хом ско го, при хо дим к вы во ду, что эта  грам-
ма ти ка яв ля ет ся  кон тек ст но-сво бод ной. При ве дем при ме ры 
дру гих грам ма тик и оп ре де лим, к ка ко му ти пу от но сит ся ка ж дая 
из них. 

При мер 1. Эта грам ма ти ка по ро ж да ет по сле до ва тель ность (на-
бор) из цифр 0, 1, 2, где ка ж дая по сле дую щая циф ра рав на сум ме 
двух пре ды ду щих по мо ду лю 3.

G
сум ма

 = ({A, C, S }, {0, 1, 2}, P, S),
где P со сто ит из на бо ра про дук ций:

1. S → AAC. 8. 02C → 022C.

2. A → 0. 9. 10C → 101C.

3. A → 1. 10. 11C → 112C.

4. A → 2. 11. 12C → 120C.

5. C → ε. 12. 20C → 202C.

6. 00C → 000C. 13. 21C→210C.

7. 01C → 011C. 14. 22C→221C.

При мер вы во да: S ⇒ 
1
AAC ⇒ 

2
0AC ⇒ 

4
02C ⇒ 

8
022C ⇒ 

14
0221C ⇒ 

⇒
13

02210C ⇒ 
9
022101C ⇒ 

7
0221011C ⇒ 

10
02210112C ⇒ 

5
02210112.

По ви ду про дук ций оп ре де ля ем, что эта  грам ма ти ка яв ля ет ся 
 кон тек ст но-за ви си мой.
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При мер 2. По стро им грам ма ти ку G
nn

, по ро ж даю щую стро ки 
ви да 0n1n, n ∈ N (за пись an оз на ча ет n cим во лов «a», рас по ло жен-
ных под ряд).

G
nn 

= ({S}, {0, 1}, P, S),
где P со сто ит из двух  про дук ций: 

1. S → 0S1.
2. S → ε.
По ви ду про дук ций лег ко оп ре де лить, что эта  грам ма ти ка от-

но сит ся к типу кон тек ст но-сво бод ных. Од на ко эта грам ма ти ка не 
яв ля ет ся ре гу ляр ной, по сколь ку она не яв ля ет ся ле во сто рон ней 
или пра во сто рон ней.

При мер 3. По стро им грам ма ти ку, по ро ж даю щую  стро ки ви да 
0n1n2n, n ∈ N.

G 
nnn 

= ({A, B, S}, {0, 1, 2}, P, S),
где P со сто ит из се ми про дук ций: 

1. S → 0SAB. 5. 1A → 11.
2. S → ε. 6. 1B → 12.
3. BA → AB. 7. 2B → 22.
4. 0A → 01.

По ви ду про дук ций оп ре де ля ем, что это  кон тек ст но-за ви си-
мая грам ма ти ка. Дей ст ви тель но, в ле вой час ти про дук ций 4–7. 
рас по ло же но по два сим во ла, первый из ко то рых  тер ми наль ный, 
а для кон тек ст но-сво бод ных грам ма тик в ле вой час ти про дук ции 
дол жен на хо дить ся толь ко один сим вол, ко то рый яв ля ет ся  не тер-
ми наль ным.

Из че ты рех ти пов грам ма тик ие рар хии Хом ско го класс кон-
текст но-сво бод ных грам ма тик наи бо лее ва жен с точ ки зре ния при-
ло же ний к язы кам про грам ми ро ва ния и ком пи ля ции. С по мо щью 
КС-грам ма ти ки мож но оп ре де лить боль шую часть син так си че ской 
струк ту ры язы ка про грам ми ро ва ния. Кро ме то го, она слу жит ос-
но вой раз лич ных схем за да ния пе ре во дов.

Су ще ст ву ет ли в не ко то рой фик си ро ван ной КС-грам ма ти ке 
вы вод вход ной стро ки и ес ли да, то оп ре де лить вы вод этой стро-
ки — один из ос нов ных во про сов, ко то рые ре ша ет ком пи ля тор 
и дру гие про грам мы иден ти фи ка ции и пе ре во да. Для уп ро ще ния 
этой за да чи при ме ня ют ся де ре вья вы во да и  эк ви ва лент ные пре обра-
зо ва ния грам ма тик. Для грам ма тик как средств опи са ния язы ка 
тре бу ет ся ре шать сле дую щие про бле мы.

 Про бле ма при над леж но сти: «Да ны опи са ние язы ка оп ре де-
лен но го ти па и стро ка ω, при над ле жит ли ω это му язы ку?»
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 Про бле ма пус то ты: «Да но опи са ние язы ка оп ре де лен но го 
типа; пуст ли этот язык?» Пус то та язы ка оз на ча ет, что не су щест-
ву ет строк, при над ле жа щих это му язы ку.

 Про бле ма эк ви ва лент но сти: «Да ны два опи са ния язы ков 
оди на ко во го ти па; сов па да ют ли эти язы ки?»

До ка за но, что все эти про бле мы раз ре ши мы для клас са КСLграм-
ма тик.

Оче вид но, что грам ма ти ки в ос нов ном со дер жат ре кур сии, 
т.е. из  стро ки, со дер жа щей не ко то рый  не тер ми наль ный сим вол, 
вы во дит ся за один или не сколь ко ша гов стро ка, со дер жа щая тот 
же са мый не тер ми нал и по это му не яв ляю щая ся «фи наль ной» 
стро кой вы во да, то есть соб ст вен но стро кой язы ка. На пом ним, что 
фи на лом вы во да долж на быть стро ка язы ка, со стоя щая толь ко из 
тер ми наль ных сим во лов. Грам ма ти ки, не со дер жа щие ре кур сий, 
по ро ж да ют  ко неч ные язы ки и боль шо го ин те ре са не пред став ля-
ют. Грам ма ти ки мож но клас си фи ци ро вать по ви ду со дер жа щих ся 
в них ре кур сий, как это сде ла но при оп ре де ле нии ти па 3 гра мма тик. 
Пра во ли ней ные грам ма ти ки на зы ва ют так же  пра во ре кур сив ны ми, 
а ле во ли ней ные —  ле во ре кур сив ны ми. Грам ма ти ки, со дер жа щие 
 про дук ции ви да X ⇒* αXβ, где X ∈ N, α, β ∈ (N ∪ T)+, на зы ва ют 
 са мовк лю чаю щи ми.

От то го, ка ко го ви да ре кур сии со дер жит  грам ма ти ка, за ви сит 
ор га ни за ция вы во да для эф фек тив но го по ро ж де ния не об хо ди мых 
строк язы ка.

 Вопросы
1. Оп ре де ли те ие рар хию Хом ско го для грам ма тик.

2. Мо жет ли:
 а) кон тек ст но-сво бод ная грам ма ти ка быть ре гу ляр ной;
 б) ре гу ляр ная грам ма ти ка не яв лять ся кон тек ст но-сво бод ной?

3. Все гда ли:
 а) кон тек ст но-за ви си мая грам ма ти ка яв ля ет ся ре гу ляр ной;
 б) кон тек ст но-сво бод ная грам ма ти ка яв ля ет ся не уко ра чи-

вающей?

4. Ка кой тип язы ков по ро ж да ет ка ж дый из ти пов грам ма тик?

5. При ве ди те при мер влия ния кон тек ста на оп ре де ле ние зна че ния 
слов «ключ», «лук» в пред ло же ни ях рус ско го язы ка. Что на зы-
ва ют кон тек стом?

6. При ве ди те при мер кон тек ста в про дук ци ях грам ма тик.

7. При ве ди те при ме ры про дук ций, со дер жа щих ле вую ре кур сию, 
пра вую ре кур сию, са мовк лю че ние.
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 Задания
1. Для грам ма ти ки G

сум ма
 про ве ди те вы вод дру гой воз мож ной 

строки.
2. До ка жи те, что грам ма ти ка G

nn
 дей ст ви тельно вы во дит все це поч-

ки ви да 0n1n. При ве ди те при мер вы во да.
3. До ка жи те, что грам ма ти ка G

nnn
 дей ст ви тельно вы во дит все це-

поч ки ви да 0n1n2n. При ве ди те при мер вы во да.
4. Для грам ма ти ки G = ({A, В, S }, {a, b}, P, S) оп ре де ли те тип 

в иерар хии Хом ско го. Спи сок про дук ций P сле дую щий:
 а) S → aAB, A → Bb, B → ε;
 б) S → aB, AB → a;
 в) S → ABA, A → aB, B → ab; 
 г) S → bA, A → aB, B → abA.
5. Су ще ст ву ют ли ре гу ляр ные ко неч ные язы ки?

7.6. Ре гу ляр ные вы ра же ния и язы ки
Язы ки, оп ре де ляе мые гра ма ти ка ми ти па 3 ие рар хии Хом-

ско го, на зы ва ют ся  ре гу ляр ны ми. Для за да ния ре гу ляр ных язы ков 
(мно жеств строк) ис поль зу ют ся так же спе ци аль ные вы ра же ния, 
на зы вае мые ре гу ляр ны ми вы ра же ния ми. 

 Определение
 Ре гу ляр ное вы ра же ние в не ко то ром ал фа ви те А оп ре де ля ет-
ся ре кур сив но:
∅ — ре гу ляр ное вы ра же ние (пус тое мно же ст во строк);
ε — ре гу ляр ное вы ра же ние (пус тая стро ка);
x — ре гу ляр ное вы ра же ние, ес ли x ∈ A (x — сим вол ал фа-
ви та A);
XY, X ∪ Y, X* — ре гу ляр ные вы ра же ния, ес ли X, Y — ре гу-
ляр ные вы ра же ния, где
XY —  кон ка те на ция строк, оп ре де ляе мых вы ра же ния ми 
X и Y;
X ∪ Y — объ е ди не ние мно жеств строк, оп ре де ляе мых X и Y;
X* — кон ка те на ция лю бо го чис ла строк, оп ре де ляе мых вы-
ра же ни ем X или  пус тая стро ка.

В ре гу ляр ных вы ра же ни ях для оп ре де ле ния об лас ти дей ст вия 
опе ра ций ис поль зу ют ся скоб ки. Ес ли скоб ки от сут ст ву ют, то прио-
ри тет опе ра ций сле дую щий:

1. X*.
2. XY.
3. X ∪ Y.
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При мер 1. Вы ра же ние 10* по ни ма ет ся как 1(0*) и оз на ча ет 
 стро ки, пер вым сим во лом ко то рых яв ля ет ся «1», а за тем сле ду ет 
лю бое чис ло ну лей или ни од но го ну ля. На при мер, «100000000», 
«10», «1» и др.

При мер 2. Вы ра же ние (10)* оз на ча ет лю бое ко ли че ст во «10», 
иду щих под ряд, или  пус тая стро ка. На при мер, «101010101010», 
«10», ε и др.

При мер 3. Вы ра же ние aaa ∪ bbb оз на ча ет две стро ки — стро ку 
«aaa» или стро ку «bbb».

При мер 4. Вы ра же ние a(a ∪ b ∪ c)* оз на ча ет лю бую стро ку, со-
стоя щую из сим во лов «a», «b», «c», ко то рая на чи на ет ся с сим во ла 
«a», на при мер, «abccbbaaabbcc», «aaaaaaaa», «accc»,«a» и др.

По нят но, что  ре гу ляр ное вы ра же ние яв ля ет ся стро кой не ко-
то ро го язы ка. До ка за но, что язык мож но за дать с по мо щью ре гу-
ляр ной грам ма ти ки то гда и толь ко то гда, ко гда его мож но за дать 
с по мо щью ре гу ляр но го вы ра же ния. По это му  ре гу ляр ный язык 
ино гда на зы ва ют ре гу ляр ным мно же ст вом, имея в ви ду мно же ст-
во его строк. 

При мер 5. Рас мот рим грам ма ти ку G
чис ло

 из п. 7.4.
Эта  грам ма ти ка яв ля ет ся ре гу ляр ной, по сколь ку ка ж дая  про-

дук ция из Р име ет вид A → xB или A → x, где A, B ∈ N, x ∈T*. 
По стро им ре гу ляр ное вы ра же ние, оп ре де ляю щее тот же язык, 
что и грам ма ти ка. Чис ло, строя щее ся с по мо щью грам ма ти ки 
G

чис ло
, на чи на ет ся зна ком, но знак мо жет и от сут ст во вать. Ука за-

ние зна ка или его от сут ст вие реа ли зу ют про дук ции 2, 3, 4. Это му 
со от вет ст ву ет ре гу ляр ное вы ра же ние (+ ∪ – ∪ ε). Да лее сле ду ет 
це лая часть чис ла (про дук ции 1, 5, 6), ко то рая оп ре де ля ет ся 
как це лое чис ло — од на или бо лее цифр, при чем ну ли в на ча-
ле чис ла до пус ка ют ся. Ре гу ляр ное вы ра же ние для це лой час ти 
сле дую щее: (0 ∪1 ∪ 2 ∪ 3 ∪ 4 ∪ 5 ∪ 6 ∪ 7 ∪ 8 ∪ 9) (0 ∪ 1 ∪ 2 ∪
∪ 3 ∪ 4 ∪ 5 ∪ 6 ∪ 7 ∪ 8 ∪ 9)*. Та ким же об ра зом оп ре де ля ет ся 
и ре гу ляр ное вы ра же ние для дроб ной час ти, с тем от ли чи ем, что 
пе ред дроб ной ча стью на хо дит ся за пя тая (про дук ция 7), и дроб-
ная часть мо жет от сут ст во вать (про дук ция 8), по это му мы до ба вим 
знак ∪ ε. 

Ре гу ляр ное вы ра же ние для дроб ной час ти име ет вид:

 (,(0 ∪ 1 ∪ 2 ∪ 3 ∪ 4 ∪ 5 ∪ 6 ∪ 7 ∪ 8 ∪ 9) 

(0 ∪ 1 ∪ 2 ∪ 3 ∪ 4 ∪ 5 ∪ 6 ∪ 7 ∪ 8 ∪ 9)*) ∪ ε.

Объ е ди нив по лу чен ные вы ра же ния с по мо щью кон ка те на ции, 
по лу чим ис ко мое ре гу ляр ное вы ра же ние:
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(+ ∪ – ∪ ε) (0 ∪ 1 ∪…∪ 9)(0 ∪ 1 ∪…∪ 9)* 

((,(0 ∪ 1 ∪…∪ 9) (0 ∪ 1 ∪…∪ 9)*) ∪ ε).

Это вы ра же ние оп ре де ля ет тот же язык, что и  грам ма ти ка G
число

.

 Вопросы
1. Как свя за ны ре гу ляр ные грам ма ти ки, ре гу ляр ные вы ра же ния 

и ре гу ляр ные язы ки?
2. Дай те оп ре де ле ние ре гу ляр но го вы ра же ния. 
3. Как оп ре де ля ет ся при ори тет опе ра ций в ре гу ляр ных вы ра-

жениях?
4. Су ще ст ву ет ли язык, за дан ный с по мо щью ре гу ляр ной грам ма-

ти ки, ко то рый не воз мож но за дать с по мо щью ре гу ляр но го вы ра-
же ния? Су ще ст ву ет ли язык, за дан ный с по мо щью ре гу ляр но го 
вы ра же ния, ко то рый не воз мож но за дать с по мо щью ре гу ляр ной 
грам ма ти ки?

 Задания
1. Для сле дую щих ре гу ляр ных вы ра же ний дай те сло вес ное опи-

са ние мно же ст ва строк и оп ре де ли те, при над ле жит ли стро ка 
«1011» это му мно же ст ву:

 а) 10*1*; д) 0*(10 ∪ 11)*;
 б) 1(01)*1*; е) 1*01(0 ∪ 1);
 в) (10)*(11)*; ж) 1(00)*(11)*;
 г) (10)*1011; з) (1 ∪ 00)(01 ∪ 0)1*.
2. Опи ши те сле дую щие язы ки с по мо щью ре гу ляр ных вы ра же ний 

и грам ма тик:
 а) стро ки, на чи наю щие ся с од но го или бо лее ну лей, за ко то ры ми 

сле ду ет од на или бо лее еди ниц;
 б) стро ки из букв рус ско го язы ка, на чи наю щие ся с глас ной 

буквы;
 в) стро ки из букв рус ско го язы ка, со дер жа щие в ка че ст ве под-

стро ки сло во «ком пь ю тер»;
 г) пра виль ные пред ло же ния рус ско го язы ка, ко то рые мож но со-

ста вить из на бо ра слов: {По здрав ляю, , ,Вы, очень, хо ро шо, пло хо, 
от лич но, не, ре ши ли, вы пол ни ли, за да ние, за да чу, при мер}.

3. Со ставь те ре гу ляр ные вы ра же ния, оп ре де ляю щие сле дую щие 
мно же ст ва строк:

 а) {ε, 0};
 б) {0, 11};
 в) {0, 11, 000};
 г) {00010, 01010, 00011, 01011}.
4. Со ставь те ре гу ляр ные вы ра же ния для грам ма тик G = ({A, B, S}, 

{0, 1}, P, S) со сле дую щи ми на бо ра ми про дук ций P:
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 а) S → 0A, S → 1B, A → 0, B → 0;
 б) S → 1A, S → 0, S → ε, A → 0B, B → 1B, B → 1;
 в) S → 1B, S → 0, A → 1A, A → 0B, A → 1, A → 0, B → 1.

7.7. Де ре вья вы во дов. Стра те гии вы во дов 
Де ре во вы во да. Стра те гии вы во да: свер ху вниз, сле ва на пра во, 
сни зу вверх

В грам ма ти ке мо жет быть не сколь ко вы во дов, эк ви ва лент-
ных в том смыс ле, что в ка ж дом вы во де при ме ня ют ся од ни и те 
же  про дук ции в од них и тех же мес тах, но в раз лич ном по ряд ке. 
Оп ре де лить по ня тие эк ви ва лент но сти двух вы во дов для грам ма тик 
про из воль но го ви да слож но, но в слу чае КС-грам ма тик мож но ввес-
ти удоб ное гра фи че ское пред став ле ние клас са эк ви ва лент ных вы-
во дов, на зы вае мое де ре вом вы во да.

 Определение
По ме чен ное упо ря до чен ное де ре во D на зы ва ет ся  де ре-

вом вы во да (или  де ре вом раз бо ра) в КС-грам ма ти ке G =
= (N, T, Р, S), ес ли вы пол не ны сле дую щие ус ло вия:
1. Ко рень де ре ва D по ме чен S, а ка ж дая вер ши на де ре ва D — 
сим во лом из N ∪ T ∪ {ε}.
2. Для лю бой внут рен ней вер ши ны Х

0
 де ре ва и упо ря до чен но го 

спи ска ее сы но вей Х
1
, Х

2
, …, Х

n
 мно же ст во про дук ций грам-

ма ти ки Р вклю ча ет та кую про дук цию A → a
1
, a

2
, …, a

n
, что 

A, a
1
, a

2
, …, a

n
 яв ля ют ся по мет ка ми вер шин Х

0
, Х

1
, Х

2
, …, Х

n
 

со от вет ст вен но.
3. Ес ли ко рень де ре ва име ет един ст вен но го по том ка, по ме-
чен но го ε, то этот по то мок доминирует над де ре вом, со стоя-
щим из един ст вен ной вер ши ны ε, и S → ε — про дук ция из 
мно же ст ва Р.

На ри с. 7.2 изо бра же ны де ре вья вы во дов в грам ма ти ке G с про-
дук ция ми S → aSbS | bSaS | ε. 

ε

ε ε

S S S S

a
S b S a S b

b

S

SSaSb S a

ε ε ε ε

Рис. 7.2.    Деревья выводов в грамматике
с продукциями S → aSbS | bSaS | ε 



355Языки и грамматики

По сколь ку лю бое  де ре во вы во да яв ля ет ся упо ря до чен ным, для 
его ви ся чих вер шин су ще ст ву ет един ст вен ное ли ней ное упо ря до-
че ние. Вы пи сы вая по мет ки ви ся чих вер шин в этой упо ря дочен-
ности, мож но по лу чить стро ку, вы во ды ко то рой пред став ле ны 
этим де ре вом.

Вы вод в  грам ма ти ках схе ма-
ти чески пред став ля ет ся в ви де 
тре угольни ка, изо бра жен но го на 
рис. 7.3, и за пол ня ет ся в соответст-
вии с на бо ром  про дук ций грам-
матики.

В боль шин ст ве слу ча ев за пол не ние тре уголь ни ка нель зя ра зум-
но вы пол нить за один шаг, и обыч но оно по лу ча ет ся при по мо щи 
по сле до ва тель но сти под де ревь ев. Эти по сле до ва тель но сти под де-
ревь ев мо гут быть по лу че ны не сколь ки ми стра те гия ми, ко то рые 
изо бра же ны на рис. 7.4. 

S S S

Сверху вниз Слевa направо Снизу вверх
а) б) в)

Рис. 7.4. Стратегии вывода (разбора) в грамматиках

При грам ма ти че ском раз бо ре по ря док за пол не ния де ре ва сво-
дит ся к од ной из двух стра те гий: свер ху вниз (рис. 7.4,а) и сни зу 

вверх (рис. 7.4,в). При за пол не нии свер ху вниз — стра те гия нис-

хо дя ще го ана ли за — все пред ше ст вен ни ки ка ж дой за пол няе мой 
в де ре ве внут рен ней вер ши ны к дан но му мо мен ту уже за пол не ны. 
За пол не ние сни зу вверх — стра те гия вос хо дя ще го ана ли за — ха-
рак те ри зу ет ся тем, что все пре ем ни ки ка ж дой за пол няе мой в де-
ре ве вер ши ны уже при над ле жат по стро ен ной час ти де ре ва. Та ким 
об ра зом, при за пол не нии де ре ва свер ху вниз дви же ние осу ще ст в-
ля ет ся от его кор ня к ви ся чим вер ши нам, а при за пол не нии сни зу 
вверх — на обо рот. При за пол не нии сле ва на пра во — стра те гия го-

ри зон таль но го ана ли за (рис. 7.4,б) — на ка ж дом шаге про ис хо дит 
за ме на самого левого нетер ми наль ного символа терминальным.

 Вопросы
1. Что та кое вы вод в грам ма ти ке?
2. Ка кие вы во ды эк ви ва лент ны?

S

a1 a2 an

Рис. 7.3. Схема вывода в грамматиках

........
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3. Что та кое де ре во вы во да?
4. Ка кой сим вол яв ля ет ся вер ши ной де ре ва вы во да?
5. Cим во лы ка ко го ал фа ви та яв ля ют ся ли сть я ми де ре ва вы во да?
6. Ка кие стра те гии вы во да в грам ма ти ках вы знае те?

 Задания
1. При ме ни те раз лич ные стра те гии вы во да к грам ма ти кам, при-

веден ным в ка че ст ве при ме ров в пп. 7.3–7.5.
2. По строй те де ре вья для вы во дов, по лу чен ных при ре ше нии за да-

ния 1.
3. G — грам ма ти ка, N = {S}, T = {a, b, c}, на чаль ный сим вол — S 

и про дук ции: S → bcS, S → bbS, S → a, S → cb. По строй те де ре вья 
вы во дов для:

 а) bcbba;
 б) bbbcbba;
 в) bcabbbbbcb.
4. G — грам ма ти ка, N = {A, B, C, S}, T = {a, b, c}, на чаль ный сим-

вол — S и про дук ции: S → AB, A → Ca, B → Ba ⎪Cb⎪ b, C → cb⎪b. 
Ис поль зуя раз лич ные стра те гии вы во да, оп ре де ли те при над ле жат 
ли дан ные стро ки язы ку, по ро ж дае мо му грам ма ти кой G:

 а) baba;
 б) abab; 
 в) cbaba;
 г) bbbcba.

7.8. По строе ние грам ма ти ки язы ка 
про грам ми ро ва ния
Ал фа вит язы ка, слу жеб ные сло ва, иден ти фи ка то ры, опе ра то ры

Рас смот рим не ко то рые ас пек ты фор маль но го пред став ле ния 
язы ка про грам ми ро ва ния на при ме ре язы ка Pas cal.

Текст про грам мы дол жен со дер жать ся в дис ко вом фай ле и пред-
став ля ть со бой по сле до ва тель ность строк, со стоя щих из сим во лов, 
об ра зую щих  ал фа вит язы ка.  Стро ки про грам мы за вер ша ют ся спе ци-
аль ны ми управ ляю щи ми сим во ла ми, не вхо дя щи ми в ал фа вит. 

 Ал фа вит язы ка Pas cal со сто ит из сле дую щих сим во лов:

• За глав ные и строч ные ла тин ские бу к вы и сим вол ‘_’:

А, В, С…, X, Y, Z, a, b, c, …, x, y, z,_.

Бу к вы ис поль зу ют ся для фор ми ро ва ния иден ти фи ка то ров 
и слу жеб ных слов.
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• Де сять араб ских цифр от 0 до 9:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Циф ры ис поль зу ют ся для за пи си чи сел и иден ти фи ка то ров.
• Два дцать два спе ци аль ных сим во ла:

+ – * / = > < . , ; : @ ‘ ( ) [ ] { } # $ ^.

Спе ци аль ные сим во лы ис поль зу ют ся для кон ст руи ро ва ния 
зна ков опе ра ций, вы ра же ний, ком мен та ри ев, а так же как син так-
си че ские раз де ли те ли.

Сим во лы из  ал фа ви та язы ка ис поль зу ют ся для по строе ния 
ба зо вых эле мен тов про грамм —  лек сем. Лек се ма — ми ни маль ная 
еди ни ца язы ка, имею щая са мо стоя тель ный смысл. 

В чис ле лек сем язы ка Pas cal на хо дят ся cлу жеб ные (за ре зер-
ви ро ван ные) сло ва. Это ог ра ни чен ная  груп па слов, по стро ен ных 
из букв. Ка ж дое слу жеб ное сло во пред став ля ет со бой не де ли мое 
об ра зо ва ние, смысл ко то ро го фик си ро ван в язы ке. На при мер: be-
gin, do, for, or, string, vir tual. 

Иден ти фи ка то ры (име на) — еще один вид лек сем, ис поль зуе-
мых в язы ке Pas cal. Они обо зна ча ют име на пе ре мен ных, кон стант, 
ти пов, ме ток, про це дур и функ ций и фор ми ру ют ся из букв и цифр 
со глас но сле дую щей диа грам ме:

буква

цифра

буква

По стро им грам ма ти ку G
id

, ко то рая по ро ж да ет иден ти фи ка торы:

G
id

 = ({БЦ, Бу к ва, Циф ра, Идент.},
{А,..,Z, a,.., z,_,0,1,..,9}, P, Идент.),

где P со сто ит из на бо ра  про дук ций:
1. <Идент.>:: = <Бу к ва> <БЦ>.
2. <БЦ>:: = <Бу к ва> <БЦ> ⎮ <Циф ра> <БЦ>⎮ ε.
3. <Бу к ва>:: = А⎮В⎮С⎮...⎮X⎮Y⎮Z⎮a⎮b⎮c⎮...⎮x⎮y⎮z⎮_.
4. <Циф ра>:: = 0⎮1⎮2⎮…⎮9.

Цен траль ным эле мен том язы ка Pas cal яв ля ет ся  опе ра тор. На-
бор опе ра то ров язы ка Pas cal со став ля ет ми ни маль ное мно же ст во 
кон ст рук ций, не об хо ди мых для на гляд но го и од но знач но го пред-
став ле ния ал го рит мов.

Язык со дер жит сле дую щие опе ра то ры:
– опе ра тор при сваи ва ния;
– опе ра тор про це ду ры;
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–  опе ра тор пе ре хо да;
– со став ной опе ра тор;
– ус лов ный опе ра тор;
– опе ра тор ва ри ан та;
– опе ра тор цик ла с пре ду сло ви ем;
– опе ра тор цик ла с по сту сло ви ем;
– опе ра тор цик ла с па ра мет ром;
– опе ра тор над за пи ся ми;
– пус той опе ра тор.
Рас смот рим грам ма ти ку G

if
, по ро ж даю щую ус лов ные опе ра то-

ры, которые схе ма тич но мож но пред ста вить так:

if Выражение then Оператор else Оператор

G
if
 = ({Опе ра тор, Вы раж., Ина че, Ус лов ный  О пе ра тор}, 

А, P, Ус лов ный Опе ра тор),

где A —  ал фа вит язы ка Pas cal.
P со сто ит из на бо ра  про дук ций:

1. <Ус лов ный Опе ра тор>:: = if <Вы раж.> 
 then <Опе ра тор> <Ина че> ;
2. <Ина че>→ else <Опе ра тор> ⎮ε
3. <Опе ра тор>::=be gin<Опе ра тор>;<Опе ра тор>end ⎮<Опе ра тор> 

….

Оче вид но, что в на бо ре про дук ций не хва та ет про дук ций по-
рожде ния опе ра то ров, вы ра же ний и др., ко то рые не при во дят ся 
здесь из-за их гро мозд ко сти. Толь ко раз но вид но стей опе ра то ров 
язы ка Pas cal, как бы ло пе ре чис ле но ра нее, су ще ст ву ет око ло 10. 

Та ким об ра зом, для соз да ния грам ма ти ки язы ка про грам ми ро-
ва ния не об хо ди мо за дать та кие про дук ции для по ро ж де ния всех 
его еди ниц, как опе ра тор, иден ти фи ка тор, вы ра же ние, опи са ние, 
оп ре де ле ние, чис ло и др. Пер вой про дук ци ей в грам ма ти ке язы ка 
про грам ми ро ва ния яв ля ет ся про дук ция, оп ре де ляю щая кон ст рук-
цию про грам мы. 

 Вопросы

1. Что со став ля ет ал фа вит язы ка про грам ми ро ва ния?

2. Что та кое иден ти фи ка тор, опе ра тор, ус лов ный опе ра тор, опе ра-
тор цик ла?
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3. Ка ков прин цип по строе ния грам ма ти ки язы ка про грам ми ро-
вания?

4. В ка ких слу ча ях стро ка, по стро ен ная с по мо щью грам ма ти ки 
G

id
, не бу дет яв лять ся до пус ти мым иден ти фи ка то ром в про-

грамме?

 Задания
1. За пи ши те в фор ме Бэ ку са — Нау ра грам ма ти ку, ко то рая ко то-

рая бу дет по ро ж дать опе ра тор цик ла из зна ко мо го вам язы ка 
про грам ми ро ва ния.

2. Най ди те за пи сан ную в фор ме Бэ ку са — Нау ра грам ма ти ку из-
вест но го вам язы ка про грам ми ро ва ния. По пы тай тесь по стро ить 
не из вест ные вам син так си че ские кон ст рук ции язы ка, поль зу ясь 
за пи сан ной в та кой фор ме грам ма ти кой. 

3. По строй те грам ма ти ку, вы во дя щую иден ти фи ка то ры ис поль зуе-
мо го ва ми язы ка про грам ми ро ва ния. За пи ши те, ес ли воз мож но, 
со от вет ст вую щее ре гу ляр ное вы ра же ние.

4. По строй те кон тек ст но-сво бод ную грам ма ти ку для лю бо го из вест-
но го вам опе ра то ра цик ла. За пи ши те, ес ли воз мож но, со от вет ст-
вую щее ре гу ляр ное вы ра же ние.



Алгоритмы
раздел 8

8.1. По ня тие ал го рит ма
Ин туи тив ное по ня тие ал го рит ма, ал фа вит ные опе ра то ры, 
де тер ми ни ро ван ные и не де тер ми ни ро ван ные ал го рит мы

Как и по ня тие мно же ст ва, в са мом об щем слу чае по ня тие 
ал го ритм не име ет стро го го ма те ма ти че ско го (и, ес ли угод но, ло-
ги ческо го) оп ре де ле ния, и при хо дит ся до воль ст во вать ся ин туи тив-
ны ми пред став ле ния ми, ос но ван ны ми на опы те. По сколь ку опыт 
в раз ных об лас тях свой, то и сло во «ал го ритм» упот реб ля ет ся в раз-
ных смыс лах: ал го ритм по ве де ния, ал го ритм по строе ния, ал го ритм 
ре ше ния про бле мы (за да чи) и т.д. Ина че го во ря, под ал го рит мом 
в ши ро ком смыс ле по ни ма ют по сле до ва тель ность оп ре де лен ных 
дей ст вий или опе ра ций, бо лее или ме нее эле мен тар ных.

Здесь мы упот реб ля ем тер мин «ал го ритм» ис клю чи тель но 
в смыс ле про це ду ры вы чис ле ния, до пус каю щей про грам ми ро ва-
ние и ком пь ю тер ную реа ли за цию. При этом вы чис ле ние рас смат-
ри ва ет ся как в чи сло вом, так и в ал геб раи че ском (сим воль ном) 
ал фа ви тах. Та кое по ни ма ние ал го рит ма так же не фор ма ли зо ва но, 
од на ко по зво ля ет вы ска зать ряд тре бо ва ний, ко то рым долж на удов-
ле тво рять со во куп ность стан дарт ных пре об ра зо ва ний, об ра зую щих 
«вы чис ли тель ный» ал го ритм. Пре ж де все го, рас по зна вае мость 

и од но знач ная оп ре де лен ность (де тер ми ни ро ван ность) для лю-
бо го пред ста ви те ля из клас са поль зо ва те лей, ко то рым ад ре су ет ся 
ал го ритм. Да лее — уни вер саль ность (мас со вость) ал го рит ма, 
то есть спо соб ность «пе ре ра ба ты вать» лю бые ис ход ные дан ные из 
до пус ти мо го мно же ст ва. На ко нец, дис крет ность и ко неч ность 

(ре зуль та тив ность) ал го рит ма — по лу че ние окон ча тель но го 
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(«вы ход но го») ре зуль та та за ко неч ное чис ло ша гов или по лу че ние 
ин фор ма ции о том, что ре зуль тат су ще ст ву ет.

В ка че ст ве при ме ров на ме тим прин ци пи аль ный план по строе-
ния ал го рит мов ре ше ния двух из вест ных за дач; пол ное опи са ние 
этих ал го рит мов тре бу ет зна чи тель но боль ших уси лий.

При мер. Рас смот рим ал го ритм сло же ния це лых чи сел в де ся-
тич ной сис те ме счис ле ния. Этот ал го ритм пе ре ра ба ты ва ет  стро ки 
ви да «a + b» в ал фа ви те, со стоя щем из 10 цифр и зна ка сло же ния, 
в стро ки в том же ал фа ви те, из ко то ро го ис клю чен знак сум мы. Ко-
неч ная сис те ма пра вил, оп ре де ляю щих ал го ритм, со сто ит из пра ви-
ла по раз ряд но го сло же ния, пра ви ла на хо ж де ния со от вет ст вую щих 
друг дру гу раз ря дов сла гае мых (в том чис ле млад ших раз ря дов), 
пра вил сло же ния цифр (таб ли ца сло же ния) и пра ви ла пе ре но са 
в стар ший раз ряд в слу чае «пе ре пол не ния» млад ше го.

При мер. Рас смот рим иг ру в шах ма ты, трак туя ее как пре об-
ра зо ва ние строк в ко неч ном ал фа ви те. В ка че ст ве ал фа ви та здесь 
ес те ст вен но использовать стан дарт ные в шах мат ной тео рии сим во-
лы. Стро ка ми долж ны быть ко неч ные по сле до ва тель но сти сим во лов 
ал фа ви та. Не ко то рые из та ких по сле до ва тель но стей пред став ля ют 
со бой шах мат ные по зи ции, дру гие — про сто бес смыс лен ные на бо ры 
сим во лов (на при мер, аее11). Ал го ритм за да ет ся лишь для строк, 
пред став ляю щих ос мыс лен ные по зи ции, и за клю ча ет ся в пре об ра-
зо ва нии лю бой за дан ной по зи ции в по зи цию, воз ни каю щую из нее 
по сле вы пол не ния оче ред но го хо да. Как из вест но, пра ви ла дви же-
ния шах мат ных фи гур еще не оп ре де ля ют какой-ни будь ра зум ный 
вы бор хо да в той или иной кон крет ной по зи ции и, сле до ва тель но, 
не по зво ля ют по стро ить ос мыс лен ный ал го ритм иг ры. Од на ко, 
как по ка зы ва ет опыт, мож но со ста вить ко неч ную сис те му стра-
те ги че ских пра вил, по зво ляю щих в ка ж дой кон крет ной по зи ции 
вы би рать един ст вен ный наи луч ший (в не ко то ром смыс ле) ход. 
При сое ди няя эту сис те му пра вил к пра ви лам дви же ния фи гур, 
мы по лу ча ем ал го ритм, ко то рый ес те ст вен но на звать ал го рит мом 
шах мат ной иг ры. Сле ду ет сра зу ого во рить ся, что в за ви си мо сти 
от то го, ка ким об ра зом оп ре де ля ет ся ка че ст во по зи ции, ме ня ет ся 
и смысл по ня тия «наи луч ше го» хо да. Это об стоя тель ст во оп ре де ля-
ет су ще ст во ва ние не од но го един ст вен но го ал го рит ма шах мат ной 
иг ры, а мно же ст ва та ких ал го рит мов.

Мы ос тав ля ем в сто ро не во прос о ве ро ят но ст ных ал го рит мах, 
где вы бор об раза для той или иной стро ки оп ре де ля ет ся не од но-
знач но, а слу чай но, в со от вет ст вии с ка ки ми-ли бо ве ро ят но ст ны ми 
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кри те рия ми. Яс но, что при ме ни тель но к шах мат ным ал го рит мам 
рас смот ре ние слу чай ных пе ре хо дов яв ля ет ся не уме ст ным. Та ким 
об ра зом, тра ди ци он но бу дем на зы вать ал го рит мом лишь стро го де-
тер ми ни ро ван ную сис те му пра вил.

 Определение
Ал го ритм, при ко то ром в ка ж дом ша ге мож но од но знач но оп ре-
де лить сле дую щий шаг, на зы ва ет ся де тер ми ни ро ван ным. 

Ес ли в сис те ме пра вил при сут ст ву ет не де тер ми ни ро ван ность, 
то речь идет об ис чис ле нии.

В со от вет ст вии с при ня той на ми дис крет ной точ кой зре ния пре-
об ра зо ва ние ин фор ма ции мож но пред ста вить как  ото бра же ние мно-
же ст ва строк в не ко то ром ко неч ном ал фа ви те во мно же ст во строк 
в том же са мом или лю бом дру гом ко неч ном ал фа ви те. На зо вем 
та кие ото бра же ния ал фа вит ны ми  опе ра то рам. 

Ал го рит мы мож но трак то вать как ал фа вит ные опе ра то ры, за да-
вае мые с по мо щью ко неч ных сис тем пра вил. В та ком оп ре де ле нии 
так же нет ма те ма ти че ской точ но сти. Не пре одо лев это го не дос тат-
ка, нель зя сде лать по ня тие ал го рит ма пред ме том ма те ма ти че ской 
тео рии. Бы ли пред при ня ты мно го чис лен ные по пыт ки уточ не ния 
по ня тия ал го рит ма, ко то рые при ве ли к ус та нов ле нию спо со бов 
точ но го за да ния ал го рит мов раз лич ных клас сов. 

 Вопросы
1. При ве ди те при ме ры ал го рит мов, ис поль зуе мых в по все днев ной 

жиз ни.
2. Дай те оп ре де ле ние ал фа вит но го опе ра то ра.
3. Ка кой ал го ритм на зы ва ет ся де тер ми ни ро ван ным? При ве ди те 

при мер.

8.2. Нор маль ные ал го рит мы Мар ко ва
Нор маль ные ал го рит мы Мар ко ва, прин цип нор ма ли за ции, ал го-
рит ми че ская раз ре ши мость

  Ал го рит мы А. А. Мар ко ва, на зы вае мые так же нор маль-

ными ал го рит ма ми, пре об ра зу ют  стро ки, за дан ные в лю бом ко неч-
ном ал фа ви те A, в стро ки в том же са мом ал фа ви те A. На пом ним, 
что стро ка в ал фа ви те A — это упо ря до чен ная ко неч ная со во куп-
ность сим во лов это го ал фа ви та. Нор маль ный ал го ритм за да ет ся 
ко неч ной по сле до ва тель но стью под ста но вок. Под ста нов ка — это 
упо ря до чен ная па ра строк, не обя за тель но оди на ко вой дли ны, 
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раз де лен ная сим во лом «→». На при мер, под ста нов кой яв ля ет ся 
ab → cd. Под ста нов ка при ме ни ма к ис ход ной стро ке, ес ли эта 
стро ка со дер жит в ка че ст ве  под стро ки пер вую ком по нен ту под ста-
нов ки. В ре зуль ти рую щей стро ке име ем вме сто пер вой ком по нен-
ты под ста нов ки вто рую. На при мер, при ме нив под ста нов ку ab → cd 
к стро ке «sabfg», по лу чим стро ку «scdfg». К стро ке «sbaff» эта 
под ста нов ка не при ме ни ма, по сколь ку под стро ки «ab» в стро ке 
«sbaff» нет. Под ста нов ки так же мо гут быть по ме че ны как за клю-
чи тель ные. При ме ня ют нор маль ный ал го ритм к ис ход ной стро ке 
сле дую щим об ра зом:

1) Из спи ска под ста но вок вы би ра ем пер вую под ста нов ку, ко то-
рая при ме ни ма к ис ход ной стро ке.

2) Ес ли ни од на под ста нов ка из спи ска под ста но вок не при ме-
ни ма к ис ход ной стро ке, то ал го ритм пре кра ща ет ра бо ту. 

3) При ме ня ем под ста нов ку из п. 1 к ис ход ной стро ке, по лу ча ем 
ре зуль ти рую щую стро ку.

4) Ес ли вы пол нен ная под ста нов ка яв ля ет ся за клю чи тель ной, 
то ал го ритм пре кра ща ет ра бо ту. Ина че пе ре хо дим к п. 5.

5) Ре зуль ти рую щую стро ку счи та ем ис ход ной и пе ре хо дим 
к п. 1.

При ме ча ние: ал го ритм мо жет не со дер жать за клю чи тель ных 
под ста но вок.

По ря док при ме не ния под ста но вок, ука зан ный в п. 1, име ет 
боль шое зна че ние для пра виль ной ра бо ты ал го рит ма. Спи сок 
под ста но вок про смат ри ва ет ся, на чи ная с под ста нов ки № 1. Ес ли 
к ис ход ной стро ке при ме нить под ста нов ку № 1 нель зя, то рас смат-
ри ва ет ся под ста нов ка № 2, и т.д. Ес ли и по след няя под ста нов ка 
не при ме ни ма к ис ход ной стро ке, то ал го ритм пре кра ща ет ра бо ту, 
как ука за но в п. 2.

Ес ли нор маль ный ал го ритм, при ме нен ный к не ко то рой ис ход-
ной стро ке, не пре кра ща ет ра бо ту, а ра бо та ет бес ко неч но, то счи-
та ет ся, что он не при ме ним к этой ис ход ной стро ке, по сколь ку не 
вы да ет ре зуль та та.

При мер. Рас смот рим при мер нор маль но го ал го рит ма, ко то рый 
рас по ла га ет бу к вы в ал фа вит ном по ряд ке. Ал фа вит — A = {a, b, c}. 
На бор под ста но вок: 

1. ba → ab.

2. ca → ac.

3. cb → bc.
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При ме ним этот ал го ритм к стро ке «cbabc». В про цес се ра бо ты 
ал го рит ма по сле до ва тель но по лу ча ем  стро ки:

«cbabc»  ис ход ная;
«cabbc»  под ста нов ка 1;
«acbbc»  под ста нов ка 2;
«abcbc»  под ста нов ка 3;
«abbcc»  под ста нов ка 3.
Ре зуль ти рую щая стро ка — «abbcc».

При мер. В ал фа ви те A = {a, b, c, d, e, …, y} к стро ке «abcd» 
спи сок под ста но вок

1. a → c;
2. b → d;
3. cdc → ab

не при ме ним, так как воз ник но ве ние цик ла

 1 2 3
(abcd) → (cbcd) → (cdcd) → (abcd)

при во дит к бес ко неч ной ра бо те ал го рит ма Мар ко ва, ес ли не ука за но, 
ка кая из трех под ста но вок в спи ске яв ля ет ся за клю чи тель ной. 

При мер. Ал фа вит A = {1, 0, ∩, ∪, (,)}. На бор под ста но вок: 

1. 1 ∩ 0 → 0. 6. 1 ∪ 1 → 1.
2. 1 ∩ 1 → 1. 7. 0 ∪ 1 → 1.
3. 0 ∩ 1 → 0. 8. 0 ∪ 0 → 0.
4. 0 ∩ 0 → 0. 9. (1) → 1.
5. 1 ∪ 0 → 1. 10. (0) → 0.

При ме ним нор маль ный ал го ритм к стро ке «(0 ∪ 1) ∩ 1 ∪ 0». 
В про цес се ра бо ты ал го рит ма по сле до ва тель но по лу ча ем стро ки:

«(0 ∪ 1) ∩ 1 ∪ 0» ис ход ная;
«(0 ∪ 1) ∩ 1» под ста нов ка 5;
«(1) ∩ 1»  под ста нов ка 7;
«1 ∩ 1»  под ста нов ка 9;
«1»  под ста нов ка 2.
Ре зуль ти рую щая стро ка — «1».
Мож но по ка зать, что лю бой ал го ритм эк ви ва лен тен не ко то ро-

му нор маль но му ал го рит му. Ина че го во ря, для лю бо го ал го рит ма 
над про из воль ным ко неч ным ал фа ви том A мож но по стро ить нор-
маль ный ал го ритм, пе ре ра ба ты ваю щий стро ки точ но так же, как 
и ис ход ный ал го ритм. 

Та ким об ра зом, мож но сфор му ли ро вать прин цип нор ма ли за ции 

ал го рит ма, ко то рый зву чит так: вся кий ал го ритм в ал фа ви те A 
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эк ви ва лен тен не ко то ро му нор маль но му ал го рит му в ал фа ви те A. Ко-
рот ко фор му ли ру ют так: вся кий ал го ритм в A нор ма ли зу ем. 

Прин цип нор ма ли за ции, с од ной сто ро ны, ут вер жда ет су ще ст-
во ва ние нор маль но го ал го рит ма для ре ше ния ка ж дой за да чи, для 
ко то рой су ще ст ву ет ал го ритм в А. С дру гой сто ро ны, он по зво ля ет 
ут вер ждать, что ес ли для ре ше ния ка кой-ли бо за да чи нор маль ный 
ал го ритм не воз мо жен (его не су ще ст ву ет), то не име ет смыс ла ис кать 
ка кой-ли бо дру гой ал го ритм, т.е. прин цип нор ма ли за ции яв ля ет ся 
сред ст вом ис сле до ва ния во про са ал го рит ми че ской раз ре ши мо сти 

или не раз ре ши мо сти за да чи. 

 Вопросы
1. Что пред став ля ют со бой ал го рит мы Мар ко ва?
2. В ка ком по ряд ке под ста нов ки при ме ня ют ся к ис ход ной строке?
3. В ка ком слу чае счи та ет ся, что под ста нов ка при ме ни ма к ис ход-

ной стро ке?
4. В ка ком слу чае ал го ритм Мар ко ва пре кра ща ет ра бо ту?
5. В ка ком слу чае счи та ет ся, что ал го ритм Мар ко ва не при ме ним 

к ис ход ной стро ке?
6. Сфор му ли руй те прин цип нор ма ли за ции.

 Задания
1. При ме ни те ал го ритм из при ме ра 1 к стро кам «cabcc», «cccba».
2. Для ал фа ви та A = (0, 1, 2, 3) по строй те нор маль ный ал го ритм, 

рас по ла гаю щий циф ры ис ход ной стро ки в по ряд ке убы ва ния. 
3. При ме ни те ал го ритм из при ме ра 3 к стро кам «1 ∪ (0 ∩ 1) ∪ 1», 

«(0 ∩ 1 ∪ 0) ∪ 0 ∩ 1».
4. В ал фа ви те A = {0, 1, ¬, ∩, ∪, (,)} по строй те нор маль ный ал го ритм, 

ко то рый вы чис ля ет зна че ние вы ра же ния ана ло гич но при ме ру 3 
(в вы ра же нии мо жет при сут ст во вать знак «¬» — «не»).

8.3. Ал го рит мы и ре кур сив ные функ ции
Вы чис ли мая функ ция, те зис Чер ча, ба зо вые ре кур сив ные функ-
ции, опе ра то ры по строе ния ре кур сив ных функ ций

Изу чая по ня тие ал го рит ма, ес те ст вен но об ра тить ся к уже 
изу чен но му по ня тию функ ции. Счи та ет ся, что та кие объ ек ты, как 
ре кур сив ные функ ции су ще ст ву ют или не су ще ст ву ют в точ но сти 
то гда же, ко гда и ал го рит мы. 

Тео ре ти ко-мно же ст вен ное оп ре де ле ние функ ции зву чит так: 
функ ци ей y = f(x) на зы ва ет ся  ото бра же ние мно же ст ва X во 
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мно же ст во Y, ко то рое ка ж до му эле мен ту x ∈ X ста вит в со от вет ст вие 
в точ но сти один эле мент y ∈ Y. Ал го ритм мож но счи тать конст рук-
тив ным пра ви лом, ста вя щим в со от вет ст вие ка ж до му до пус ти мо му 
зна че нию не за ви си мо го пе ре мен но го зна че ние функ ции, т.е. пра ви-
лом, ин ду ци рую щим функ цию. Не для вся кой функ ции су ще ст ву ет 
ал го ритм, вы чис ляю щий ее зна че ние. 

 Определение
 Функ ция, для ко то рой су ще ст ву ет ка кой-ли бо кон ст рук тив-
ный спо соб по лу че ния ее зна че ния по зна че ни ям ар гу мен та 
за ко неч ное чис ло ша гов, на зы ва ет ся вы чис ли мой. 

Оче вид но, что функ ции, ин ду ци руе мые ал го рит ма ми, вы чис ли-
мы. В не ко то рых во про сах вме сто рас смот ре ния ал го рит мов мож но 
обой тись изу че ни ем вы чис ли мых функ ций, на при мер, ес ли бу дет 
до ка за но, что для ре ше ния не ко то рой про бле мы не су ще ст ву ет 
вы чис ли мой функ ции, то тем са мым бу дет до ка за но и несу щест-
во ва ние ал го рит ма. Изу чая раз лич ные вы чис ли мые функ ции, 
А. Черч в 1936 г. вы ска зал ут вер жде ние, из вест ное те перь как 
те зис Чер ча. 

Те зис Чер ча: Вся кая вы чис ли мая функ ция от n на ту раль ных 
ар гу мен тов, при ни маю щая на ту раль ные зна че ния, то ж де ст вен но 
рав на не ко то рой ре кур сив ной функ ции с тем же чис лом не за ви си-
мых пе ре мен ных.

 Те зис Чер ча со пос тав ля ет ин туи тив ное по ня тие вы чис ли мой 
функ ции с точ ным ма те ма ти че ским по ня ти ем ре кур сив ной функ-
ции. Ут вер жда ет ся, что ка ков бы ни был ал го ритм, опе ри рую щий 
це лы ми не от ри ца тель ны ми чис ла ми, су ще ст ву ет ал го ритм, со-
пут ст вую щий ре кур сив ной функ ции, ко то рый ему эк ви ва лен тен. 
Ал го рит мом, со пут ст вую щим ре кур сив ной функ ции, на зы ва ет ся 
ал го ритм вы чис ле ния ее зна че ния (т.е. яв ляю щий ся за ко ном за да-
ния ре кур сив ной функ ции). Рас смот рим фор маль ное оп ре де ле ние 
клас са ре кур сив ных функ ций.

Ре кур сив ной яв ля ет ся функ ция, ис поль зую щая са му се бя 
в сво ем оп ре де ле нии. Ре кур сии мы встре ча ем как в ма те ма ти ке, 
так и в по все днев ной жиз ни. На при мер, ре кур сив ное оп ре де ле ние 
 стро ки мож но сфор му ли ро вать так: «Стро кой на зы ва ет ся ли бо  пус-
тая стро ка, ли бо стро ка, к ко то рой при пи са на бу к ва». 

Вто рой при мер ре кур сии — ме тод ма те ма ти че ской ин дук ции 
для до ка за тельств. Этот ме тод со сто ит в сле дую щем:

1) Про ве ря ем ис тин ность ут вер жде ния для x
0
.

2) Пред по ла га ем, что оно ис тин но для x
i
.
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3) Ес ли, ис поль зуя 2), уда ет ся до ка зать, что ут вер жде ние ис-
тин но для x

i + 1
, то мо жем сде лать вы вод об ис тин но сти это го утверж-

де ния для x
i 
при лю бом i ∈ N.

Класс ре кур сив ных функ ций стро ит ся пу тем ука за ния не ко то-
ро го чис ла эле мен тар ных (ба зо вых) функ ций и трех опе ра ций над 
функ ция ми, при ме не ние ко то рых и по ро ж да ет весь класс.

 Определение
Сле дую щие функ ции объ яв ля ют ся эле мен тар ны ми или ба-

зо выми функ ция ми, и их об ласть оп ре де ле ния, и об ласть 
зна че ний за да ют ся из рас ши рен но го на ту раль но го ря да 
N

0
 = N ∪ {0}: 

1) Функ ции лю бо го чис ла пе ре мен ных O
n
(x

1
, …, x

n
), то ж де ст-

вен но рав ные ну лю, где n — чис ло пе ре мен ных: 

O
n
(x

1
, …, x

n
) = 0, ∀x

i
.

2) Функ ции вы бо ра V
n, i

(x
1
, …, x

n
) или се лек тор ные функ ции, 

где n — чис ло пе ре мен ных, i — но мер пе ре мен но го в спи ске 
пе ре мен ных функ ции, зна че ние ко то ро го при ни ма ет селек-
торная  функ ция: V

n, i
(x

1
, …, x

n
) = x

i
.

3) Функ ция сле до ва ния, обо зна чаю щая ся че рез λ(x) = x + 1. 
Зна че ни ем функ ции яв ля ет ся чис ло, не по сред ст вен но сле дую-
щее за x.

Ниж ний ин декс око ло зна ка функ ции обо зна ча ет ранг функ-

ции — ко ли че ст во пе ре мен ных этой функ ции. На при мер, функ ция 
F

n
 за ви сит от n пе ре мен ных. Ниж ний ин декс око ло обо зна че ния 

пе ре мен ной оз на ча ет по ряд ко вый но мер этой пе ре мен ной в спи ске 
пе ре мен ных функ ции. 

Для ка ж дой ба зо вой функ ции су ще ст ву ет про стой ал го ритм, 
вы чис ляю щий ее зна че ние. Он на зы ва ет ся со пут ст вую щим ал го-

рит мом этой функ ции. 
Пе ре чис лим  опе ра то ры, с по мо щью ко то рых из ре кур сив ных 

функ ций мож но по лу чать но вые ре кур сив ные функ ции.
 Опе ра тор под ста нов ки ( су пер по зи ции) S по ро ж да ет функ цию 

Φ
m

 от m ар гу мен тов (x
1
, …, x

m
) по функ ци ям F

n
 от n ар гу мен тов 

f
1
, …, f

n
. Функ ция Ф

m
 оп ре де ля ет ся ус ло ви ем Φ

m
 = F

n
(f

1
, …, f

n
). Опе ра-

тор под ста нов ки вы чис ля ет зна че ния функ ций f
1
, …, f

n
, за ви ся щих 

от m ар гу мен тов, и при ни ма ет их за зна че ния со от вет ст вую щих 
этим функ ци ям ар гу мен тов функ ции F

n
, по сле че го вы чис ля ет 

зна че ние функ ции F
n
. Ре зуль тат счи та ет ся зна че ни ем функ ции 

Φ
m

 и обо зна ча ет ся 
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Φ
m

 = S(F
n
, f

1
, f

2
, …, f

n
).

 Опе ра тор при ми тив ной  ре кур сии R по двум функ ци ям 
ϕ

n – 1
 и Ψ

n + 1
 стро ит функ цию n не за ви си мых пе ре мен ных Φ

n
 =

= R(ϕ
n – 1

, Ψ
n + 1

):

Φ
n
(x

1
, …, x

n – 1
, 0) = ϕ

n – 1
(x

1
, …, x

n – 1
); 

Φ
n
(x

1
, …, x

n – 1
, i + 1) = Ψ

n + 1
(x

1
, …, x

n – 1
, i, Φ

n
(x

1
, …, x

n – 1
, i)),

где i = 0, 1, …, x
n – 1

.
Опе ра тор  ми ни ми за ции µ: ϕ

n + 1
 → Ф

n
 по за дан ной функ ции 

ϕ
n + 1

(x
1
, …, x

n
, x

n + 1
) стро ит «ми ни ми зи ро ван ную» функ цию Ф

n
 от 

мень ше го чис ла ар гу мен тов по сле дую ще му пра ви лу. Ар гу мен ту 
x

n + 1
 функ ции ϕ

n + 1
(x

1
, …, x

n
, x

n + 1
) при да ют по сле до ва тель но зна че-

ния 0, 1, 2 и т.д. до тех пор, по ка  функ ция ϕ
n + 1

 не ста нет пер вый 
раз рав ной ну лю. По лу чен ное зна че ние x

n + 1
 при ни ма ют за зна че ние 

ре зуль ти рую щей функ ции: 

Φ
n
(x

1
, …, x

n
) = x

n + 1
, ес ли ϕ

n + 1
(x

1
, …, x

n
, x

n + 1
) = 0.

Ес ли до окон ча ния про цес са на ка ком-ни будь ша ге ϕ
n + 1

 ста нет 
не оп ре де лен ной, то про цесс без ре зуль тат но об ры ва ет ся.

Ре кур сив ны ми на зы ва ют ся ба зо вые функ ции и функ ции, по лу-
чае мые пу тем при ме не ния к ба зо вым функ ци ям ко неч но го чис ла 
опе ра то ров под ста нов ки, ре кур сии и ми ни ми за ции. Как уже упо-
ми на лось, ка ков бы ни был ал го ритм, опе ри рую щий це лы ми не от-
ри ца тель ны ми чис ла ми, су ще ст ву ет эк ви ва лент ный ему ал го ритм, 
со пут ст вую щий не ко то рой ре кур сив ной функ ции. Это оз на ча ет, что 
вы пол не ние ал го рит ма в оп ре де лен ном смыс ле эк ви ва лент но вы-
чис ле нию зна че ния ре кур сив ной функ ции. 

Рас смот рим про стей шие ре кур сив ные функ ции. 
Функ ция F(x) = x + 1 сов па да ет с ба зо вой функ ци ей λ(x), а зна-

чит яв ля ет ся ре кур сив ной.
Функ ция F(x, y) = x + y так же яв ля ет ся ре кур сив ной. До ка-

жем это.
1) По стро им ре кур сив ную функ цию f(x, y, z) = z + 1, при ме-

нив опе ра тор под ста нов ки к ба зо вым функ ци ям V
3,3

(x, y, z) = z 
и λ(z) = z + 1. Под ста вим λ(z) вме сто z. По лу чен ная функ ция 
V

3,3
(x, y, λ(z)) = z + 1 эк ви ва лент на функ ции f(x, y, z) = z + 1.
2) При ме ним опе ра тор  ре кур сии к функ ци ям V

1,1
(x) = x 

и f(x, y, z) = z + 1. 
По ло жив в оп ре де ле нии опе ра то ра ре кур сии Φ

2
(x

1
, x

2
) =

= F(x
1
, x

2
), x

1
 = x, x

2
 = y, x

3
 = z, Ψ

2 + 1
(x, y, z) = f(x, y, z), Φ

2
(x, 0) =

= F(x, 0) = V
1,1

(x) = x, по лу ча ем по сле до ва тель но:
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F(x, 0) = V
1,1

(x) = x

F(x, 0) = f(x, 0, F(x, 0)) = f(x, 0, x) = x + 1

F(x, 2) = f(x, 1, F(x, 1)) = f(x, 1, x + 1) = x + 2
…

F(x, y) = f(x, y – 1, F(x, y – 1)) = F(x, y – 1) + 1 =

= x + (y – 1) + 1 = x + y.

Ис ко мая  функ ция F(x, y) = x + y пред став ле на с по мо щью 
 опе ра то ра  ре кур сии R че рез ба зо вые функ ции: F(x, y) = R(V

1, 1
(x), 

f(x, y, z)). Ана ло гич но до ка зы ва ет ся, что F(x, y) = x ⋅ y так же пред-
ста ви ма в ви де ре кур сив ной функ ции. 

За ме тим, что ал го ритм, со пут ст вую щий ре кур сив ной функ-
ции, не яв ля ет ся един ст вен ным. Так, в при ме ре 1 на пер вом ша ге 
вы чис ле ния функ ции F(x, y) = x + y мож но по стро ить функ цию f 
как f(x, y, z) = λ( V

3,3
(x, y, z)) = z + 1. 

Со глас но те зи су Чер ча, для лю бой вы чис ли мой функ ции мож-
но по стро ить эк ви ва лент ную ей ре кур сив ную функ цию. Ес ли для 
ре ше ния ка кой-ли бо за да чи мож но по стро ить ре кур сив ную функ-
цию, то су ще ст ву ет и ал го ритм, ре шаю щий эту за да чу. В про тив ном 
слу чае не су ще ст ву ет и ал го рит ма, ре шаю ще го эту за да чу. 

 Вопросы

1. Дай те оп ре де ле ние вы чис ли мой функ ции.

2. При ве ди те при ме ры ре кур сии.

3. Лю бая ли вы чис ли мая функ ция мо жет быть пред став ле на в ре-
кур сив ном ви де?

4. Для че го в тео рии ал го рит мов при ме ня ют ся ре кур сив ные 
 функции?

5. По стро ить ал го ритм вы чис ле ния функ ции F(x, y) = x ⋅ y че рез 
ба зо вые функ ции и опе ра то ры.

8.5. При ме ры по строе ния ал го рит мов
Пра виль ный ал го ритм, ал го ритм сор ти ров ки встав ка ми, 
ал го ритм сор ти ров ки слия ни ем, прин цип «раз де ляй и вла ст вуй»

В про грам ми ро ва нии ал го ритм — это фор маль но опи сан-
ная вы чис ли тель ная про це ду ра, ис поль зую щая ис ход ные дан ные, 
на зы вае мые так же вхо дом ал го рит ма или его ар гу мен том, 
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и вы даю щая ре зуль тат вы чис ле ний на вы ход. Фор му ли ров ка за да-
чи со дер жит тре бо ва ния, ко то рым долж но удов ле тво рять ре ше ние 
за да чи, а ал го ритм, ре шаю щий эту за да чу, на хо дит объ ект, удовлет-
во ряю щий этим тре бо ва ни ям.

По строе ние ал го рит мов рас смот рим на при ме ре за да чи сор ти-
ров ки: 

Вход: По сле до ва тель ность n чи сел (a
1
, a

2
, …, a

n
).

Вы ход: Пе ре ста нов ка a′
1
, a′

2
, …, a′

n
 ис ход ной по сле до ва тель нос-

ти, для ко то рой a′
1
 ≤ a′

2
 ≤ … ≤ a′

n
.

На при мер, по лу чив на вход (31, 41, 59, 26, 41, 58), ал го ритм 
сор ти ров ки дол жен вы дать на вы ход (26, 31, 41, 41, 58, 59).

Мно гие ал го рит мы ис поль зу ют сор ти ров ку в ка че ст ве про ме-
жу точ но го ша га. Име ет ся мно го раз ных ал го рит мов сор ти ров ки; 
вы бор од но го из них в кон крет ной си туа ции за ви сит от дли ны сор-
ти руе мой по сле до ва тель но сти, от то го, в ка кой сте пе ни она уже 
от сор ти ро ва на, а так же от ти па имею щей ся па мя ти.

 Определение
Ал го ритм счи та ют пра виль ным, ес ли на лю бом до пус ти мом 
(для дан ной за да чи) вхо де он за кан чи ва ет ра бо ту и вы да ет 
ре зуль тат, удов ле тво ряю щий тре бо ва ни ям за да чи. В этом 
слу чае го во рят, что ал го ритм ре ша ет дан ную вы чис ли тель-
ную за да чу. 

Не пра виль ный ал го ритм мо жет (для не ко то ро го вхо да) во все 
не ос та но вить ся или дать не пра виль ный ре зуль тат. Впро чем, не пра-
виль ный ал го ритм мо жет быть по ле зен, ес ли ошиб ки дос та точ но 
ред ки. Но это все же, ско рее, ис клю че ние, чем пра ви ло.

Ал го ритм мо жет быть за пи сан на рус ском, анг лий ском или 
лю бом ес те ст вен ном язы ке в ви де ком пь ю тер ной про грам мы или 
да же в ма шин ных ко дах. Важ но толь ко, что бы про це ду ра вы чис-
ле ний име ла точ ное опи са ние, не до пус каю щее дву смыс лен ных 
тол ко ва ний на ка ж дом ша ге.

В на ших при ме рах бу дем за пи сы вать ал го рит мы с по мо щью 
псев до ко да, на по ми наю ще го язы ки про грам ми ро ва ния. Здесь 
ино гда по зво ли тель но опи сы вать дей ст вия ал го рит ма «свои ми 
сло ва ми», ес ли так по лу ча ет ся по нят нее. Кро ме то го, опус ка ют ся 
тех но ло ги че ские под роб но сти (об ра бот ка оши бок и др.), ко то рые 
не об хо ди мы в ре аль ной про грам ме.

Пе ре чис лим ос нов ные со гла ше ния, ко то рые ис поль зу ют ся 
в псев до ко де:
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1. Знак «←» оз на ча ет при сваи ва ние зна че ния.
2. Цик лы while, for, re peat и ус лов ные кон ст рук ции if, then, 

else име ют тот же смысл, что и в Pascal.
3. Ин декс мас си ва пи шет ся в квад рат ных скоб ках; A[i] есть i-й 

эле мент мас си ва A. Знак «..» вы де ля ет часть мас си ва. Символ A[1..j] 
обо зна ча ет уча сток мас си ва A, вклю чаю щий A[1], A[1], …, A[j]. 

4. От ступ от ле во го по ля ука зы ва ет на уро вень вло жен но сти. 
При ве дем при мер за пи си про це ду ры:

PRO CE DURE 1 (X, n, s, k) 
1. s ← 0
2. k ← 0
3. for i ← 1 to n do
4. s ← s + X[i] 
5. if s = 0 then
6. k ← i
7. x ← k + 1.

Те ло цик ла for (стро ка 3) со сто ит из строк 4–6, а к ус ло вию 
if (стро ка 5) от но сит ся толь ко стро ка 6, но не 7. Это де ла ет из лиш-
ним спе ци аль ные ко ман ды ти па be gin и end для на ча ла и кон ца 
бло ка. (В ре аль ных язы ках про грам ми ро ва ния та кое со гла ше ние 
при ме ня ет ся ред ко, по сколь ку за труд ня ет чте ние про грамм, пе ре-
хо дя щих со стра ни цы на стра ни цу.)

5. Пе ре мен ные (в на шем при ме ре — i) ло каль ны внут ри про-
це ду ры.

6. Сим вол ◊ на чи на ет ком мен та рий, иду щий до кон ца стро ки.

Сор ти ров ка встав ка ми

 Сор ти ров ка встав ка ми удоб на для сор ти ров ки ко рот ких по сле-
до ва тель но стей. Имен но та ким спо со бом обыч но сор ти ру ют кар ты: 
дер жа в ле вой ру ке уже упо ря до чен ные кар ты и взяв пра вой ру-
кой оче ред ную кар ту, мы встав ля ем ее в нуж ное ме сто, срав ни вая 
с имею щи ми ся и идя спра ва на ле во.

За пи шем этот ал го ритм в ви де про це ду ры IN SER TION-SORT, па ра мет-
ром ко то рой яв ля ет ся мас сив A[1..n] (по сле до ва тель ность дли ны n, 
под ле жа щая сор ти ров ке). Обо зна чим чис ло эле мен тов в мас си ве A 
че рез length[A]. По сле до ва тель ность сор ти ру ет ся «на мес те»  без 
до пол ни тель ной па мя ти: по ми мо мас си ва мы ис поль зу ем лишь 
фик си ро ван ное чис ло яче ек па мя ти. По сле вы пол не ния про це ду-
ры IN SER TION-SORT мас сив A упо ря до чен по воз рас та нию.
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IN SER TION-SORT (A)
1 for j ← 2 to length [A] do
2   key ← A[j] 
3   ◊ до ба вить A[j] к от сор ти ро ван ной час ти A[1…j – 1]
4   i ← j – 1
5   while i > 0 and A[i] > key do
6   A[i + 1] ← A[i] 
7   i ← i – 1
8   A[i + 1] ← key.

На рис. 8.1 по ка за на ра бо та ал го рит ма при A = {5, 2, 4, 6, 1, 3,}, 
n = 6, ин декс j ука зы ва ет оче ред ную кар ту (толь ко что взя тую со 
сто ла). Уча сток A[1…j – 1] со став ля ют уже от сор ти ро ван ные кар-
ты (ле вая ру ка), A[j + 1…n] — еще не про смот рен ные. В цик ле for 
ин декс j про бе га ет мас сив сле ва на пра во. Мы бе рем эле мент A[j] 
(стро ка 2 ал го рит ма) и сдви га ем иду щие пе ред ним и боль ше его 
по ве ли чи не эле мен ты (на чи ная с (j – 1)-го) впра во, ос во бо ж дая 
ме сто для взя то го эле мен та (стро ки 4–7). В стро ке 8 эле мент A[j] 
по ме ща ет ся на ос во бо ж ден ное ме сто.

5 2 4 6 1 3

2 5 4 6 1 3

2 4 5 6 1 3

2 4 5 6 1 3

1 2 4 5 6 3

1 2 3 4             5 6 

Рис. 8.1. Ра бо та про це ду ры IN SER TION-SORT

Ис ход ная стро ка — A = {5, 2, 4, 6, 1, 3, }. По зи ция j по ка за на круж ком

 Сор ти ров ка слия ни ем. 
Прин цип «раз де ляй и вла ст вуй»

Есть мно го стан дарт ных прие мов, ис поль зуе мых при по строе-
нии ал го рит мов.  Сор ти ров ка встав ка ми яв ля ет ся при ме ром ал го-
рит ма, дей ст вую ще го по ша гам: к от сор ти ро ван ной час ти мас си ва 
до бав ля ют ся эле мен ты один за дру гим. По ка жем в дей ст вии дру гой 
под ход, ко то рый на зы ва ют «раз де ляй и вла ст вуй», и по стро им с его 
по мо щью зна чи тель но бо лее бы ст рый ал го ритм сор ти ров ки.

Мно гие ал го рит мы по при ро де сво ей ре кур сив ны: ре шая не ко-
то рую за да чу, они вы зы ва ют са мих се бя для ре ше ния ее под за дач. 
Идея ме то да «раз де ляй и вла ст вуй» со сто ит как раз в этом. Сна ча ла 
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за да ча раз би ва ет ся на не сколь ко под за дач мень ше го раз ме ра. За тем 
эти за да чи ре ша ют ся (с по мо щью ре кур сив но го вы зо ва — или не по-
сред ст вен но, ес ли раз мер дос та точ но мал). На ко нец, их ре ше ния 
ком би ни ру ют ся, и по лу ча ет ся ре ше ние ис ход ной за да чи.

Для за да чи сор ти ров ки эти три эта па вы гля дят так. Сна ча ла 
мас сив раз би ва ет ся на две по ло ви ны мень ше го раз ме ра. За тем 
ка ж дая из по ло вин сор ти ру ет ся от дель но. По сле это го ос та ет ся со-
еди нить два упо ря до чен ных мас си ва по ло вин но го раз ме ра в один. 
Ре кур сив ное раз бие ние за да чи на мень шие про ис хо дит до тех пор, 
по ка раз мер мас си ва не дой дет до еди ни цы (лю бой мас сив дли ны 1 
мож но счи тать упо ря до чен ным).

Со еди не ние двух упо ря до чен ных мас си вов в один вы пол ня ет ся 
с по мо щью вспо мо га тель ной про це ду ры MERGE (A, p, q, r). Па ра мет-
ра ми этой про це ду ры яв ля ют ся мас сив A и чис ла p, q, r, ука зы ваю-
щие гра ни цы сли вае мых уча ст ков. Про це ду ра пред по ла га ет, что 
p ≤ q ≤ r и что уча ст ки A[p..q] и A[q + 1..r] уже от сор ти ро ва ны, 
и сли ва ет их в один уча сток A[p..r].

Те перь со ста вим про це ду ру сор ти ров ки слия ни ем MERGE-SORT 
(A, p, r), ко то рая сор ти ру ет уча сток A[p..r] мас си ва A, не ме няя 
ос таль ную часть мас си ва. При p ≥ r уча сток со дер жит мак си мум 
один эле мент и тем са мым уже от сор ти ро ван. В про тив ном слу-
чае мы оты ски ва ем чис ло q

1
, ко то рое де лит уча сток [p – r] с чис-

лом эле мен тов n = r – p + 1 на две при мер но рав ные час ти A[p..q] 
(со дер жит [n/2] эле мен тов) и A[q + 1..r] (со дер жит [n/2] эле мен тов). 
Здесь че рез ⎣x⎦ мы обо зна ча ем це лую часть x (наи боль шее це лое 
чис ло, мень шее или рав ное x), а че рез ⎡x⎤ — наи мень шее це лое 
чис ло, боль шее или рав ное x. 

MERGE-SORT (A, p, r) 
1 if p < r then
2 q ← ⎣(p + r)/2⎦
3 MERGE-SORT (A, p, q) 
4 MERGE-SORT (A, q + 1, r) 
5 MERGE (A, p, q, r).

Весь мас сив те перь мож но от сор ти ро вать с по мо щью вы зо ва 
MERGE-SORT (A, 1, lenght[A]). Ес ли дли на мас си ва n = lenght[A] есть 
сте пень двой ки, то в про цес се сор ти ров ки про изой дет слия ние пар 
эле мен тов в от сор ти ро ван ные уча ст ки дли ны 2, за тем слия ние пар 
та ких уча ст ков в от сор ти ро ван ные уча ст ки дли ны 4 и так да лее 
до n (на по след нем ша ге со еди ня ют ся два от сор ти ро ван ных уча стка 
дли ны n/2). Этот про цесс по ка зан на рис. 8.2.
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Отсортированная последовательность

1 2 2 3 4 5 6 6

2 4 5 6 1 2 3 6

Сортировка
слияние

Сортировка
слияние

Сортировка
слияние Слияние Слияние Слияние

Сортировка
слияние

2 5 4 6 1 3 2 6

5 2 4 6 1 3 2 6

исходная    последовательность

Рис. 8.2. Сор ти ров ка слия ни ем для мас си ва A = {5, 2, 4, 6, 1, 3, 2,6}

 Вопросы
1. Что на зы ва ет ся ал го рит мом в про грам ми ро ва нии?
2. Ка кой ал го ритм мож но счи тать пра виль ным?
3. За пи ши те ал го рит мы сор ти ров ки встав ка ми и слия ни ем, объ яс-

ни те прин ци пы их ра бо ты.

 Задания
1. Сле дуя об раз цу (рис. 8.1), по ка жи те, как ра бо та ет IN SER TION-SORT 

на вхо де A = (31, 41, 59, 26, 58).
2. Из ме ни те про це ду ру IN SER TION-SORT так, что бы она сор ти ро ва ла 

чис ла в не воз рас таю щем по ряд ке (вме сто не убы ваю ще го).
3. Рас смот рим сле дую щую за да чу по ис ка:
 Вход: По сле до ва тель ность n чи сел A = {a

1
, a

2
, …, a

n
} и чис ло ν.

 Вы ход: Ин декс i, для ко то ро го ν = A[i], или спе ци аль ное зна че ние 
NIL, ес ли ν не встре ча ет ся в A. На пи ши те ал го ритм ли ней но го 
по ис ка, ко то рый по сле до ва тель но про смат ри ва ет A в по ис ках ν.

4. Сле дуя об раз цу (рис. 8.2), по ка жи те ра бо ту сор ти ров ки слия ни-
ем для мас си ва A = (3, 41, 52, 26, 38, 57, 9, 49).

5. На пи ши те текст про це ду ры MERGE (A, p, q, r).

8.6. Слож ность ал го рит мов
Слож ность опи са ния и вы чис ле ния ал го рит ма, раз мер за да чи, 
вре мен ная слож ность, ем ко ст ная слож ность, по ря док 
слож но сти, ана лиз слож но сти ал го рит мов сор ти ров ки

Рас смат ри вая раз лич ные ал го рит мы ре ше ния од ной и той 
же за да чи, сле ду ет про ана ли зи ро вать, сколь ко вы чис ли тель ных 
ре сур сов они тре бу ют, и вы брать наи бо лее эф фек тив ный ал го ритм. 
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Ко неч но, эф фек тив ность за ви сит от вы бо ра вы чис ли тель ной мо де-
ли. В на ших при ме рах рас смат ри ва ет ся од но про цес сор ная ма ши на 
с про из воль ным дос ту пом (ran dom-ac cess ma chine, RAM), не пре ду-
смат ри ваю щая па рал лель но го вы пол не ния опе ра ций. 

Раз ли ча ют слож ность са мо го ал го рит ма и слож ность его опи-
са ния (реа ли за ции). 

 Определение
Слож ность опи са ния ал го рит ма — это ве ли чи на, ха рак те ри-
зую щая дли ну опи са ния ал го рит ма. Слож ность ал го рит ма 

(слож ность вы чис ле ния ал го рит ма) — это  функ ция, даю щая 
чи сло вую оцен ку дли тель но сти ра бо ты ал го рит ма с мо мен та 
по сту п ле ния на его вход на чаль ных дан ных до мо мен та по-
лу че ния ал го рит мом вы ход ных дан ных.

Для оцен ки слож но сти ал го рит мов су ще ст ву ет мно го кри те-
риев. Ча ще все го рас смат ри ва ет ся оцен ка вре ме ни пол но го ре ше-
ния за да чи и рост ем ко сти па мя ти при уве ли че нии объ е ма вход ных 
дан ных. 

 Определение
Раз ме ром за да чи на зы ва ет ся чис ло, ко то рое вы ра жа ет ме-
ру ко ли че ст ва вход ных дан ных. На при мер, раз ме ром за да чи 
ум но же ния мат риц мо жет быть наи боль ший раз мер мат риц-
со мно жи те лей. Раз ме ром за да чи на гра фе мо жет быть чис ло 
ре бер дан но го гра фа.

Вре мя, за тра чи вае мое ал го рит мом, как функ ция раз ме ра за да-
чи, на зы ва ет ся вре мен ной слож но стью это го ал го рит ма. 

Объ ем па мя ти, ис поль зуе мый ал го рит мом, как функ ция раз ме-
ра за да чи, на зы ва ет ся ем ко ст ной слож но стью это го ал го рит ма. 

При за дан ных ог ра ни че ни ях па мя ти и ско ро сти ком пь ю те ра 
слож ность ал го рит ма оп ре де ля ет в ито ге раз мер за дач, ко то рые 
мож но ре шить этим ал го рит мом. Рас смот рим вре мен ную слож ность 
на при ме ре ал го рит мов сор ти ров ки. 

Ана лиз сор ти ров ки встав ка ми
Вре мя сор ти ров ки встав ка ми за ви сит от раз ме ра сор ти руе мо го 

мас си ва: чем боль ше мас сив, тем боль ше тре бу ет ся вре ме ни. Обыч но 
изу ча ет ся функ цио наль ная оцен ка рос та вре ме ни ра бо ты ал го рит ма 
от рос та раз ме ра вхо да. Впро чем, для ал го рит ма сор ти ров ки встав-
ка ми ва жен не толь ко раз мер мас си ва, но и по ря док его эле мен тов: 
ес ли мас сив поч ти упо ря до чен, то вре ме ни тре бу ет ся мень ше.
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Как из ме рить раз мер вхо да? Это за ви сит от кон крет ной за да-
чи. В од них слу ча ях раз ме ром ра зум но счи тать чис ло эле мен тов на 
вхо де (как в за да че сор ти ров ки). В дру гих — бо лее ес те ст вен но счи-
тать раз ме ром об щее чис ло би тов, не об хо ди мое для пред став ле ния 
всех вход ных дан ных. Ино гда раз мер вхо да из ме ря ет ся не од ним 
чис лом, а не сколь ки ми (на при мер, чис ло вер шин и чис ло ре бер 
гра фа).

Вре мя ра бо ты ал го рит ма вы ра зим че рез чис ло эле мен тар ных 
ша гов, ко то рые вы пол ня ет этот ал го ритм в хо де ра бо ты. Во прос 
толь ко в том, что счи тать эле мен тар ным ша гом. Бу дем пред по ла-
гать, что од на стро ка псев до ко да тре бу ет впол не оп ре де лен но го 
фик си ро ван но го чис ла опе ра ций (ес ли толь ко это не сло вес ное 
опи са ние ка ких-то слож ных дей ст вий). Бу дем раз ли чать так же 
вы зов про це ду ры (на ко то рый ухо дит фик си ро ван ное чис ло опе ра-
ций) и ее ис пол не ние, ко то рое мо жет быть дол гим.

Вер нем ся к про це ду ре ал го рит ма IN SER TION-SORT и от ме тим 
око ло ка ж дой стро ки ее стои мость (чис ло опе ра ций) и чис ло раз, 
ко то рое эта стро ка ис пол ня ет ся. Для ка ж до го j от 2 до n (здесь 
n = lenght[A] — раз мер мас си ва) под счи та ем, сколь ко раз бу дет 
ис пол не на стро ка 5, и обо зна чим это чис ло че рез t

i.
 За ме тим, что 

стро ки внут ри цик ла вы пол ня ют ся на один раз мень ше, чем про-
вер ка, по сколь ку по след няя про вер ка вы хо дит из цик ла.

 In ser tion-SORT (A) стои мость чис ло раз

1. for j ← 2 to lenght[A] do c
1
 n 

2.  key ← A[j] c
2
 n – 1

3.  ◊ до ба вить A[j]  0 n – 1
  к от сор ти ро ван ной час ти A[1..j – 1].
4.  i ← j – 1 c

4
 n – 1

5.  while i > 0 and A[i] > key do c
5
 ∑

=

n

j

jt
2

6.   A[i + 1] ← A[i] c
6
 ( )∑

=

−
n

j

jt
2

1

7.   i ← i – 1 c
7
 ( )∑

=

−
n

j

jt
2

1

8.  A[i + 1] ← key c
8
 n – 1.

Стро ка стои мо стью c, по вто рен ная m раз, да ет вклад cm в об-
щее чис ло опе ра ций (для ко ли че ст ва ис поль зо ван ной па мя ти это го 
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ска зать, во об ще го во ря, нель зя). Сло жив вкла ды всех строк, по лу-
чим вы ра же ние, оп ре де ляю щее вре мен ную слож ность про це ду ры 
IN SER TION-SORT — T(n):
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Вре мя ра бо ты ал го рит ма за ви сит не толь ко от n, но и от то го, 
ка кой имен но мас сив раз ме ра n по дан на вход. Наи бо лее бла го прия-
тен слу чай, ко гда мас сив уже от сор ти ро ван. То гда цикл в стро ке 5 
за вер ша ет ся по сле пер вой же про вер ки (по сколь ку A[i] ≤ key при 
i = j – 1), так что все t
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Та ким об ра зом, в наи бо лее бла го при ят ном слу чае вре мя T(n), 
не об хо ди мое для сор ти ров ки мас си ва раз ме ра n, яв ля ет ся ли ней-
ной функ ци ей от n, т.е. име ет вид T(n) = an + b для не ко то рых 
кон стант a и b (эти кон стан ты оп ре де ля ют ся вы бран ны ми зна че-
ния ми c

1
, …, c

8
). 

Ес ли же мас сив рас по ло жен в об рат ном (убы ваю щем) по ряд ке, 
то вре мя ра бо ты про це ду ры бу дет мак си маль ным, ка ж дый эле мент 
A[j] при дет ся срав нить со все ми эле мен та ми A[1], …, A[j – 1]. При 
этом t
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 Те перь  функ ция T(n) — квад ра тич ная, т.е. име ет вид T(n) =
= an2 + bn + c, где кон стан ты a, b и c оп ре де ля ют ся зна че ния ми 
c

1
, …, c

8
.

Этот при мер по ка зы ва ет, что вре ме на ра бо ты ал го рит ма в худ-
шем и луч шем слу чаях мо гут силь но раз ли чать ся. Для по лу че ния 
га ран ти ро ван ных ра мок оце ни ва ет ся мак си маль ное вре мя ра бо ты 
для вхо дов за дан но го раз ме ра. 

В не ко то рых слу ча ях нас бу дет ин те ре со вать так же сред нее 
вре мя ра бо ты ал го рит ма на вхо дах дан ной дли ны. Ко неч но, эта 
ве ли чи на за ви сит от вы бран но го рас пре де ле ния ве ро ят но стей, 
и на прак ти ке ре аль ное рас пре де ле ние вхо дов мо жет от ли чать ся 
от пред по ла гае мо го, ко то рое обыч но счи та ют рав но мер ным. Иног-
да рав но мер ное рас пре де ле ние мо де ли ру ют, ис поль зуя дат чик 
слу чай ных чи сел.

Наш ана лиз вре ме ни ра бо ты про це ду ры IN SER TION-SORT был 
ос но ван на не сколь ких уп ро щаю щих пред по ло же ни ях. Сна ча ла 
мы пред по ло жи ли, что вре мя вы пол не ния i-й стро ки по сто ян но 
и рав но c

1
. За тем мы ог ру би ли оцен ку до an2 + bn + c. Далее бу-

дем учи ты вать толь ко по ря док ве ли чин. Вре мя ра бо ты в худ шем 
слу чае име ет по ря док рос та n2 (мы от бро си ли чле ны мень ших по-
ряд ков и ко эф фи ци ент при n2). Это за пи сы ва ют так: T(n) = Θ(n2). 
В этом слу чае го во рят, что вре мен ная слож ность ал го рит ма — по-
ряд ка n2.

 Ал го ритм с мень шим по ряд ком вре мен ной слож но сти пред-
поч ти тель нее: ес ли, ска жем, один ал го ритм име ет вре мя ра бо ты 
Θ(n2), а дру гой — Θ(n3), то пер вый бо лее эф фек ти вен, по край ней 
ме ре, для боль ших n. 

Ана лиз сор ти ров ки слия ни ем

Вре мя ра бо ты про це ду ры сли яния MERGE (A, p, q, r) есть 
Θ(n), где n — об щая дли на сли вае мых уча ст ков (n = r – p + 1). 
Это лег ко объ яс нить на кар тах. Пусть мы име ем две стоп ки карт 
(ру баш кой вниз), и в ка ж дой стоп ке кар ты идут свер ху вниз в воз-
рас таю щем по ряд ке. Как сде лать из них од ну стоп ку? На ка ж дом 
ша ге мы бе рем мень шую из двух верх них карт и кла дем ее (ру-
баш кой вверх) в ре зуль ти рую щую стоп ку. Ко гда од на из ис ход ных 
сто пок ста но вит ся пус той, мы до бав ля ем все ос тав шие ся кар ты 
вто рой стоп ки к ре зуль ти рую щей стоп ке. Яс но, что ка ж дый шаг 
тре бу ет ог ра ни чен но го чис ла дей ст вий, и об щее чис ло дей ст вий 
есть Θ(n).
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Для про сто ты бу дем пред по ла гать, что раз мер n вход но го мас-
си ва есть сте пень двой ки (это ог ра ни че ние не очень су ще ст вен ное). 
То гда на ка ж дом ша ге сор ти руе мый уча сток де лит ся на две рав ные 
по ло ви ны (см. рис. 8.2). Раз бие ние на час ти (вы чис ле ние гра ницы) 
тре бу ет вре ме ни Θ(1), а слия ние — вре ме ни Θ(n). По лу ча ем со от-
но ше ние

⎩
⎨
⎧

>Θ+
=Θ

=
.1 если),()2/(2

,1 если     ),1(
)(

nnnT

n
nT

Это — ре кур рент ное со от но ше ние. Мож но до ка зать, что оно 
вле чет оцен ку

T(n) = Θ(n logn), 

где че рез log мы обо зна ча ем дво ич ный ло га рифм (ос но ва ние ло га-
риф мов не иг ра ет ро ли, так как при во дит лишь к из ме не нию кон с-
тан ты). По это му для боль ших n  сор ти ров ка слия ни ем эф фек тив нее 
сор ти ров ки встав ка ми с вре мен ной слож но стью Θ(n2).

 Вопросы

1. Чем от ли ча ет ся слож ность ал го рит ма от слож но сти опи са ния 
ал го рит ма?

2. Что на зы ва ет ся раз ме ром за да чи?
3. Что на зы ва ет ся вре мен ной и ем ко ст ной слож но стью ал го-

ритма?
4. От че го за ви сит вре мя ра бо ты ал го рит ма сор ти ров ки встав ка ми? 

В ка ком слу чае оно бу дет мак си маль ным, а в ка ком — ми ни-
мальным?

5. Ка кой по ря док слож но сти про це ду ры сор ти ров ки встав ка ми? 
Про ве ди те вы чис ле ния.

6. От че го за ви сит вре мя ра бо ты ал го рит ма сор ти ров ки  слиянием? 
7. Ка кой по ря док слож но сти про це ду ры сор ти ров ки встав ка ми? 

Про ве ди те вы чис ле ния.

 Задания
1. Бу дем сор ти ро вать мас сив из n эле мен тов так: про смот рим его 

и най дем ми ни маль ный эле мент, ко то рый ско пи ру ем в пер вую 
ячей ку дру го го мас си ва. За тем про смот рим мас сив сно ва и най-
дем сле дую щий эле мент и т.д. Та кой спо соб сор ти ров ки мож но 
на звать сор ти ров кой вы бо ром. За пи ши те этот ал го ритм на псевдо-
ко де. Ука жи те вре мя его ра бо ты в луч шем и худ шем слу ча ях, 
ис поль зуя Θ-обо зна че ния.
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2*. Да на по сле до ва тель ность чи сел x
1
, x

2
, …, x

n
. По ка жи те, что за 

вре мя Θ(n log n) мож но оп ре де лить, есть ли в этой по сле до ва тель-
но сти два оди на ко вых чис ла.

3. Как за пи сать вы ра же ние n3/1000 – 100n2 – 100n + 3 с по мо щью 
Θ-обо зна че ний?

4. Поч ти лю бой ал го ритм мож но не мно го из ме нить, ра ди каль но 
умень шив вре мя его ра бо ты в луч шем слу чае. Как?

5*. До ка жи те по ин дук ции, что ес ли

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>=Θ+

=Θ
=

 ,1  и  2 при     ),()2/(2

,1 при     ),1(
)(

kknnnT

n
nT

 то T(n) = Θ(n logn). 
6. Сор ти ров ку встав ка ми мож но офор мить как ре кур сив ную про це-

ду ру: же лая от сор ти ро вать A[1..n], мы (ре кур сив но) сор ти ру ем 
A[1..n – 1], а за тем ста вим A[n] на пра виль ное ме сто в от сор ти ро-
ван ном мас си ве A[1..n – 1]. На пи ши те ре кур рент ное со от но ше ние 
для вре ме ни ра бо ты та кой про це ду ры.

7. При по ис ке в от сор ти ро ван ном мас си ве мы мо жем сна ча ла срав-
нить ис ко мый эле мент со сред ним эле мен том мас си ва и уз нать, 
в ка кой по ло ви не его сле ду ет ис кать, а за тем при ме нить ту же 
идею ре кур сив но. Та кой спо соб на зы ва ет ся дво ич ным по ис ком. 
На пи ши те со от вет ст вую щую про грам му, ис поль зуя цикл или ре-
кур сию. Объ яс ни те, по че му вре мя ее ра бо ты есть Θ(logn)?

8. За ме тим, что цикл while в стро ках 5–7 про це ду ры In ser tion-Sort 
про смат ри ва ет эле мен ты от сор ти ро ван но го уча ст ка A[1..j – 1] под-
ряд. Вме сто это го мож но бы ло бы ис поль зо вать дво ич ный по иск 
(задание 7), что бы най ти ме сто встав ки за вре мя Θ(logn). Уда ст ся ли 
та ким об ра зом сде лать об щее вре мя ра бо ты рав ным Θ(nlogn)?

9. Сор ти ров ка встав ка ми для ко рот ких кус ков.
 Сор ти ров ка слия ни ем бы ст рее сор ти ров ки встав ка ми, но для ма-

лых n со от но ше ние об рат ное. По это му име ет смысл дос та точ но 
ко рот кие кус ки не раз би вать даль ше, а при ме нять к ним сор ти-
ров ку встав ка ми. Во прос в том, где сле ду ет про вес ти гра ни цу.

 9.1. Пусть мас сив раз ме ра n раз бит на k час тей раз ме ра n/k. 
По ка жи те, что мож но от сор ти ро вать все час ти по от дель но сти 
с по мо щью сор ти ров ки встав ка ми за вре мя Θ(nk).

 9.2. По ка жи те, что по сле это го мож но слить все час ти в один 
упо ря до чен ный мас сив за вре мя Θ(nlog(n/k)).

 9.3. Тем са мым об щее вре мя ра бо ты та ко го сме шан но го ал го рит-
ма есть Θ(nk + n log(n/k)). Ка ко ва мак си маль ная ско рость рос та 
k как функ ции от n, при ко то рой это вре мя по-преж не му есть 
Θ(nlogn)? 

 9.4. Как бы вы ста ли вы би рать оп ти маль ное зна че ние k на прак-
тике? 
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10. Чис ло ин вер сий.
 Пусть A[1..n] — мас сив из n раз лич ных чи сел. Нас бу дет ин те ре-

со вать чис ло ин вер сий в этом мас си ве, т.е. чис ло пар i < j, для 
ко то рых A[i] > A[j].

 10.1. Ука жи те пять ин вер сий в мас си ве (2, 3, 8, 6, 1).

 10.2. Ка ко во мак си маль но воз мож ное чис ло ин вер сий в мас си ве 
дли ны n?

 10.3. Как свя за но вре мя ра бо ты ал го рит ма сор ти ров ки встав ка ми 
и чис ло ин вер сий? Объ яс ни те свой от вет.

 10.4. По строй те ал го ритм, ко то рый счи та ет чис ло ин вер сий 
в мас си ве дли ны n за вре мя Θ(n logn). Ука за ние: мо ди фи ци руй те 
ал го ритм сор ти ров ки слия ни ем.

8.7. Ис поль зо ва ние бы ст рых ал го рит мов
Ис сле до ва ние за ви си мо сти воз мож но го раз ме ра за да чи от слож-
но сти ал го рит ма и ско ро сти ра бо ты ком пь ю те ра

Час то раз ни ца ме ж ду пло хим и хо ро шим ал го рит мом бо-
лее су ще ст вен на, чем ме ж ду бы ст рым и мед лен ным ком пь ю те ром. 
Пусть мы хо тим от сор ти ро вать мас сив из мил лио на чи сел. Что быст-
рее — сор ти ро вать его встав ка ми на бы ст ром ком пь ю те ре, ко то-
рый вы пол ня ет 100 мил лио нов опе ра ций в се кун ду, или слия ни ем 
на мед лен ном ком пь ю те ре, ко то рый вы пол ня ет 1 мил ли он опе ра-
ций в се кун ду? Пусть к то му же  сор ти ров ка встав ка ми на пи са на 
чрез вы чай но эко ном но и для сор ти ров ки n чи сел нуж но лишь 2n2 
опе ра ций. В то же вре мя ал го ритм слия ни ем на пи сан без осо бой 
за бо ты об эф фек тив но сти и тре бу ет 50n ⋅ logn опе ра ций. Для сор-
ти ров ки встав ка ми мил лио на чи сел по лу ча ем

ч 56,5с 20000
секунду в операций 10

операций )10(2
8

26

≈=

для су пер ком пь ю те ра и все го

мин 17с 1000
секунду в операций 10

операций )10log()10(50
6

66

≈≈

для вто ро го (мед лен но го) ком пь ю те ра. Пре иму ще ст во бо лее эф фек-
тив но го ал го рит ма оче вид но. 

Рас смот рим еще один при мер. До пус тим, у нас есть пять ал го-
рит мов A

1
, …, A

5
 со сле дую щи ми вре мен ны ми слож но стя ми:
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 Ал го ритм Вре мен ная 
  слож ность — T(n) 
 A

1 
n

 A
2 

n logn
 

 A
2 

n2

 
A

4 
n3

 A
5 

2n

В таб ли це 8.1 при ве де ны раз ме ры за дач, ко то рые мож но ре-
шить за од ну се кун ду, од ну ми ну ту, один час ка ж дым из этих 
пя ти ал го рит мов.

Таб ли ца 8.1. За ви си мость воз мож но го раз ме ра за да чи 
от слож но сти ал го рит ма

Ал го ритм Вре мен ная слож ность

Мак си маль ный раз мер за да чи 
(ко лич. ус лов ных еди ниц 

ин фор ма ции), ко то рую мож но 
ре шить за 

1 с 1 мин 1 ч

A
1

n 1000 6 × 104 3,6 × 106

A
2

n log
2
n 140 4893 2 × 105

A
3

n2 31 244 1897

A
4

n3 10 39 153

A
5

2n 9 15 21

Пусть единица информации перерабатывается за одну милли-
секунду. Тогда алгоритм A

1
 может обработать за одну секунду вход 

размера 1000 единиц информации, в то время, как A
5
 — вход раз-

мера не более 9 единиц информации.
Рассмотрим, как повлияет увеличение скорости компьютера 

в 10 раз на возможности использования алгоритмов A
1
 … A

5
 для 

решения задач с временной сложностью порядка n2. Пусть s
1
 — раз-

мер некоторой задачи 1. Пусть время решения ее на первом ком-
пьютере — T

1
. На втором компьютере эта задача решается в 10 раз 

быстрее, то есть для второго компьютера верно T
1
/10 = Θ(s

1
2). Оп-

ределим, какого размера задачу может решить второй компьютер 
за время T

1
. Это означает, что необходимо найти s

2
 такое, что вер-

но T
1
 = Θ(s

1
2). Исходя из равенства T

1
/10 = Θ(s

1
2), выполним пре-

образования:

T
1
 = 10 Θ(s

1
2) = (3,16)2 Θ(s

1
2) = Θ((3,16s

1
)2).
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Получаем, что s
2
 = 3,16s

1
. Это значит, что для алгоритмов с вре-

менной сложностью порядка n2 десятикратное увеличение скорости 
вычислений увеличивает размер задачи, которую можно решить, 
только в 3 раза. 

В таблице 8.2 указано увеличение максимального размера 
задачи, которую возможно решить при увеличении скорости ма-
шины в 10 раз.

Таблица 8.2. Зависимость возможного размера задачи 
от сложности алгоритма

Алгоритм
Временная 
сложность

Максимальный размер задачи 

до ускорения 
в 10 раз

после ускорения 
в 10 раз

A
1

n s
1

10s
1

A
2

n log
2
n s

2
примерно 10s

2

A
3

n2 s
3

3,16s
3

A
4

n3 s
4

 2,15s
4

A
5

2n s
5

s
5
 + 3,3

Сравнивая приведенные таблицы, приходим к выводу, что 
применение более действенного алгоритма для решения задачи во 
многих случаях дает больший выигрыш во времени, чем примене-
ние более быстродействующей машины. Так как вычислительные 
машины работают все быстрее и мы можем решать все большие 
задачи, именно сложность алгоритма определяет то увеличение 
размера задачи, которое можно достичь с увеличением скорости 
машины. Мы видим, что разработка эффективных алгоритмов не 
менее важна, чем разработка быстрой электроники.

 Вопросы
1. Что является более важным: эффективность алгоритма или 

скорость работы компьютера? Обоснуйте ответ.
2. Постройте таблицу зависимости максимально допустимого раз-

мера задачи для решения за 1 с и 1 мин для алгоритмов с вре-
менными сложностями порядка n, n2, 2n.

3. Приведите расчет, как влияет увеличение скорости работы ком-
пьютера в 10 раз на допустимый размер задачи для алгоритмов 
с временными сложностями порядка n, n2, 2n.

 Задания
1. Пусть сортировки вставками и слиянием исполняются на 

одной и той же машине и требуют 8n2 и 64n logn операций 
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соответ ственно. Для каких значений n сортировка вставками 
является более эффективной? Как можно улучшить алгоритм 
сортировки слиянием?

2. При каком наименьшем значении n алгоритм, требующий 100n2 
операций, эффективнее алгоритма, требующего 2n операций?

3. Сравнение времени работы. Пусть имеется алгоритм, решающий 
задачу размера n за f(n) микросекунд. Каков максимальный раз-
мер задачи, которую он сможет решить за время t? Найти его 
для функций и времен, перечисленных в таблице.

f(n) 1 с 1 мин 1 ч 1 день 1 год 1 век

logn

n logn

n

n2

n3

2n

n!



Автоматы
раздел 9

9.1. Об щая ха рак те ри сти ка ав то ма тов

Ав то мат, схе ма ав то ма та, од но сто рон ний ав то мат, 
толь ко чи таю щий ав то мат, чи таю щий и пи шу щий ав то мат, 
па мять ав то ма та, такт ра бо ты ав то ма та, управ ляю щее 
уст рой ст во, на чаль ная и за клю чи тель ная кон фи гу ра ция, 
де тер ми ни ро ван ный и не де тер ми ни ро ван ный ав то ма ты

 Вы чис ле ние по ал го рит му мож но рас смат ри вать как некото-
рый про цесс, ко то рый опи сы ва ет ся сво им мно же ст вом со стоя ний, 
на чаль ным со стоя ни ем и пра ви ла ми пе ре хо да из со стоя ния в со стоя-
ние. Эти пе ре хо ды мо гут вы пол нять ся в за ви си мо сти от внеш них 
воз дей ст вий (вход ных дан ных), под влия ни ем не ко то ро го слу чай-
но го ме ха низ ма или как-то ина че, на при мер, по вы бо ру не ко то-
ро го «оду шев лен но го су ще ст ва». Про цесс, в ко то ром пе ре хо ды 
вы пол ня ют ся под влия ни ем внеш них воз дей ст вий, мо де ли ру ет ся 
с по мо щью ав то ма та. В сущ но сти,  ав то мат — это схе ма ти зи ро ван-
ный ал го ритм. Ис поль зуя ав то ма ты, мож но мо де ли ро вать мно гие 
ма ши ны, вклю чая ком по нен ты ком пь ю те ра. 

Ко гда оп ре де ле на за да ча, ко то рую не об хо ди мо ре шить, воз ни-
ка ют три во про са. Пер вый — воз мож но ли ре ше ние этой за да чи. 
Вто рой — ка ким об ра зом воз мож но ре шить эту за да чу. Тре тий — 
ка ко ва слож ность ре ше ния этой за да чи. Ис поль зуя та кие вы чис-
ли тель ные мо де ли, как ав то ма ты, мож но ис сле до вать во про сы 
раз ре ши мо сти и слож но сти раз лич ных за дач. Как и грам ма ти ки, 
ав то ма ты так же ис поль зу ют ся при ис сле до ва нии грам ма ти че ской 
струк ту ры язы ков.
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Ав то мат мож но пред ста вить в ви де схе мы (рис. 9.1).

Управляющее 
устройство 

с конечной памятью

Рабочая память
 

Входная головка

a0       a1       a2        …        …        an Входная лента

Рис. 9.1. Схе ма ав то ма та

ОС НОВ НЫЕ ПО НЯ ТИЯ. Ав то мат со сто ит из трех час тей — 
 входной лен ты, управ ляю ще го уст рой ст ва с ко неч ной па мя тью 
и вспо мо га тель ной, или ра бо чей, па мя ти.

 Вход ную лен ту мож но рас смат ри вать как ли ней ную по сле до-
ва тель ность кле ток, или яче ек, при чем ка ж дая ячей ка со дер жит 
точ но один вход ной сим вол из не ко то ро го ко неч но го вход но го  ал фа-

ви та. Са мую ле вую и са мую пра вую ячей ки мо гут за ни мать осо бые 
кон це вые мар ке ры, обо зна чим их λ. Пус тые ячей ки обо зна чим ε. 
С по мо щью вход ной лен ты пред став ля ет ся ин фор ма ция, по сту паю-
щая на вход ав то ма та.

 Вход ная го лов ка в ка ж дый мо мент чи та ет од ну вход ную 
ячей ку. За один шаг ра бо ты ав то ма та вход ная го лов ка мо жет 
сдви нуть ся на од ну ячей ку вле во, ос тать ся не под виж ной или 
сдви нуть ся на од ну ячей ку впра во. Ав то мат, ко то рый ни ко гда 
не пе ре дви га ет свою вход ную го лов ку вле во, на зы ва ет ся од но сто-

рон ним. Схе ма вход ной лен ты и вход ной го лов ки пред став ле на 
на рис. 9.2.

ε ελλ a0 a1 a2 …   … an

входная лентавходная головка

Рис. 9.2.  Вход ная лен та и входная го лов ка

Вход ная го лов ка мо жет быть толь ко чи таю щей, ес ли в хо де 
ра бо ты ав то мат не соз да ет стро ку — ре зуль тат. Су ще ст ву ют та кие 
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ав то ма ты,  вход ная го лов ка ко то рых чи таю щая и пи шу щая. Та кие 
ав то ма ты мо гут за пи сы вать ре зуль ти рую щую стро ку или из ме нять 
сим во лы на вход ной лен те. 

 Па мять ав то ма та — это струк ту ра, в ко то рой за пи сы ва ют ся, 
хра нят ся и счи ты ва ют ся до пол ни тель ные дан ные, ис поль зуе мые 
ав то ма том при ра бо те. Для ка ж до го ви да ав то ма тов стро го оп ре-
де лен тип па мя ти, функ ции дос ту па к па мя ти и пре об ра зо ва ния 
па мя ти. Ав то мат мо жет не иметь па мя ти. Тип па мя ти час то оп ре-
де ля ет на зва ние ав то ма та.

Ра бо та ав то ма та со сто ит из по сле до ва тель но сти так тов. Ка ж-
дый такт со сто ит из сле дую щих дей ст вий:
1. Чи та ет ся те ку щий вход ной сим вол.

2. С по мо щью функ ции дос ту па ис сле ду ет ся па мять, и в нее по-
ме ща ет ся не ко то рая ин фор ма ция.

3. Из ме ня ет ся со стоя ние управ ляю ще го уст рой ст ва.

4. За пи сы ва ет ся вы ход ная ин фор ма ция в ячей ки в ход ной ленты.

5. Вход ная го лов ка сдви га ет ся на од ну ячей ку вле во, впра во или 
со хра ня ет ся в ис ход ном по ло же нии. 

Те ку щий вход ной сим вол и ин фор ма ция, из вле чен ная из па-
мя ти, вме сте с те ку щим со стоя ни ем управ ляю ще го уст рой ст ва 
оп ре де ля ют, ка ким дол жен быть этот такт. 

Та ким об ра зом, на ка ж дом так те оп ре де ля ет ся те ку щая  кон-

фи гу ра ция ав то ма та, в ко то рую вхо дят:
– те ку щее со стоя ние управ ляю ще го уст рой ст ва;

– те ку щее со дер жи мое вход ной лен ты;

– те ку щее со дер жи мое ра бо чей па мя ти.

Кон фи гу ра ция ав то ма та из ме ня ет ся на ка ж дом так те под дейст-
ви ем управ ляю ще го уст рой ст ва

 Управ ляю щее уст рой ст во со сто ит из ко неч но го мно же ст ва 
со стоя ний S = {s

0 
… s

n
} и ото бра же ний, ко то рые в за ви си мо сти 

от пре ды ду щей кон фи гу ра ции по зво ля ют оп ре де лить но вую кон-
фи гу ра цию ав то ма та, на прав ле ние сдви га вход ной го лов ки (ес ли 
она не од но сто рон няя), ин фор ма цию на пе ча ти (ес ли в ав то ма те пре-
ду смот ре на  функ ция пе ча ти), ин фор ма цию, по ме щае мую в па мять 
и из вле кае мую из па мя ти (ес ли ав то мат име ет ра бо чую па мять).

Ав то мат на чи на ет ра бо ту с  на чаль ной кон фи гу ра ции. При 
на чаль ной кон фи гу ра ции управ ляю щее уст рой ст во на хо дит ся 
в за дан ном на чаль ном со стоя нии, вход ная го лов ка обо зре ва ет 
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са мый ле вый сим вол на вход ной лен те, и па мять име ет за ранее 
ус та нов лен ное на чаль ное со дер жи мое. Кон фи гу ра ция, при ко-
то рой ав то мат пре кра ща ет ра бо ту, на зы ва ет ся  за клю чи тель-

ной. Ав то мат пре кра ща ет ра бо ту, пе рей дя в од но из со стоя ний 
за ра нее вы де лен но го мно же ст ва за клю чи тель ных со стоя ний, или 
то гда, ко гда про смотр вход ных дан ных за кон чен. Ус ло вия пре-
кра ще ния ра бо ты чет ко оп ре де ля ют ся для ка ж до го кон крет но го 
ав то ма та. 

Управ ляю щее уст рой ст во яв ля ет ся не де тер ми ни ро ван ным, 
ес ли для ка ж дой кон фи гу ра ции су ще ст ву ет ко неч ное мно же ст во 
воз мож ных сле дую щих кон фи гу ра ций (бо лее од ной), в лю бую из 
ко то рых ав то мат мо жет пе рей ти на сле дую щем ша ге. Управ ляю-
щее уст рой ст во на зы ва ет ся де тер ми ни ро ван ным, ес ли для ка ж дой 
кон фи гу ра ции су ще ст ву ет не бо лее од ной воз мож ной сле дую щей 
кон фи гу ра ции. Со от вет ст вен но ав то мат на зы ва ет ся де тер ми ни ро-
ван ным и не де тер ми ни ро ван ным в за ви си мо сти от ви да управ ляю-
ще го уст рой ст ва.

Не де тер ми ни ро ван ный ав то мат рас смат ри ва ет ся как мно же ст во 
па рал лель но ра бо таю щих де тер ми ни ро ван ных его эк зем п ля ров. На-
при мер, ес ли для дан ной кон фи гу ра ции су ще ст ву ет три воз мож ных 
сле дую щих кон фи гу ра ции, то рас смат ри ва ет ся три па рал лель но ра-
бо таю щих де тер ми ни ро ван ных  ав то ма та. Не де тер ми низм ко неч ного 
ав то ма та не сле ду ет сме ши вать со «слу чай но стью», при ко то рой 
ав то мат мо жет слу чай но вы брать од но из сле дую щих со стоя ний 
с фик си ро ван ны ми ве ро ят но стя ми, но сам ав то мат все гда име ет ся 
толь ко в од ном эк зем п ля ре.

 Вопросы

1. Ка ким об ра зом свя за ны по ня тия ато ма та и ал го рит ма?

2. Для ис сле до ва ния ка ких во про сов ис проль зу ют ся ав то ма ты?

3. Изо бра зи те схе му ав то ма та и на зо ви те со став ные час ти ав то-
мата.

4. Объ яс ни те прин цип дей ст вия и по строе ние ка ж дой час ти 
 ав то ма та.

5. Что вклю ча ет в се бя такт ра бо ты ав то ма та?

6. Оп ре де ли те по ня тие кон фи гу ра ции ав то ма та. Что та кое на чаль-
ная и ко неч ная кон фи гу ра ции ав то ма та?

7. Чем от ли ча ют ся де тер ми ни ро ван ный и не де тер ми ни ро ван ный 
ко неч ные ав то ма ты?
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 Задания
1. Оп ре де ли те так ты ра бо ты ав то ма та, ре шаю ще го за да чу под сче-

та сум мы эле мен тов мас си ва, схе ма ав то ма та пред став ле на на 
ри сун ке (пред по ла га ем, что сло же ние яв ля ет ся эле мен тар ной 
опе ра ци ей для это го ав то ма та).

Управляющее устройство

Входная информация ( I )

Cостояние Число λ

s0 S = 0, H, s1 S = 0, H, s3

s1 S = S + I, R, s1 H, s2

s2 stop

Рабочая память

S
 

...ε λ a[1] a[2] a[3] a[n]... λ ε ...

читающая головка

 В таб ли це управ ляю ще го уст рой ст ва ука за ны дей ст вия, про из-
во ди мые ав то ма том, и со стоя ние, в ко то рое ав то мат пе ре хо дит 
в за ви си мо сти от те ку ще го со стоя ния и зна че ния вход ной ин фор-
ма ции.

 Обо зна че ния:

  — ука за тель те ку ще го со стоя ния;
  H — чи таю щая го лов ка ос та ет ся на мес те;
 R — чи таю щая го лов ка сдви га ет ся впра во;
 I — ин фор ма ция, про чи тан ная на дан ном ша ге.

2. Со ставь те схе мы ав то ма тов по при ме ру схе мы в за да нии 1, выпол-
няю ще го дей ст вия:

 а) оп ре де ле ние дли ны вход ной стро ки;
 б) под счет ко ли че ст ва ну лей во вход ной стро ке.
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9.2. Рас по зна ва те ли
 Рас по зна ва тель, до пус кае мая стро ка, оп ре де ляе мый 
рас по зна ва те лем язык

Рас смат ри вая грам ма ти ки, мы оп ре де ли ли два спо со ба за-
да ния язы ков: рас по зна ва ни ем строк и по ро ж де ни ем строк. Для 
грам ма тик в ос нов ном при ме ня ет ся вто рой спо соб. Ав то ма ты, 
ис поль зуе мые для оп ре де ле ния язы ка, ча ще яв ля ют ся рас по знаю-
щи ми, их на зы ва ют рас по зна ва те ля ми. С по мо щью рас по зна-
ва те лей, так же как и с по мо щью грам ма тик, мож но од но знач но 
оп ре де лить язык.

Обыч но пред по ла га ет ся, что  вход ная го лов ка рас по зна ва те ля 
толь ко чи та ет. 

Рас смот рим не ко то рую стро ку ω. Рас по зна ва тель до пус ка ет 

вход ную стро ку ω, ес ли, на чи ная с на чаль ной кон фи гу ра ции, в ко-
то рой стро ка ω за пи са на на вход ной лен те, рас по зна ва тель мо жет 
про де лать по сле до ва тель ность ша гов, за кан чи ваю щую ся за клю чи-
тель ной кон фи гу ра ци ей. Сле ду ет ука зать, что, на чи ная с дан ной 
на чаль ной кон фи гу ра ции, не де тер ми ни ро ван ный рас по зна ва тель 
мо жет про де лать мно го раз лич ных по сле до ва тель но стей ша гов. 
Ес ли хо тя бы од на из этих по сле до ва тель но стей за кан чи ва ет ся 
за клю чи тель ной кон фи гу ра ци ей, то на чаль ная вход ная це поч ка 
бу дет до пу ще на.

Язык, оп ре де ляе мый рас по зна ва те лем, пред став ля ет со бой 
мно же ст во вход ных це по чек, ко то рые он до пус ка ет.

Для ка ж до го клас са грам ма тик из ие рар хии Хом ско го су ще ст-
ву ет класс рас по зна ва те лей, оп ре де ляю щий тот же класс язы ков. 
Эти ми рас по зна ва те ля ми яв ля ют ся ко неч ные  ав то ма ты,  ав то ма ты 
 с ма га зин ной па мя тью, ли ней но ог ра ни чен ные  ав то ма ты и ма ши ны 
Тью рин га. Точ нее язы ки из ие рар хии Хом ско го мож но оха рак те-
ри зо вать так:

1. Язык  ре гу ляр ный (пра во ли ней ный или ле во ли ней ный) то гда 
и толь ко то гда, ко гда он оп ре де ля ет ся ко неч ным ав то ма том.

2. Язык кон тек ст но-сво бод ный то гда и толь ко то гда, ко гда он 
оп ре де ля ет ся ав то ма том с ма га зин ной па мя тью.

3. Язык кон тек ст но-за ви си мый то гда и толь ко то гда, ко гда он 
оп ре де ля ет ся ли ней но ог ра ни чен ным ав то ма том.

4. Язык оп ре де ля ет ся грам ма ти кой об ще го ви да то гда и толь ко 
то гда, ко гда он оп ре де ля ет ся ма ши ной Тью рин га.
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Все ука зан ные че ты ре ти па ав то ма тов опи сы ва ют ся в сле дую-
щих раз де лах.

 Вопросы
1. Ка кую за да чу ре ша ют ав то ма ты, на зы вае мые рас по зна ва-

телями?
2. Ка ким об ра зом оп ре де ля ет ся, что ав то мат до пус ка ет вход ную 

стро ку?
3. Что та кое язык, оп ре де ляе мый рас по зна ва те лем?
4. Как свя за ны раз лич ные ви ды рас по зна ва те лей и грам ма тик?

9.3. Ко неч ные ав то ма ты
Ко неч ный ав то мат, ав то мат с вы хо дом и без вы хо да, за да ние 
ав то ма та таб ли цей и диа грам мой со стоя ний, ав то ма ты Ми ли 
и Му ра, со от вет ст вие ко неч но го рас по зна ва те ля ре гу ляр ной 
грам ма ти ке и ре гу ляр но му вы ра же нию

 Ко неч ный ав то мат со сто ит толь ко из вход ной лен ты 
и управ ляю ще го уст рой ст ва с ко неч ной па мя тью (рис. 9.3). Чис ло 
его со стоя ний ко неч но, что и оп ре де ля ет его на зва ние. Управ ляю-
щее уст рой ст во мо жет быть де тер ми ни ро ван ным или не де тер ми ни-
ро ван ным, но  вход ная го лов ка — од но сто рон няя — сдви гаю щая ся 
впра во.

Управляющее устройство
с конечным числом

состояний

Входная головка 
(односторонняя)

a0       a1       a2        …        …        an Входная лента

 

Рис. 9.3. Схе ма ко неч но го ав то ма та

Мы оп ре де лим ко неч ный ав то мат, за дав ко неч ное мно же ст во 
его со стоя ний, до пус ти мые вход ные сим во лы, до пус ти мые вы ход-
ные сим во лы, на чаль ное со стоя ние и мно же ст во за клю чи тель ных 
со стоя ний. За да ют ся так же  функ ция пе ре хо дов со стоя ний, ко то рая 
по дан но му те ку ще му со стоя нию и те ку ще му вход но му сим во лу ука-
зы ва ет все воз мож ные сле дую щие со стоя ния, и функ ция пе ча ти.
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 Определение
Ко неч ный ав то мат — это струк ту ра ви да 

M = (S, I, O, f, g, s
0
, F),

где S — ко неч ное мно же ст во со стоя ний; 
 I — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вход ных сим-

волов; 
 O — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вы ход ных сим-

во лов; 
 f —  ото бра же ние мно же ст ва S × I в мно же ст во S, опре-

де ляю щее вы бор сле дую ще го со стоя ния (функ цию f 
на зы ва ют функ ци ей пе ре хо дов);

 g — ото бра же ние мно же ст ва S × I в мно же ст во O, оп ре-
де ляю щее вы ход ной сим вол (функ цию g на зы ва ют функ-

ци ей вы хо дов);
 s

0 
∈ S — на чаль ное со стоя ние управ ляю ще го ус т-

ройства;
 F ⊆ S — мно же ст во за клю чи тель ных со стоя ний.

Ав то мат мо жет не иметь функ ции g и мно же ст ва O, ес ли не 
пре ду смот ре на вы да ча вы ход ной ин фор ма ции. В этом слу чае счи та-
ет ся, что  ав то мат без вы хо да. Ес ли ав то мат со дер жит функ цию g, 
то гда счи та ет ся, что он  с вы хо дом. Мно же ст во F мо жет быть не 
оп ре де ле но.

Ко неч ный  ав то мат мож но за дать с по мо щью таб ли цы. В этой 
таб ли це для ка ж дой ком би на ции со стоя ния ав то ма та и вход но го 
сим во ла ука зы ва ет ся сле дую щее со стоя ние и вы ход ной сим вол. 
Кро ме то го, ко неч ный ав то мат мож но за дать с по мо щью ори ентиро-
ван но го гра фа, на зы вае мо го  диа грам мой со стоя ний. В этом 
гра фе вер ши ны пред став ля ют со стоя ния ав то ма та, ду ги — пе ре хо-
ды из од но го со стоя ния в дру гое. Ка ж дая ду га по ме че на вход ным 
и вы ход ным сим во лом, со от вет ст вую щим это му пе ре хо ду. 

При мер. По стро ить ко неч ный ав то мат, осу ще ст в ляю щий 
сло же ние двух на ту раль ных чи сел, ис поль зуя их би нар ное пред-
став ле ние.

По яс ним про це ду ру по раз ряд но го би нар но го сло же ния. 
Пусть име ют ся два чис ла, за пи сан ные с по мо щью n-раз ряд но го 
дво ич но го ко да: x

n 
… x

2 
x

1
 и y

n 
… y

2 
y

1
. Сна ча ла скла ды ва ют ся x

1 

и y
1
, в ре зуль та те че го по лу ча ет ся ре зуль тат z

1 
и пе ре нос c

1
. По сле 

это го про из во дит ся сло же ние x
2
, y

2
 и c

1
, в ре зуль та те по лу ча ет ся z

2 

и пе ре нос c
2
. Эта про це ду ра про дол жа ет ся до ша га n, на ко то ром 
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при сло же нии x
n
, y

n
 и c

n – 1
 по лу ча ет ся z

n 
и c

n
. По след няя сум ма 

z
n + 1

 рав на пе ре но су c
n
.

 с
n 

с
n – 1

…с
3 

с
2 

с
1

  x
n
…x

4 
x

3 
x

2 
x

1

  y
n
….y

4 
y

3 
y

2 
y

1

 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
  z

n + 1 
z

n
…z

4 
z

3 
z

2 
z

1

        
Пе ре нос 

Ко неч ный ав то мат, вы пол няю щий это сло же ние, мож но по-
стро ить, ис поль зуя толь ко два со стоя ния. 

Рас смат ри вае мый ав то мат M = (S, I, O, f, g, s
0
) име ет мно-

же ст во со стоя ний S = {s
0
, s

1
}, мно же ст во вход ных сим во лов 

I = {00, 01, 10, 11}, мно же ст во вы ход ных сим во лов O = {0, 1}, на-
чаль ное со стоя ние — s

0
 ∈ S. Бу дем счи тать, что ав то мат пре кра ща-

ет ра бо ту, ко гда за кон чи лось по сту п ле ние вход ных дан ных, это 
оз на ча ет, что сло же ние за вер ше но. 

Вход ными дан ными на од ном так те яв ля ют ся два би та — соот-
вет ст вую щие би ты сла гае мых, по это му воз мож ные ва ри ан ты вход-
ной ин фор ма ции для од но го так та — 00, 01, 10, 11. Пе ре хо ды по-
строе ны в со от вет ст вии с по лу чае мой сум мой, ко то рая пред став ле на 
вы ход ным би том, и пе ре но сом, ко то рый пред став лен со стоя ни ем 
(s

0
 — пе ре нос ра вен 0, s

1
 — пе ре нос ра вен 1). 

Ото бра же ния f: S × I → S ( функ ция пе ре хо дов) и g: S × I → O 
(функ ция вы хо дов) пред став ле ны в таб ли це 9.1. В таб ли це по ка за но, 
что ес ли скла ды вае мые би ты — 00 и те ку щее со стоя ние s

0 
(пе ре но-

са нет), то ав то мат ос та ет ся в со стоя нии s
0 

(пе ре но са нет) и вы да ет 
ре зуль тат 0. Ес ли скла ды вае мые би ты — 00 и те ку щее со стоя ние s

1
 

(пе ре нос — 1), то ав то мат ос та ет ся в со стоя нии s
0
 (пе ре но са нет) 

и вы да ет ре зуль тат 1. Ес ли, на при мер, скла ды вае мые би ты — 10 
и те ку щее со стоя ние s

1
 (пе ре нос — 1), то ав то мат ос та ет ся в со стоя-

нии s
1
 (пе ре нос — 1) и вы да ет ре зуль тат 0.

Таб ли ца 9.1. Функ ции пе ре хо дов f и вы хо дов g ко неч но го ав то ма та 
для сло же ния

Со стоя ния
S

f g

I: 00 01 10 11 00 01 10 11

s
0

s
1

s
0

s
0

s
0

s
1

s
0

s
1

s
1

s
1

0
1

1
0

1
0

0
1



394 Раздел 9

Диа грам ма со стоя ний, со от вет ст вую щая это му ав то ма ту пред-
став ле на на рис. 9.4.

start
01.1 01.0

11.0

11.100.1

00.0

10.1 10.0

s0 s1

Рис. 9.4. Ко неч ный ав то мат для сло же ния

Око ло ка ж дой стрел ки пе ре хо да ука за на вход ная ин фор ма ция 
и вы ход ной сиг нал. На при мер, за пись 01.1 у пет ли в со стоя нии s

0
 

оз на ча ет, что ес ли на вход ав то ма та с со стоя ни ем s
0
 по сту па ет 

па ра би тов 01, то на вы ход не об хо ди мо вы дать 1 и в ка че ст ве сле-
дую ще го со стоя ния со хра нить s

0
. Рас смот рим ра бо ту ав то ма та. 

Ес ли, на при мер, те ку щее со стоя ние — s
1
 и на вход по сту па ет 01, 

сле дую щее со стоя ние бу дет s
1
, а вы ход — 0. Про ис хо дит сло же ние 

0 + 1 + 1 = (10)
2
. По это му вы ход ной сиг нал — 0, а пе ре нос 1 оп ре-

де ля ет сле дую щее со стоя ние s
1
.

В рас смот рен ном на ми ав то ма те вы ход ная ин фор ма ция со от-
вет ст ву ет пе ре хо дам, од на ко су ще ст ву ют ав то ма ты, в ко то рых вы-
ход ная ин фор ма ция за ви сит толь ко от со стоя ния, в ко то рое пе ре хо-
дит ав то мат. В за ви си мо сти от это го раз ли ча ют два ви да ко неч ных 
ав то ма тов.

 Определение
Ко неч ный ав то мат, в ко то ром вы ход ная ин фор ма ция по-
став ле на в со от вет ст вие пе ре хо дам, на зы ва ет ся  ато ма том 

Ми ли. Ко неч ный ав то мат, в ко то ром вы ход ная ин фор ма ция 
по став ле на в со от вет ст вие со стоя ни ям, на зы ва ет ся  ато ма-

том Му ра.

Оп ре де ле ние оз на ча ет, что в ав то ма тах Ми ли  функ ция вы хо-
дов — это за ви си мость вы ход ной ин фор ма ции от те ку ще го со стоя-
ния и те ку щей вход ной ин фор ма ции, а в ав то ма тах Му ра функ ция 
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вы хо дов — это за ви си мость вы ход ной ин фор ма ции толь ко от те ку-
ще го со стоя ния.

Ко неч ный ав то мат для сло же ния из на ше го при ме ра яв ля ет ся 
ав то ма том Ми ли. Рас мот рим при мер  ав то ма та Му ра.

При мер. По стро им ав то мат Му ра, ко то рый на вы хо де пе ча та ет 
«1», ес ли ко ли че ст во еди ниц, про чи тан ных ав то ма том во вход ной 
стро ке, де лит ся на 3, и пе ча та ет «0» в про тив ном слу чае (ав то мат 
так же пе ча та ет 0, ес ли не про чи та но ни од ной еди ни цы в на чаль-
ном со стоя нии s

0
).  Вход ной ал фа вит ав то ма та I = {0, 1}. На зо вем 

этот ав то мат A
3
.

Оп ре де лим со стоя ния ав то ма та: s
0
 — на чаль ное со стоя ние, 

s
1
 — про чи та но чис ло еди ниц, даю щее при де ле нии на 3 в ос тат-

ке 1, s
2
 — про чи та но чис ло еди ниц, даю щее при де ле нии на 3 

в ос тат ке 2, s
3
 — про чи та но чис ло еди ниц, крат ное 3. Оче вид но, 

что вы ход ную ин фор ма цию в та ком ав то ма те мож но по ста вить 
в со от вет ст вие со стоя ни ям. По стро им таб ли цу пе ре хо дов и граф 
ав то ма та (таблица 9.2, рис. 9.5).

Таб ли ца 9.2. Функ ции пе ре хо дов f и вы хо дов g ав то ма та Му ра A
3

I
S

f g

0 1

s
0

s
0

s
1

0

s
1

s
1

s
2

0

s
2

s
2

s
3

0

s
3

s
3

s
1

1

s0

s1

s2

s3

start

0

0

0

0

 

1

1

1

1

0

0

0

1

Рис. 9.5. Ав то мат Му ра A
3
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До пус тим, на вход ав то ма та по сту пи ла стро ка «0001010100». 
Рас смот рим, ка кую вы ход ную ин фор ма цию вы даст ав то мат. По-
стро им со от вет ст вую щую таб ли цу (таблица 9.3).

Таб ли ца 9.3. Об ра бот ка вход ной ин фор ма ции «0001010100» 
ав то ма том A

3

Про чи тан ная стро ка f g

0 s
0

0

00 s
0

0

000 s
0

0

0001 s
1

0

00010 s
1

0

000101 s
2

0

0001010 s
2

0

00010101 s
3

1

000101010 s
3

1

0001010100 s
3

1

По сле про чте ния стро ки «0001010100» ав то мат пе ча та ет «1», 
зна чит ко ли че ст во еди ниц, про чтен ных ав то ма том во вход ной стро-
ке, де лит ся на 3.

С по мо щью ко неч ных ав то ма тов мож но рас по зна вать стро ки 
язы ков. Ав то мат A

3
, по стро ен ный в пре ды ду щем при ме ре, мож но 

рас смат ри вать как  рас по зна ва тель язы ка, со стоя ще го из строк бит, 
со дер жа щих чис ло еди ниц, крат ное 3. На зо вем этот язык L

3
. Язы ку 

L
3
 при над ле жат, на при мер, стро ки «111», «01000110001010100», 

«0101010101010101010» и др. Для рас по зна ва ния язы ка обыч но не 
тре бу ет ся на ли чие у ав то ма та вы ход ных сиг на лов, но оп ре де ля ет ся 
мно же ст во ко неч ных со стоя ний ав то ма та. Ес ли про чте ние вход ной 
стро ки ав то мат за вер шил, на хо дясь в ко неч ном со стоя нии, то стро-
ка счи та ет ся рас по знан ной. В на шем при ме ре мно же ст во ко неч ных 
со стоя ний со сто ит из един ст вен но го со стоя ния s

3
.

Ут вер жде ние. Язык яв ля ет ся  ре гу ляр ным то гда и толь ко то гда, 
ко гда он рас по зна ет ся с по мо щью ко неч но го ав то ма та.

По сколь ку су ще ст ву ет ко неч ный ав то мат, рас по знаю щий 
язык L

3
, то сле до ва тель но, L

3
 — ре гу ляр ный язык, и его мож но за-

дать с по мо щью ре гу ляр но го вы ра же ния и ре гу ляр ной грам ма ти ки. 
Со ста вим со от вет ст вую щее  ре гу ляр ное вы ра же ние. В со стоя нии s

0
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ав то мат на хо дит ся, про пус кая лю бое ко ли че ст во ну лей, в на ча ле 
вход ной стро ки, это со от вет ст ву ет ре гу ляр но му вы ра же нию 0*. 
Со стоя ние s

1
 до пус ка ет од ну еди ни цу (при пе ре хо де из s

0
 в s

1
), 

за тем мо жет сле до вать лю бое ко ли че ст во ну лей, ав то мат ос та ет ся 
в со стоя нии s

1
. Та ким об ра зом, со стоя ние s

1
 со от вет ст ву ет при сое ди-

не нию вы ра же ния 10*. Ана ло гич но пе ре хо ду от s
1
 к со стоя нию s

2
, 

от s
2
 — к s

3
 от ве ча ет дву крат ное при сое ди не ние стро ки ви да 10*. 

Со стоя ние s
3
 яв ля ет ся ко неч ным. Со ста вим вы ра же ние с по мо щью 

опе ра ции кон ка те на ции: 0*10*10*10*. По сколь ку из со стоя ния s
3
 ав-

то мат мо жет опять пе рей ти в со стоя ние s
1
, про чтя еди ни цу, и за тем 

так же по сле до ва тель но прой ти сле дую щие со стоя ния сколь угод но 
раз от s

1
 до s

3
, то в ви де ре гу ляр но го вы ра же ния это вы гля дит так: 

(10*10*10*)*. Та ким об ра зом,  ре гу ляр ное вы ра же ни яе для язы ка L
3
 

име ет вид:

L
3 

: 0*10*10*10*(10*10*10*)*.

Мож но по стро ить грам ма ти ку для язы ка L
3
. Это есть грам-

мати ка 
G

3 
= ({A, B, C, S}, {0, 1}, P, S), 

где P со сто ит из на бо ра  про дук ций:

1. S → AB.

2. A → C1C1C1C.

3. B → 1C1C1CB | ε.

4. C → 0C | ε.

Дей ст ви тель но, про дук ция 4 со от вет ст ву ет вы ра же нию 0*, то-
гда про дук ция 3 со от вет ст ву ет вы ра же нию (10*10*10*)*, а про дук-
ция 2 — вы ра же нию 0*10*10*10*.

 Вопросы
1. Изо бра зи те схе му ко неч но го ав то ма та и опи ши те его уст-

ройство.
2. Дай те оп ре де ле ние ко неч но го ав то ма та, его со став ляю щих.
3. Опи ши те два спо со ба за да ния ко неч но го ав то ма та.
4. Чем от ли ча ют ся ко неч ные ав то ма ты с вы хо дом и без вы хо да.
5. Дай те оп ре де ле ние ав то ма тов Ми ли и Му ра.
6. Ка ким об ра зом функ цио ни ру ют ко неч ные рас по зна ва те ли?
7. Ка кой вид язы ков оп ре де ля ет ся ко неч ны ми ав то ма та ми? 

С по мо щью ка ких фор маль ных сис тем, кро ме ко неч ных ав то ма-
тов, мож но за дать этот вид язы ков?
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 Задания

1. По строй те диа грам мы для ко неч ных ав то ма тов, пред став лен ных 
сле дую щи ми таб ли ца ми: 

a)
S

f g

0 1 0 1

s
0

s
1
 s

0
0 1

s
1

s
0 

s
2

0 1

s
2

s
1
 s

1
0 0

б)
S

f g

0 1 0 1

s
0

s
1
 s

0
0 0

s
1

s
0 

s
2

1 1

s
2

s
1
 s

1
0 1

s
3

s
1 

s
2

1 0

2. Постройте таблицы состояний для автоматов, заданных диаграм-
мами:

s0

s0

s1

s2

s1

s2 s3

Start

1.1

0.11.0

1.0

0.0

0.0

Start

1.1

0.1

0.1

1.0 1.0 1.00.1

0.0

а) б)

3. По строй те ко неч ный ав то мат, ко то рый из ме ня ет ка ж дый чет ный 
бит в ис ход ной стро ке, на чи ная со вто ро го, а не чет ные би ты, 
на чи ная с пер во го, ос тав ля ет не из мен ны ми.

4. По строй те ко неч ный ав то мат, мо де ли рую щий ра бо ту зам ка для 
сей фа, со дер жа ще го чис ла от 1 до 40, от кры ваю ще го ся ком би-
на ци ей: по во рот впра во на 10, вле во на 8, впра во на 37. Вход-
ные дан ные со сто ят из пар: на прав ле ние по во ро та (L, R), чис ло 
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от 1 до 40. Ес ли счи тать этот ав то мат рас по зна ва те лем, то ка кой 
язык он оп ре де ля ет?

5. По строй те ко неч ный ав то мат, ко то рый оп ре де ля ет, яв ля ет ся 
ли по след ни ми сим во ла ми вход ных дан ных сло во «ав то мат». 
Вход ные дан ные — стро ка из букв рус ско го ал фа ви та. По строй-
те со от вет ст вую щее ре гу ляр ное вы ра же ние.

6. Ис сле дуй те, ка ким об ра зом мож но осу ще ст вить по строе ние ко-
неч но го ав то ма та, со от вет ст вую ще го за дан но му ре гу ляр но му 
вы ра же нию, и на обо рот.

9.4. Ав то ма ты с ма га зин ной па мя тью
Ав то мат с ма га зин ной па мя тью, рас по зна ва ние строк ав то ма том, 
оп ре де ляе мый ав то ма том язык

 Ав то мат с ма га зин ной па мя тью (МП-ав то мат) — это ко неч-
ный  ав то мат, имею щий уст рой ст во па мя ти ти па  стэк. В стэ ке 
эле мен ты ин фор ма ции по ме ща ют ся в са мую верх нюю ячей ку 
па мя ти, сдви гая тем са мым все ее со дер жи мое на од ну ячей ку 
вниз, и из вле ка ют ся толь ко из са мой верх ней ячей ки па мя ти, 
сдви гая тем са мым все ее со дер жи мое на од ну ячей ку вверх. При 
этом в ка ж дый мо мент вре ме ни дос ту пен толь ко са мый верх ний 
эле мент па мя ти. Тео ре ти че ски, объ ем па мя ти МП-ав то ма та не ог-
ра ни чен. Схе ма МП-ав то ма та пред став ле на на ри сун ке 9.6.

z0

z1

zm

...

...

 Память типа стэк 

Управляющее устройство
с конечным числом

состояний

Входная головка 
(односторонняя)

a0       a1       a2        …        …        an Входная лента

Рис. 9.6. Ав то мат с ма га зин ной па мя тью
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 Определение
Ав то мат с ма га зин ной па мя тью — это струк ту ра 

M = (S, I, O, Z, f, g, s
0
, z

0
, F), 

где S — ко неч ное мно же ст во со стоя ний; 
 I — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вход ных сим-

волов; 
 O — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых вы ход ных сим-

во лов; 
 Z — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых сим во лов па-

мяти;
 f —  функ ция пе ре хо дов —  ото бра же ние мно же ст ва 

S × I × Z в мно же ст во S × Z, оп ре де ляю щее вы бор сле-
дую ще го со стоя ния и по ме щае мый в па мять сим вол; 

 g — функ ция вы хо дов — ото бра же ние мно же ст ва 
S × I × Z в мно же ст во O, оп ре де ляю щее вы ход ной 
символ; 

 s
0 

∈ S — на чаль ное со стоя ние управ ляю ще го уст рой-
ст ва;

 z
0 

∈ Z — на чаль ный сим вол — сим вол, на хо дя щий ся 
в па мя ти ( стэк) в на чаль ный мо мент;

 F ⊆ S — мно же ст во за клю чи тель ных со стоя ний.

При мер. Ра бо ту ав то ма та с ма га зин ной па мя тью рас смот-
рим на при ме ре МПLрас по зна ва те ля, до пус каю ще го мно же ст во 
{0n1n ⎪ n = 0, 1, 2, …}. За пись 0n1n оз на ча ет мно же ст во строк, со стоя-
щих из рав но го ко ли че ст ва ну лей и еди ниц, на при мер «000111», 
«01», «0000011111». В п. 7.5 этот язык был обо зна чен че рез L

nn
. 

Он яв ля ет ся кон тек ст но сво бод ным, но не яв ля ет ся  ре гу ляр ным.
Рас смат ри вае мый ав то мат M = (S, I, Z, f, s

0
, z

0
, F) име ет мно-

же ст во со стоя ний S = {s
0
, s

1
, s

2
}, мно же ст во вход ных сим во лов 

I = {0, 1}, мно же ст во сим во лов па мя ти Z = {0, 1}, на чаль ное со стоя-
ние s

0
, за клю чи тель ное со стоя ние s

0
, из на чаль но в па мять за пи-

сан сим вол х = z
0
. Бу дем счи тать, что ав то мат до пус ка ет вход ную 

стро ку a
1
, a

2
, …, a

n
 ∈ I*, ес ли по сле про чте ния этой стро ки (то есть 

по сле до ва тель но го обо зре ния го лов кой всех сим во лов a
i
 стро ки), 

ав то мат пе ре хо дит в за клю чи тель ное со стоя ние.
Функ ция пе ре хо дов f за да ет ся сле дую щи ми зна че ния ми:

f(s
0
, 0, x) = {(s

1
, 0x)};

f(s
1
, 0, 0) = {(s

1
, 00)};

f(s
1
, 1, 0) = {(s

2
, ε)};
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f(s
2
, 1, 0) = {(s

2
, ε)};

f(s
2
, ε, x) = {(s

0
, ε)}.

Стро ка ε —  пус тая стро ка. Пе ре ход f(s
0
, 0, x) = {(s

1
, 0x)} оз на ча-

ет, что ес ли ав то мат на хо дит ся в со стоя нии s
0
, по лу ча ет на вход 0 

и из вле ка ет из па мя ти те ку щий сим вол x, то он дол жен пе рей ти в со-
стоя ние s

1
, вер нуть в па мять сим вол x и по мес тить в  стэк сим вол 0. 

Пе ре ход f(s
2
, 1, 0) = {(s

2
, ε)} оз на ча ет, что ес ли ав то мат на хо дит ся 

в со стоя нии s
2
, по лу ча ет на вход сим вол 1 и из вле ка ет из па мя ти 

те ку щий сим вол 0, то он дол жен ос тать ся в со стоя нии s
2 
и в па мять 

ни че го не до бав лять. Та ким об ра зом, по лу ча ет ся, что на этом так те 
из стэ ка па мя ти «вы толк нут» и по те рян сим вол 0. Ко неч ная кон фи-
гу ра ция ав то ма та — (s

0
, ε). При ра бо те ав то мат счи ты ва ет в па мять 

пер вую пло ви ну це поч ки, со стоя щую из ну лей, а за тем уда ля ет 
из па мя ти по од но му ну лю на ка ж дую еди ни цу, по сту паю щую на 
вход. Кро ме то го, пе ре хо ды со стоя ний га ран ти ру ют, что все ну ли 
пред ше ст ву ют еди ни цам. На при мер, для вход ной це поч ки 0011 
ав то мат про де ла ет та кую по сле до ва тель ность так тов:

(s
0
, 0011, x)→(s

1
, 011, 0x) → (s

1
, 11, 00x) →

→ (s
2
, 1, 0x) → (s

2
, ε, x) → (s

0
, ε).

Сим вол «→« оз на ча ет пе ре ход от так та к так ту. Для ка ж до го 
так та за пи са на кон фи гу ра ция, ко то рая вклю ча ет те ку щее со стоя ние, 
ос тав шую ся не про чи тан ной часть вход ной це поч ки, со дер жи мое 
па мя ти. На при мер, для кон фи гу ра ции (s

1
, 011, 0x) те ку щее со стоя-

ние — s
1
, не про чи тан ная часть вход ной це поч ки — 011, те ку щий 

вход ной сим вол (рас по ло жен сле ва) — 0. Со дер жи мое па мя ти — 0x, 
из вле кае мый сим вол (рас по ло жен сле ва) — 0.

С по мо щью ав то ма тов с ма га зин ной па мя тью мож но рас по зна-
вать стро ки язы ка дву мя спо со ба ми. Пер вый — стро ка счи та ет ся 
рас по знан ной, ес ли по сле ее про чте ния ав то мат пе ре хо дит в за-
клю чи тель ное со стоя ние. Вто рой — ес ли по сле про чте ния стро ки 
стэк па мя ти ока зы ва ет ся пус тым. В рас смот рен ном на ми при ме ре 
тре бо ва лось вы пол не ние обо их ус ло вий.

Ут вер жде ние. Язык яв ля ет ся кон тек ст но-сво бод ным то гда 
и толь ко то гда, ко гда он рас по зна ет ся ав то ма том с ма га зин ной 
па мя тью.

 Вопросы

1. Изо бра зи те схе му ав то ма та с ма га зин ной па мя тью. Объ яс ни те 
уст рой ст во бло ка па мя ти МПLав то ма та. 
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2. Дай те оп ре де ле ние ав то ма та с ма га зин ной па мя тью. 
3. Ка ки ми спо со ба ми мож но рас по зна вать стро ки с по мо щью МПLав-

то ма та?
4. Ка кой вид язы ков мож но рас по зна вать с по мо щью МПLав то ма та?

 Задания

1. Убе ди тесь, что для язы ка L
nn

: 0n1n , n ≥ 0 не воз мож но по стро ить 
ко неч ный рас по зна ва тель. По строй те ко неч ный рас по зна ва тель 
для это го язы ка при ог ра ни че нии 0 ≤ n ≤ 10. 

2. Про из ве ди те рас по зна ва ние строк «000011» «111000» с по мо щью 
МПLрас по зна ва те ля для язы ка L

nn 
(этот рас по зна ва тель рас смат-

ри вал ся в ка че ст ве при ме ра в дан ной гла ве). Убе ди тесь, что эти 
стро ки не мо гут быть рас по зна ны.

3. По строй те ав то мат с ма га зин ной па мя тью, ко то рый рас по зна ет 
язык, со стоя щий из строк ωωn, где ω оп ре де ля ет ся ре гу ляр ным 
вы ра же ни ем (a ∪ b)(a ∪ b)*.

4. Оп ре де ли те, ка кой язык за да ют грам ма ти ки. По строй те ав то мат 
с ма га зин ной па мя тью, ко то рый рас по зна ет этот язык. 

 а)
G = ({A, S}, {a, b, d}, P, S), 

P:
1. S → Ad
2. A → aAbb | abb. 

 б)
G = ({A, S}, {a, b, d}, P, S), 

P:
1. S → SS | A
2. A → 0A1 | 01. 

5. На пи ши те ал го ритм, мо де ли рую щий ра бо ту МПLав то ма та.

9.5. Ма ши на Тью рин га. 
Ли ней но-ог ра ни чен ные ав то ма ты
 Ма ши на Тью рин га, те зис Чер ча — Тью рин га, рас по зна ва ние 
строк, рас по зна вае мые язы ки, ли ней но-ог ра ни чен ные ав то ма ты

 Ма ши на Тью рин га яв ля ет ся наи бо лее мощ ным ав то ма том 
из всех рас смот рен ных на ми. На зва на она в честь анг лий ско го 
ма те ма ти ка Ала на Тью рин га. Ма ши на Тью рин га со дер жит все 
эле мен ты ко неч но го  ав то ма та, кро ме то го, ее  вход ная лен та 
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бес ко неч на в обо их на прав ле ни ях, счи ты ваю щая го лов ка яв ля ет ся 
так же и пе ча таю щей, она мо жет пе ре дви гать ся вдоль лен ты в обо-
их на прав ле ни ях. 

Ут вер жде ние. С по мо щью ма ши ны Тью рин га мож но мо де ли-
ро вать лю бой вы чис ли тель ный про цесс, ко то рый мож но на звать 
ал го рит мом. Это ут вер жде ние из вест но как те зис Чер ча — Тью-

рин га. С по мо щью ма ши ны Тью рин га мож но рас по зна вать лю бые 
язы ки, оп ре де ляе мые грам ма ти ка ми об ще го ви да. 

Схе ма ма ши ны Тью рин га пред став ле на на ри сун ке 9.7.

Управляющее устройство
с конечным множеством 

состояний

ai ai + 1 ai + 2 ai + 3… …

ЧитающеLпишущая
входная головка,
двигается влево и вправо

Бесконечная
входная лента

 

Рис. 9.7. Схе ма ма ши ны Тью рин га

 Определение
Ма ши на Тью рин га — это струк ту ра 

T = (S, I, f, s
0
),

где S — ко неч ное мно же ст во со стоя ний; 
 I — ко неч ное мно же ст во до пус ти мых сим во лов лен ты, 

вклю ча ет пус той сим вол λ; 
 f —  ото бра же ние мно же ст ва S × I в мно же ст во 

S × I × {L, R}, оп ре де ляю щее для ком би на ции со стоя-
ния и вход но го сим во ла вы бор сле дую ще го со стоя ния, 
пе ча тае мый сим вол, на прав ле ние пе ре ме ще ния го лов-
ки — L (вле во), R (впра во). 

 На ко нец, s
0 
∈ S — на чаль ное со стоя ние управ ляю ще го 

уст рой ст ва.

По сколь ку лен та бес ко неч на, то ин фор ма ция, ко то рая долж на 
быть про чи та на, за ни ма ет лишь часть лен ты. Пус тые ячей ки за ни-
ма ет сим вол λ. В на чаль ном со стоя нии чи таю ще-пи шу щая го лов ка 



404 Раздел 9

ус та нав ли ва ет ся на са мую ле вую из не пус тых яче ек, и управ ляю щее 
уст рой ст во на хо дит ся в со стоя нии s

0
. Ма ши на ра бо та ет, со вер шая 

дей ст вия, оп ре де ляе мые функ ци ей f. Ма ши на ос та нав ли ва ет ся, ес ли 
для те ку щей ком би на ции со стоя ния и вход но го сим во ла  функ ция f 
не оп ре де ле на. 

Мо жет быть за да но мно же ст во ко неч ных со стоя ний. Ко неч ные 
со стоя ния оп ре де ля ют ся, в ос нов ном, ко гда ма ши на мо де ли ру ет 
рас по зна ва ние строк.

При мер. По стро им ма ши ну Тью рин га, рас по знаю щую стро ки 
ви да 0n1n, n ≥ 1. Мно же ст во этих строк об ра зу ет кон тек ст но-сво бод-
ный язык L

nn
.

По ло жим T = (S, I, f, s
0
), 

где
S = {s

0
, …, s

6
},

I = {0, 1, M},
s

0
 — на чаль ное со стоя ние; 

s
6
 — ко неч ное со стоя ние. 

Функ ция пе ре хо дов f пред став ле на в таб ли це 9.4. В ка ж дой ячей-
ке со дер жит ся но мер сле дую ще го со стоя ния, пе ча тае мый сим вол 
и на прав ле ние пе ре ме ще ния го лов ки (L — вле во, R — впра во).

Таб ли ца 9.4. Функ ция пе ре хо дов f

Вход ная ин фор ма ция

0 1 M λ

s
0

s
1
 M R - - -

s
1

s
1
 0 R s

1
 1 R s

2
 M L s

2
 λ L

s
2

- s
3
 M L - -

s
3

s
4
 0 L s

3
 1 L s

5
 M R -

s
4

s
4
 0 L - s

0
 M R -

s
5

- - s
6
 M R -

s
6

- - - -

Вход ная стро ка счи та ет ся рас по знан ной, ес ли по сле ее про чте-
ния ма ши на пе ре хо дит в ко неч ное со стоя ние s

6
. При рас по зна ва нии 

ис поль зу ет ся вспо мо га тель ный сим вол M, ко то рый за пи сы ва ет ся 
вме сто уже про чи тан ных сим во лов стро ки. 

Рас смот рим по сле до ва тель ность ша гов дан ной ма ши ны Тью-
рин га при рас по зна ва нии стро ки «000111» = 0313. 

На пер вом ша ге ма ши на T счи ты ва ет пер вый ноль, за ме ня ет 
его на M — «M00111», пе ре хо дит в со стоя ние s

1
, пе ре дви га ет ся 



405Автоматы

впра во, те ку щим ста но вит ся вто рой 0. На вто ром ша ге ма ши на 
счи ты ва ет те ку щий ноль, не из ме ня ет его, ос та ет ся в со стоя нии s

1
, 

пе ре дви га ет ся впра во, те ку щим ста но вит ся тре тий 0, и т.д. Пред-
ста вим эти дей ст вия схе ма тич но сле дую щим об ра зом:

(s
0
) … λ000111λ … → (s

1
) … λM00111λ … →

→ (s
1
) … λM00111λ … → (s

1
) … λM00111λ …→

→ (s
1
) … λM00111λ … → (s

1
) … λM00111λ … →

→ (s
1
) … λM00111λ … → (s

1
) … λM00111λ … →

→ (s
2
) … λM00111λ … → (s

3
) … λM0011Mλ … →

→ (s
3
) … λM0011Mλ … → (s

3
)…λM0011Mλ … →

→ (s
4
) … λM0011Mλ … → (s

4
) … λM0011Mλ … →

→ (s
0
) … λM0011Mλ … → (s

1
) … λMM011Mλ … →

→ (s
1
) … λMM011Mλ … → (s

1
) … λMM011Mλ … →

→ (s
1
) … λMM011Mλ … → (s

2
) … λMM011Mλ … →

→ (s
3
) … λMM01MMλ … → (s

3
) … λMM01MMλ … →

→ (s
4
) … λMM01MMλ … → (s

0
) … λMM01MMλ … →

→ (s
1
) … λMMM1MMλ … → (s

1
) … λMMM1MMλ … →

→ (s
2
) … λMMM1MMλ … → (s

3
) … λMMMMMMλ … →

→ (s
5
) … λMMMMMMλ … → (s

6
) … λMMMMMMλ … →

→ ос та нов (пе ре ход не оп ре де лен).

 По сколь ку ма ши на за кон чи ла ра бо ту в со стоя нии s
6
, то это 

оз на ча ет, что стро ка 0313 рас по зна на. Итак, кон тек ст но-сво бод ный 
язык L

nn
 мо жет быть за дан с по мо щью ав то ма та с ма га зин ной па-

мя тью. Рас смот рим язык 0n1n2n (на зо вем его L
nnn

). Язык L
nnn

 яв ля-
ет ся кон тек ст ноLза ви си мым и тре бу ет бо лее слож ный ав то мат для 
рас по зна ва ния. По стро им ма ши ну Тью рин га, рас по знаю щую этот 
язык.

При мер. Ма ши на Тью рин га, рас по знаю щая язык L
nnn

. По-
ложим

T = (S, I, f, s
0
), 

где
S = {s

0
, …, s

9
},

I = {0, 1, 2, M, E},
s

0
 — на чаль ное со стоя ние; 

s
9
 — ко неч ное со стоя ние. 
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 Функ ция f пред став ле на в таб ли це 9.5.

 Таб ли ца 9.5. Функ ция f

Вход ная ин фор ма ция

λ 0 1 2 E M

s
0

s
9
 λ L s

1
 0 L - - - -

s
1

s
2
 E R - - - - -

s
2

- s
3
 M R - - - s

2
 M R

s
3

- s
3
 0 R s

4
 M R - - s

3
 M R

s
4

- - s
4
 1 R s

5
 M R - s

4
 M R

s
5

s
6
 λ L - - s

5
 2 R - -

s
6

- - - s
7
 2 L - s

8
 M L

s
7

- s
7
 0 L s

7
 1 L s

7
 2 L s

2
 E R s

7
 M L

s
8

- - - - s
9
 E L s

8
 M L

s
9

- - - - - -

Ма ши ны Тью рин га мо гут мо де ли ро вать не толь ко рас по зна ва ние 
строк язы ка, но и лю бые дру гие вы чис ли тель ные ал го рит мы. Оче-
вид но, что для вы пол не ния та ких са мых про стых вы чис ле ний, как 
сло же ние или ум но же ние, тре бу ют ся до воль но гро мозд кие ма ши ны 
Тью рин га. Не сколь ко уп ро ща ет струк ту ру этих ма шин до бав ле ние 
до пол ни тель ных па рал лель ных вход ных и вы ход ных лент. Но яс-
но, что ма ши на Тью рин га не яв ля ет ся оп ти маль ным уст рой ст вом 
для прак ти че ско го вы пол не ния вы чис ле ний или рас по зна ва ния 
язы ков. Ос нов ная цель их соз да ния за клю ча ет ся в ис сле до ва нии 
с их по мо щью во про сов слож но сти ал го рит ма и ал го рит ми че ской 
раз ре ши мо сти. Ес ли уда ет ся до ка зать, что для ре ше ния не ко то рой 
за да чи не воз мож но по стро ить ма ши ну Тью рин га, то это оз на ча ет, 
что не су ще ст ву ет и ал го рит ма для ее ре ше ния. 

 Определение
Не де тер ми ни ро ван ный  рас по зна ва тель, па мя тью ко то ро го 
яв ля ет ся пер во на чаль но пус тая лен та ма ши ны Тью рин га 
дли ной не боль ше вход ной це поч ки, на зы ва ет ся ли ней но-

огра ни чен ным ав то ма том.

Язык оп ре де ля ет ся ли ней но-ог ра ни чен ным ав то ма том то гда 
и толь ко то гда, ко гда он кон тек ст но-за ви си мый.
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 Вопросы
1. Сфор му ли руй те тэ зис Чер ча — Тью рин га.
2. Ка кие язы ки мож но рас по зна вать с по мо щью ма ши ны Тью-

ринга?
3. Изо бра зи те схе му ма ши ны Тью рин га.
4. Дай те оп ре де ле ние ма ши ны Тью рин га.
5. Ка ко ва ос нов ная цель соз да ния ма ши ны Тью рин га?
6. Что пред став ля ет со бой ли ней но-ог ра ни чен ный ав то мат, и ка кие 

язы ки он оп ре де ля ет?

 Задания
1. Ис сле дуй те ра бо ту ма ши ны Тью рин га для рас по зна ва ния язы ка 

L
nnn

: 0n1n2n (кон ст рук ция ма ши ны при ве де на в ка че ст ве при ме ра 
в этом раз де ле). Ис поль зуй те в ка че ст ве вход ной ин фор ма ции 
стро ки, при над ле жа щие и не при над ле жа щие дан но му язы ку.

2. Пусть ма ши на Тью рин га за да на таб ли цей.

Вход ная ин фор ма ция

0 1 λ
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 Оп ре де ли те, ка кой вид бу дет иметь ин фор ма ция на лен те по сле 
ос та но ва ма ши ны, ес ли в на ча ле ра бо ты на вход по да на стро-
ка «… λλ010110λλ …» (го лов ка ус та нов ле на на под черк ну тый 
сим вол).

3. По строй те ма ши ну Тью рин га (ал фа вит лен ты {0, 1}), ко то рая:
 a) из ме ня ет пер вый 0 на лен те на 1 и ос таль ные сим во лы ос тав-

ля ет без из ме не ния; 
 б) из ме ня ет все сим во лы 1 на лен те на 0, кро ме са мой ле вой 

еди ни цы;
 в) рас по зна ет стро ки, за кан чи ваю щие ся ну лем;
 г) рас по зна ет стро ки, со дер жа щие чет ное чис ло еди ниц.
4. Со ставь те ал го ритм, мо де ли рую щий ра бо ту ма ши ны Тью рин га. На 

вход ал го рит ма по сту па ет таб ли ца ма ши ны и вход ная стро ка.



Комбинаторика
раздел 10

10.1. Пре ди сло вие

Ком би на то ри ка или ком би на тор ный ана лиз — об ласть дис-
крет ной ма те ма ти ки, ко то рая изу ча ет ком би на ции и пе ре ста нов-
ки пред ме тов, взаи мное рас по ло же ние час тей ко неч ных мно жеств 
пред ме тов про из воль но го про ис хо ж де ния, а так же бес ко неч ных 
мно жеств, ко то рые удов ле тво ря ют не ко то рым ус ло ви ям под чи нен-
нос ти. Воз ник ла комбинаторика в XVII ст. Но в са мо стоя тель ную 
на уч ную дис ци п ли ну ком би на тор ный ана лиз сфор ми ро вал ся лишь 
в ХХ ст. Ком би на тор ные ме то ды при ме ня ют ся в тео рии ве ро ят но-
стей, слу чай ных про цес сах, ста ти сти ке, ма те ма ти че ском про грам ми-
ро ва нии, пла ни ро ва нии экс пе ри мен тов. Рас смат ри ва ют ся за да чи, 
в ко то рых при хо дит ся из би рать те или иные пред ме ты, рас по ла-
гать их в оп ре де лен ном по ряд ке и на хо дить сре ди раз но об раз ных 
ком би на ций наи луч шие. Ком би на то ри ка тес но свя за на с тео рия ми 
чи сел, гра фов, ко неч ных ав то ма тов. Ее дос ти же ния ис поль зу ют ся 
при пла ни ро ва нии и ана ли зе на уч ных экс пе ри мен тов, в ли ней ном 
и ди на ми че ском про грам ми ро ва нии, в ма те ма ти че ской эко но ми ке, 
в сис те мах про ек ти ро ва ния и управ ле ния, в ком пь ю тер ных нау ках 
и дру гих об лас тях нау ки и тех ни ки.

Вы де ля ют следующие про бле мы ком би на тор но го ана ли за:

1) За да чи на пе ре числения, в ко то рых не об хо ди мо оп ре де лить 
ко ли че ст во раз ме ще ний эле мен тов ко неч но го мно же ст ва, удов ле тво-
ря ющих определенным ус ло ви ям. Для ре ше ния за дач перечисления 
раз ра бо та ны раз но об раз ные ме то ды, сре ди ко то рых сле ду ет от ме тить 
ме тод про из водящих функ ций и метод пе речисления Пойа.
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2) За да чи о су ще ст во ва нии и по строе нии. В за да чах та ко го 
клас са рас смат ри ва ют ся во просы: име ет ли ме сто оп ре де лен ная кон-
фи гу ра ция час тей ко неч но го мно же ст ва с не ко то ры ми свой ст ва ми; 
ес ли та кая кон фи гу ра ция су ще ст ву ет, то как ее по стро ить. При 
этом важ ную роль иг ра ют чис лен ные и ал геб раи че ские ме то ды.

3) За да чи о вы бо ре. За да чи та ко го ти па ис сле ду ют ус ло вия, при 
ко то рых мож но осуществить вы бор под мно же ст ва или не ко то рой 
со во куп но сти час тей мно же ст ва так, что бы удов ле тво рить опреде-
ленным тре бо ва ниям. Для ре ше ния за дач о вы бо ре, кро ме ком би-
на тор ных ме то дов, на до при ме нять алгеб раи че ский ап па рат.

Ис то рия раз ви тия ком би на то ри ки

Ки тай ские ру ко пи си XII–XIII ст. до н. э. опи сы ва ли окружа-
ющую действительность как объ е ди не ние двух на чал — муж ско го 
и жен ско го. Во семь ри сун ков из трех ря дов сим во лов изо бра жа ли 
зем лю, го ры, во ду и про чие сти хии — сум ма пер вых вось ми на ту-
раль ных чи сел (36) во пло ща ла Все лен ную.

Ле ген да о ки тай ском им пе ра то ре Ию, ко то рый жил 4000 лет 
то му, рас ска зы ва ет: су ще ст во ва ла свя щен ная че ре па ха, на пан-
ци ре ко то рой был изо бра жен ри су нок, содержащий девять чисел 
(рис. 10.1).

4  9  2
3  5  7
8  1  6

Рис. 10.1. Ма ги че ский квад рат

Сложив числа в стро ках, столб цах или диа го на лях маги чес-
ко го квад ра та, изо бра жен но го на рис. 10.1, по лу чим од но и то же 
чис ло — 15.

Кон крет ные ком би на тор ные за да чи, ко то рые ка са лись пе реч-
ня пред ме тов или не боль ших их групп, древ ние гре ки ре ша ли без 
оши бок.

Су ще ст ву ют смежные за да чи ме ж ду ком би на то ри кой и тео-
рией чи сел.

0  
0 0
0 0   

0 0 0
0 0 0
0 0 0

Рис. 10.2. Пред став ле ние квад ра тов чи сел
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Древ не гре че ские фи ло со фы пред ло жи ли по ня тие «квад ра та 
чис ла» — квад ра ты на ту раль ных чи сел изо бра жа лись ка меш ка ми, 
как по ка за но на рис. 10.2. С по мо щью ком би на ций пред ме тов и вы-
чис ле ния ко ли че ст ва та ких ком би на ций бы ли по лу чен ны чис ла, 
ко то рые рав ня ют ся сум ме сво их де ли те лей, на при мер, 6 = 1 + 2 + 3; 
«дру жественные чис ла», лю бое из ко то рых рав ня ет ся сум ме де ли-
те лей некоторого дру го го чис ла.

Боль шое раз ви тие в сред ние ве ка в Ев ро пе и Азии по лу чи ли 
разно об раз ные чи сло вые суе ве рия и тол ко ва ния, свя зан ные с за ме-
ной букв со от вет ст вую щи ми чис ла ми (гре ки обо зна ча ли чис ла с по-
мо щью букв — пер вые 9 ли тер ал фа ви та обо зна ча ли циф ры от 1 до 9, 
сле дую щие за ни ми — от 10 до 90, а по след ние 9 ли тер — чис ла 
от 100 до 900). В сред ние ве ка уче ные, ко то рые на зы ва лись ка ба ли ста-
ми, под да ва ли та ко му «ана ли зу» сло ва Биб лии и дру гих свя щен ных 
книг и де ла ли на ос но ве сво их ис сле до ва ний про ро че ст ва о бу ду щем 
ми ра. Особо выделялись чер то ва дю жи на — чис ло 13, ком би на ции 
это го чис ла с дня ми не де ли и ас тро но ми че ски ми яв ле ния ми — за т-
ме ния ми или по яв ле ни ем ко мет; чис ло дья во ла — 666.

На ря ду с ка ба ли ста ми и мис ти ка ми ком би на то ри кой в сред не-
ве ко вье за ни ма лись ас т ро ло ги.

Ас т ро ло гия — нау ка, ко то рая изу ча ет объ е ди не ние пла нет 
и их взаи мо рас по ло же ние ме ж ду со бой, — так же да ла тол чок для 
фор му ли ро ва ния и ре ше ния клас си че ских ком би на тор ных за дач. 
Ас т ро ло гов ин те ре со вал во прос о дви же нии пла нет и их влия нии 
на судь бы лю дей. Осо бое зна че ние уде ля ли они объ е ди не ни ям пла-
нет — встре чам раз ных пла нет в од ном зна ке зо диа ка.

Ас т ро лог Бен Эз ра (1140 г. н. э.) под счи тал ко ли че ст во со че-
таний се ми пла нет по две, по три и т.д. Ока за лось

C2
7
 = C5

7
, C3

7
 = C4

7
,

где Ck
n
 — чис ло со че таний из n раз ных пред ме тов по k.

Окон ча тель но фор му лу чис ла со че таний по лу чил Ле ви Бен 
Гер ман в XIV ст.:

.
...21

)1)...(1(
k

knnn
Ck

n ⋅⋅⋅
−−−=

В на ча ле XVII ст. эту фор му лу заново вы вел фран цуз ский ма-
те ма тик П. Эри гон.

Боль шое вни ма ние клас си фи ка ции ви дов су ж де ний уде ля ла 
схо ла сти че ская нау ка. В схо ла сти ке удивительно пе ре пле та лись 
ис сле до ва ния бо го сло вов с ис сле до ва ния ми про блем, ко то рые 
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при мы ка ют к ком би на то ри ке, ма те ма ти че ской ло ги ке, тео рии 
мно жеств и дру гих со вре мен ных об лас тей ма те ма ти ки. Боль ши ми 
зна то ка ми схо ла сти че ских ис сле до ва ний бы ли ос но ва те ли тео рии 
мно жеств — Бер нард Боль ца но и Ге орг Кан тор. Спо ря о взаи мо от-
но ше ни ях чле нов пре свя той трои цы, со под чи не нии ан ге лов, ар хан-
ге лов, хе ру ви мов и се ра фи мов, схо ла сты бы ли вы ну ж де ны рас смат-
ри вать раз но об раз ные от но ше ния по ряд ков и ие рар хии. На при мер, 
за гроб ный мир, опи сан ный Дан те в «Бо же ст вен ной ко ме дии», с его 
кру га ми ада и раз ны ми час тя ми чис ти ли ща и рая.

Схо ласт Рай монд Лу лий соз дал в XIII ст. ма ши ну, со став лен-
ную из не сколь ких кру гов, на ко то рые бы ли на не се ны ос нов ные 
 пре ди ка ты, субъ ек ты, ат ри бу ты и про чие по ня тия схо ла сти че ской 
ло ги ки. По во ра чи вая эти кру ги, он по лу чал раз но об раз ные объ е ди-
не ния по ня тий и на де ял ся най ти с их по мо щью ис ти ну.

Ре шая во про сы о про из ве де нии кор ней лю бой сте пе ни, араб ские 
ал геб раи сты дош ли до фор му лы для сте пе ни сум мы двух чи сел, из-
вест ной под на зва ни ем «би ном Нью то на». На вер ное, эту фор му лу 
знал по эт и ма те ма тик Омар Хай ям, ко то рый жил в XI–XII ст. н. э. 
В XIII–XV ст. н. е. та кую фор му лу при во дят в сво их ра бо тах не ко-
то рые араб ские уче ные.

Италь я нец Ле о нар до Пи зан ский, по про зви щу Фи бо нач чи, 
в своей кни ге «Li ber Ab aci», из дан ной в 1202 г., сис те ма ти зи ро вал 
всю ариф ме ти ку ара бов, не ко то рые све де ния из гео мет рии Эвк ли да 
и при ба вил к ним ре зуль та ты сво их ис сле до ва ний. Ра бо та Фи бо нач чи 
со дер жа ла и но вые ком би на тор ные за да чи, на при мер, о на хо ж де нии 
наи мень ше го ко ли че ст ва гирь, с по мо щью ко то рых мож но по лу чить 
лю бой це лый вес от 1 до 40 фун тов. Рас смат ри вал Ле о нар до и на-
хо ж де ние це лых ре ше ний урав не ний. Да лее ана ло гич ные за да чи 
при ве ли к ре ше нию за да чи о ко ли че ст ве на ту раль ных ре ше ний 
сис тем урав не ний и не ра венств, ко то рая мо жет рас смат ри вать ся 
как од на из фун да мен таль ных час тей ком би на то ри ки.

Но глав ной за слу гой Ле о нар до пе ред ком би на то ри кой бы ло 
то, что он сфор му ли ро вал и ре шил «за да чу о кро ликах». Еще 
со вре мен гре че ских ма те ма ти ков бы ли из вест ны две по сле до-
ватель но сти, ка ж дый член ко то рых по лу чал ся по оп ре де лен ным 
пра ви лам из пред ше ст вую щих чле нов — ариф ме ти че ская и гео-
мет ри че ская про грес сии. В за да чи Ле о нар до поя ви лась но вая 
по сле до ва тель ность, ка ж дый член ко то рой (на чи ная с третье го) 
рав ня ет ся сум ме двух пред ше ст вую щих чле нов: u

n
 = u

n – 1
 + u

n – 2
. 

По доб ные фор му лы по лу чи ли на зва ние ре ку ррент ных (от ла тин-
ского re cur rere — воз вра щать ся). Ме тод ре ку ррент ных фор мул 
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ока зал ся со вре ме нем од ним из мощ ней ших для ре ше ния ком би-
на тор ных за дач.

Нар ды, шаш ки, шах ма ты, япон ские об лав ные шаш ки «го» — 
в этих иг рах нуж но рас смат ри вать раз но об раз ные со еди не ния пе ре-
движ ных фи гур, и вы иг ра ет тот, кто их луч ше вы учит, про счи та ет 
вы иг рыш ные ком би на ции и из бег нет про иг рыш ных.

Не ма лый тол чок к раз ви тию ком би на то ри ки да ли азарт ные 
иг ры, ко то рые су ще ст во ва ли очень дав но, но по лу чи ли осо бое рас-
про стра не ние по сле кре сто вых по хо дов. Наи боль шее рас про стра не-
ние по лу чи ла иг ра в кос ти.

Ра бо ты Бле за Пас ка ля и Пье ра Фер ма (Фран ция, XVII ст.) по ло-
жи ли на ча ло ком би на тор ной (дис крет ной) тео рии ве ро ят но стей. 

В 1666 г. Гот фрид Виль гельм Лейб ниц пред ло жил фун да мен-
тальные по ня тия ком би на то ри ки. К об лас ти ком би на то ри ки Лейб-
ниц от но сил и «уни вер саль ную ха рак те ри сти ку» — ма те ма ти ку 
су ж де ний, то есть про об раз ма те ма ти че ской ло ги ки.

По сле ра бот Пас ка ля и Фер ма, Лейб ни ца и Л. Эй ле ра мож но 
бы ло уже го во рить о ком би на то ри ке как о са мо стоя тель ной час ти 
ма те ма ти ки, тес но свя зан ной с дру ги ми об лас тя ми нау ки, как 
тео рия ве ро ят но стей, уче ние о ря дах и т.п. В кон це XVIII ст. не-
мец кий уче ный Гин ден бург и его уче ни ки сде ла ли да же по пыт ку 
вы стро ить об щую тео рию ком би на тор но го ана ли за.

В XIX ст. во вре мя ис сле до ва ний по ком би на то ри ке на ча ли 
про сле жи вать ся свя зи этой тео рии с оп ре де ли те ля ми, ко неч ны ми 
гео мет рия ми,  груп па ми, ма те ма ти че ской ло ги кой и т.д.

Од ной из наи бо лее слож ных за га док в био ло гии XX ст. бы ло 
строе ние «ни тей жиз ни» — мо ле кул бел ка и нук леи но вых ки слот. 
Ока за лось, что мо ле ку лы бел ка — это объ е ди не ния не сколь ких 
длин ных це пей, со став лен ных из 20 ами но кис лот. По сле от кры-
тия строе ния ДНК воз ник во прос: ка ким об ра зом мо ле ку лы ДНК 
пе ре да ют ор га низ му ин ст рук ции о по строе нии це пей ами но кис лот, 
из ко то рых со сто ят бел ки. Ис сле до ва ния по ка за ли, что речь идет 
о 20 ами но кис ло тах. Аме ри кан ский фи зик Г. Га мов сфор му ли ро вал 
за да чу так: как с по мо щью 4 ви дов нук лео ти дов мож но за шиф ро-
вать 20 ви дов ами но кис лот? Эта за да ча, как и мно го дру гих за дач 
ге не ти ки, име ет ком би на тор ное со дер жа ние и, в ча ст но сти, свя за на 
с та ким раз де лом ком би на то ри ки, как ко ди ро ва ние.

Крип то гра фия — нау ка о шиф ро ва нии — бы ла из вест на с дав-
них вре мен; од на из об лас тей крип то гра фии — рас шиф ров ка пись-
мен (текстов) древ них ци ви ли за ций. Ключ к чте нию ие рог ли фов, 
уте рян ный не сколь ко ты ся че ле тий на зад, был сно ва най ден имен но 
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бла го да ря ком би на тор ным ме то дам в чте нии за бы тых пись мен нос-
тей, ос но ван ных на на блю де ни ях за тек стом, на со пос тав ле нии 
по вто ряе мо сти ком би на ций слов и грам ма ти че ских форм. Так же 
нужен ана лиз на зна че ния над пи си, вре ме ни и ус ло вий ее состав-
ле ния и т.д. Типичный пример из этой области дает ис то рия рас-
шиф ров ки кли но пис ных над пи сей.

10.2. Пер вич ные по ня тия ком би на тор но го 
ана ли за

Не ко то рые клас си че ские за да чи 
ком би на то ри ки

А. Ма ги че ский квад рат. «Рас по ло жить чис ла 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9 в ви де квад ра та так, что бы сум ма чи сел лю бо го из столб-
цов, строк и диа го на лей бы ла од ной и той же».

Ма ги че ский квад рат 3-го по ряд ка был изо бра жен на рис. 10.1. 
Бо лее слож ная за да ча — по строе ние ма ги че ских квад ра тов 4-го по-
ряд ка; до ка за на воз мож ность по строе ния все го 880 ти пов та ких 
квад ра тов. Су ще ст ву ют ал го рит мы по строе ния квад ра тов выс ших 
по ряд ков и ма ги че ских ку бов.

Б. Шах мат ные за да чи. Хо ро шо из вест на за да ча о фер зях: 
«По ста вить на шах мат ную дос ку наи боль шее ко ли че ст во фер зей 
та ким об ра зом, что бы ни один из них не мог взять дру го го». 

Ре ше ние здесь дос та точ но оче вид ное — боль ше 8 фер зей 
на дос ку по ста вить не уда ет ся. 

По сколь ку ферзь бьет по го ри зон та ли, вер ти ка ли и диа го на-
ли шах мат ной дос ки раз ме ром 8 × 8 кле ток, то боль ше 8 фер зей 
по ста вить невоз мож но. За да чу мож но ре шить пря мым пе ре бо ром 
ва ри ан тов, и ока жет ся, что во семь фер зей мож но рас по ло жить та-
ким об ра зом, причем все го есть 92 ва ри ан та та ко го рас по ло же ния. 
Один из ва ри ан тов в ка че ст ве при ме ра при ве ден на рис. 10.3. 

В об щепри ня тых обо зна че ни ях шах мат ных вер ти ка лей и го ри-
зон та лей ука зан ный ва ри ант рас по ло же ния фер зей за пи сы ва ет ся 
так:

(a, 6), (b, 3), (c, 5), (d, 8), (e, 1), (f, 4), (g, 2), (h, 7). 

При ве дем еще один до пус ти мый ва ри ант рас по ло же ния:

(a, 6), (b, 1), (c, 5), (d, 2), (e, 8), (f, 3), (g, 7), (h, 4).
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hgfedcba

Ф1

Ф2

Ф3

Ф4

Ф5

Ф6

Ф7

Ф8

Рис. 10.3. Рас по ло же ние фер зей та ким об ра зом,
что ни один из них не мо жет взять дру го го

На дос ке раз ме ром n × n, где чис ло n не долж но де лить ся ни 
на 2, ни на 3, мож но по ста вить по n фер зей n раз но об раз ных цве тов 
та ким об ра зом, что бы фер зи од но го цве та не би ли друг дру га.

Ес ли рас став лять шах мат ных ко ней, то ока жет ся, что лю бой 
из них на дос ке раз ме ром 2 × 4 мо жет бить толь ко од ну клет ку и на 
этой дос ке воз мож но раз мес тить толь ко че ты рех ко ней, ко то рые 
не бьют друг дру га. На дос ке 8 × 8 мож но та ким об ра зом по ста вить 
толь ко 8 ⋅ 4 = 32 ко ня, так как дос ка раз ме ром 8 × 8 кле ток раз-
би ва ет ся на во семь по лей раз ме ра 2 × 4. На дос ке раз ме ром n × n 
мож но по ста вить (n ⋅ n)/2 не бью щих друг дру га ко ней, ес ли n 
четное, и (n ⋅ n + 1)/2 ко ней, ес ли n не чет ное.

В. Ла тин ские квад ра ты и блок-схе мы. Квад рат раз ме ром n 
строк и n столб цов, со став лен ный из n ли тер та ким об ра зом, что бы 
ка ж дая бу к ва вхо ди ла лишь од на ж ды в ка ж дый стол бец и ка ж дую 
стро ку, на зы ва ют ла тин ским. На рис. 10.4 изо бра жен ла тин ский 
квад рат раз ме ром 4 × 4.

A B C D

B A D C

C D A B

D C B A

 Рис. 10.4. Ла тин ский квад рат 4 × 4

Ес ли два ла тин ских квад ра та «на ло жить» друг на дру га та ким 
об ра зом, что бы ка ж дая па ра букв (боль шая и ма лень кая) A, B, C, D 



415Комбинаторика

и a, b, c, d встре ти лась толь ко один раз, то та кие квад ра ты на зы-
ва ют ор то го наль ны ми. 

Ор то го наль ный ла тин ский квад рат раз ме ром 4 × 4 изо бра жен 
на рис. 10.5.

Ab Db Ba Cc

Bc Ca Ad Db

Cd Bb Dc Aa

Da Ac Cb Bd

Рис. 10.5. Пара ор то го наль ных ла тин ских квад ратов

Пер вым за да чу об ортогональных ла тин ских квад ра тах рас смот-
рел Л. Эй лер (задача об «офицерском каре»). Эта за да ча не име ет 
ре ше ния при n = 2 и n = 6.

Г.  Тео ре ма о пред ста ви те лях

Пусть в некотором мно же ст ве Х вы де ле ны под мно же ст ва X
1
, 

X
2
, …, X

n
. Для то го, что бы в Х мож но бы ло из брать n раз ных эле-

мен тов_представителей a
1
, a

2
, …, a

n
, та ких, что a

1
 ∈ X

1
, a

2
 ∈ X

2
, …, 

a
n
 ∈ X

n
, не об хо ди мо и дос та точ но вы пол не ние та ко го ус ло вия: для 

каждого значения k = 1, 2, …, n – 1 объ е ди не ние лю бых k вы бран ных 
под мно жеств Х долж но со дер жать, по край ней ме ре, k не оди на ко-
вых эле мен тов. Сфор му ли ро ван ная тео ре ма о пред ста ви те лях бы ла 
до ка за на Ф. Хол лом. Са ма про бле ма по ис ка пред ста ви те лей име-
ет дру гие на зва ния или тол ко ва ния. На при мер, на зва ние «за да ча 
о сель ских свадь бах» воз ник ло по то му, что Гер ман Вейль впер вые 
сфор му ли ро вал по доб ную за да чу в не сколь ко шут ли вом то не: «В се ле 
от но си тель но ка ж до го пар ня и де вуш ки из вест но, дру жат они или 
нет. Ес ли для лю бых k пар ней объ е ди не ния мно жеств их под руг 
со дер жит, по край ней ме ре, k де ву шек, то ка ж дый па рень мо жет 
из брать се бе же ну из чис ла сво их под руг». Здесь Х — мно же ст во 
всех де ву шек; X

1
, X

2
, …, X

n
 — под мно же ст ва, ко то рые со сто ят из 

под руг пер во го, вто ро го, …, n-го пар ня. До ка зы ва ют эту тео ре му 
ме то дом ма те ма ти че ской ин дук ции по ко ли че ст ву пар ней.

За ме тим, что Ф. Холл до ка зал спра вед ли вость тео ре мы о раз-
личных пред ста ви те лях для лю бой сис те мы под мно жеств X

1
, X

2
, …, 

X
n
 мно же ст ва X, ко то рое мо жет со дер жать и бес ко неч ное чис ло 

эле мен тов. Ко неч ный ва ри ант тео ре мы Ф. Хол ла эк ви ва лент ен 
тео ре ме Д. Ке ни га о мат ри цах (лю бая из тео рем лег ко вы во дит ся 
од на из од ной). Тео ре ма Ке ни га от но сит ся к бу ле вым мат ри цам, 
ко то рые встре ча ют ся в ло ги ке, це ло чис лен ном про грам ми ро ва нии, 
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в тео рии гра фов и се тей. Лю бой стол бец или стро ка мат ри цы на зы-
ва ют ся ее «ли ни ей».

 Тео ре ма Д. Ке ни га (о мат ри цах)

Пусть эле мен ты пря мо уголь ной мат ри цы со сто ят из ну лей 
и еди ниц. Ми ни маль ное чис ло ли ний, ко то рые со дер жат все еди-
ни цы мат ри цы, рав ня ет ся мак си маль но му чис лу q та ких еди ниц 
в мат ри це, сре ди ко то рых не су ще ст ву ет двух рас по ло жен ных 
на од ной ли нии. 

Ка ж дое  под мно же ст во из q еди ниц мат ри цы с ука зан ным 
свой ст вом на зо вем ба зис ным мно же ст вом еди ниц. Рас смот рим 
при ме ры бу ле вых мат риц:

edcba

A ,

00000

00000

00100

00010

1

2

3

4
*

*

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

dcba

B .

0001

1100

0011

0011

1

2

3

4

*

*

*

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

У мат ри цы А ба зис ное мно же ст во еди ниц обо зна че но звез доч-
ка ми, оно един ст вен ное. Чис ло q рав ня ет ся двум, а ми ни маль ное 
мно же ст во ли ний, ко то рые со дер жат все еди ни цы А, не од но. Соб-
ст вен но, су ще ст ву ет 4 ми ни маль ные мно же ст ва ли ний:

{стро ка 3, стро ка 4}, {стол бец b, стол бец с}, 
{стро ка 4, стол бец с}, {стро ка 3, стол бец b}.

У мат ри цы В чис ло q рав ня ет ся трем. Ми ни маль ное мно же ст во 
ли ний, ко то рые со дер жат все еди ни цы, од но: {стол бец а, стол бец b, 
стро ка 2}.

Ба зис ное мно же ст во еди ниц обо зна че но звез доч ка ми, но оно 
не од но.

 Задания
Пе ре счи тать все ба зис ные мно же ст ва еди ниц у мат ри цы В.

Д. Пра ви ла сум мы и про из ве де ния

Пра ви ло сум мы. Ес ли мно же ст во М — это объ е ди не ние мно-
жеств M

1
, M

2
, M

3
, …, M

k
, ко то рые не пе ре се ка ют ся по пар но, то гда 

количество элементов множеств связаны соотношением

|M| = |M
1
| + … + |M

k
|.

Здесь |M| — ко ли че ст во эле мен тов мно же ст ва M.
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Пусть пред мет a
1
 мож но из брать m

1
 спо со ба ми, пред мет a

2
 — m

2
 

спо со ба ми, …, пред мет a
k
 — m

k
 спо со ба ми. То гда вы бор пред ме та a

1
, 

или a
2
, …, или a

k
 мо жет быть сде лан

m
1
 + m

2
 + … + m

k
 (10.1)

спо со ба ми.
Под черк нем, что здесь со юз «или» упот реб ля ет ся в раз де ли-

тель ном со дер жа нии, то есть вы бор а
i
 ис клю ча ет вы бор лю бо го 

дру го го пред ме та.
При мер. Из го ро да А в го род В от прав ля ют ся 10 по ез дов, 

5 са мо ле тов и 3 ав то бу са. Сколь ки ми спо со ба ми одному человеку 
мож но до б рать ся из А в В?

По пра ви лу сум мы все го су ще ст ву ет 10 + 5 + 3 = 18 спо со бов.
Пра ви ло про из ве де ния. Ес ли M

1
, M

2
, M

3
, …, M

k
 — ко неч ные 

мно же ст ва и M = M
1
 × M

2
 × … × M

k
 — их де кар то во про из ве де ние, 

то
|M| = | M

1
 × M

2
 × … × M

k
 | = |M

1
| ⋅ |M

2
| ⋅ … ⋅ |M

k
|.

Пусть пред мет a
1
 мож но из брать m

1
 спо со ба ми, пред мет a

2
 — m

2
 

спо со ба ми, …, пред мет a
k
 — m

k
 спо со ба ми и пусть вы бор пред ме та a

1
 

не влия ет на ко ли че ст во спо со бов вы бо ра пред ме тов a
2
, …, a

k
; вы бор 

пред ме та a
2
 не влия ет на ко ли че ст во спо со бов вы бо ра пред ме тов 

a
1
, a

3
, …, a

k
 и т.д. То гда вы бор упо ря до чен но го мно же ст ва пред ме тов 

(a
1
, a

2
, …, a

k
) в ука зан ном по ряд ке мож но осу ще ст вить

m
1
 ⋅ m

2
 ⋅ … ⋅ m

k
 (10.2)

спо со ба ми.
При мер. Есть 17 пар ней и 21 де вуш ка. Сколь ко тан це валь ных 

пар они мо гут об ра зо вать?
Сна ча ла из бе рем пар ня — это мож но сде лать 17 спо со ба ми, по сле 

это го ка ж дый па рень из бе рет се бе парт нер шу (21 спо соб). По пра ви-
лу про из ве де ния вы бор упо ря до чен но го мно же ст ва танцевальных 
пар (па рень, де вуш ка) составляет 17 ⋅ 21 = 375 пар.

Е. Слож ный вы бор пред ме тов

Час то в ком би на тор ных за да чах вы бор пред ме тов осу ще ст в ля-
ет ся в не сколь ко эта пов, при чем в не ко то рых из них вы пол ня ют ся 
ус ло вия, при ко то рых дей ст ву ют пра ви ла сум мы, в дру гих — пра-
вило про из ве де ния. Во об ще «со став ной», «слож ный» вы бор пред-
ме тов, ко то рый осу ще ст в ля ет ся пу тем по сле до ва тель но го вы бо ра 
«про стых» пред ме тов, в прак ти че ских за да чах встре ча ет ся до воль-
но час то. Удобным сред ст вом ана ли за воз мож но стей и пе ре бо ра 
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слу ча ев вы бо ра яв ля ет ся по строе ние кор не во го де ре ва — ка ж дой 
по сле до ва тель но сти воз мож ных вы бо ров от ве ча ет путь, ко то рый 
на прав ля ет ся от кор ня X

0
 к ко нцевым вер ши нам дерева. Ко нец 

лю бой из дуг пер во го уров ня от ве ча ет воз мож но му ре зуль та ту 
вы бо ра пер во го уров ня и т.д. Та ким об ра зом, де ре во стро ит ся уро-
вень за уров нем, по ка не бу дут ис чер паны все воз мож но сти вы бо ра 
в по сле до ва тель но сти, ко то рая рас смат ри ва ет ся. Ко нец ка ж дой ду ги 
k-уров ня де ре ва от ве ча ет еди ной по сле до ва тель но сти ре зуль та тов 
пер вых k вы бо ров.

При мер. Код Мор зе. Сколь ко раз но об раз ных сим во лов мо жет 
быть за пи сано ко дом Мор зе (•, –), ес ли для их за пи си ис поль зу ет ся 
не боль ше пя ти зна ков?

Су ще ст ву ет пять спо со бов вы бо ра дли ны сим во ла: 1, 2, 3, 4 
или 5 зна ков. Из кор ня X

0
 вый дут 5 дуг:

X
0
X

1
, X

0
X

2
, X

0
X

3
, X

0
X

4
, X

0
X

5
.

При дли не ко да 1 су ще ст ву ют 2 сим во ла • и —, по это му из вер-
ши ны X

1
 со от вет ст вен но вы бо ру дли ны сим во ла, ко то рый рав ня ет-

ся 1, про во дим две ду ги: X
1
 X

11
 и X

1
 X

12
. При дли не кода, ко то рая 

рав ня ет ся 2, су ще ст ву ют 4 сим во ла: ••, •–, –•, ––; из вер ши ны X
2
 

про во дим 4 ду ги:

X
2
X

21
, X

2
X

22
, X

2
X

23
, X

2
X

24
.

При дли не ко да, ко то рый рав ня ет ся 3, име ем 8 сим во лов. Итак, 
из вер ши ны X

3
 про во дим 8 дуг. Ана ло гич но 16 сим во лов дли ны 4 

и 32 сим во ла дли ны 5. Об щее ко ли че ст во кон цевых вер шин рав ня ет-
ся 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 62. Это и есть искомое число символов.

10.3. Пе ре ста нов ки, раз ме ще ния, сочетания

Раз ме ще ния и пе ре ста нов ки без по вто ре ний
Пусть M = {a

1
, a

2
, …, a

n
} — фик си ро ван ное мно же ст во.

 Определение
Упо ря до чен ные под мно же ст ва из k эле мен тов (b

1
, b

2
, …, b

k
) мно-

же ст ва M на зы ва ют ся пе ре ста нов ка ми k эле мен тов. Мож но 
сказать, что k-пе ре ста нов ка (b

1
, b

2
, …, b

k
) — это раз ме ще ние 

в оп ре де лен ном по ряд ке k эле мен тов из мно же ст ва M.

 Определение
k-пе ре ста нов ки мно же ст ва из n эле мен тов на зы ва ют ся раз-

ме ще ния ми из n по k эле мен тов.
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Ес ли в пе ре ста нов ке при ни ма ют уча стие все  эле мен ты мно же-
ст ва (nLпе ре ста нов ка), то ис поль зу ют термин пе ре ста нов ка, а ко-
ли че ст во всех n-пе ре ста но вок обо зна ча ют че рез P

n
.

Два раз ме ще ния из n по k различ ны, ес ли они со сто ят из раз-
ных эле мен тов или из одинаковых эле мен тов, но рас по ло жен ных 
в раз ном по ряд ке.

Обо зна че ние. Ak

n
 — ко ли че ст во k-раз ме ще ний n-мно же с-

тва M (чи та ет ся A из n по k). При об ра зо ва нии раз ме ще ний пер-
вый эле мент мо жет быть из бран n спо со ба ми, так как су ще ст ву ет 
воз мож ность не за ви си мо го вы бо ра из n эле ментов, вто рой — (n – 1) 
раз личны ми спо со ба ми, так как не за ви си мый вы бор осу ще ст в ля ет-
ся для ос тат ка из (n – 1) эле мен та, k-ий эле мент — со от вет ст вен но 
n – k + 1 спо со ба ми. При ме ним пра ви ло про из ве де ния:

.
)!(

!
)1)...(1(

kn
n

knnnAk
n −

=+−−=  (10.3)

Ес ли n = k, то гда An
n
 — ко ли че ст во всех спо со бов упо ря до че ния 

этих эле мен тов:

P
n
 =  An

n
 =  n! .  (10.4)

При мер. M = {1, 2, 3}. По стро ить вся че ские пе ре ста нов ки мно-
же ст ва M по 2 и по 3 эле мен та.

Пе ре ста нов ки (раз ме ще ния) по 2 эле мен та:

(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 3), (3, 2). 

Их ко ли че ст во A2
3
 = 3 ⋅ 2 = 6.

 

Пе ре ста нов ки по 3 эле мен та, то есть просто перестановки эле-
ментов множества M:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Их ко ли че ст во P
3
 = 3! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 6. 

Раз ме ще ния и пе ре ста нов ки обя за тель но учи ты ва ют по ря-
док эле мен тов.

Раз ме ще ния и пе ре ста нов ки с по вто ре ния ми

Пе ре ста нов ки из n эле мен тов в ко ли че ст ве (10.4) и раз ме-
ще ния из n эле мен тов по k в ко ли че ст ве (10.3) пред став ля ют упо-

ря до чен ные вы бор ки по пар но раз личных эле мен тов ис ход но го 
мно же ст ва М, |M| = n. Час то при хо дит ся де лать упо ря до чен ные 
вы бор ки с по вто ре ни ями не ко то рых эле мен тов. На при мер, та ки ми 
яв ля ют ся 3Lвы бор ки (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1), (2, 3, 3), (3, 2, 3) 
из мно же ст ва М = {1, 2, 3}. Та кие об щие упо ря до чен ные k-вы борки 
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(с по вто ре ни ями либо без них) ино гда на зы ва ют  кор те жа ми (дли-
ны k). Два кор те жа (то есть две об щие вы бор ки) счи та ют ся оди на-
ко вы ми, ес ли они име ют оди на ко вую дли ну и на мес тах с оди на ко-
вы ми но ме ра ми сто ят оди на ко вые эле мен ты.

 Определение
Раз ме ще ни ем с по вто ре ния ми из n эле мен тов по k (k-раз-

ме ще ни ем с по вто ре ни ем из n) на зы ва ет ся кор теж (вы бор ка 
с по вто ре ни ем) дли ны k из n элементов.
Ко ли че ст во k-раз ме ще ний с по вто ре ния ми из n элементов 
вы чис ля ет ся по фор му ле:

kk
n nA = . (10.5)

Дей ст ви тель но, по сле за пол не ния пер во го мес та кор те жа дли-
ной k од ним из n эле мен тов (что воз мож но сде лать n варианта ми) 
за пол нять вто рое ме сто кор те жа мож но снова любым эле мен том 
из все го мно же ст ва (по вто ряя в од ном из ва ри ан тов эле мент, ко-
то рый на хо дит ся на пер вом мес те), и так да лее k раз. По пра ви лу 

про из ве де ния по лу чим, что kk
n nnnnA =⋅= ... .

Другое доказательство это го со от но ше ния про во дит ся ме то дом 
ма те ма ти че ской ин дук ции по k-ко ли че ст ву эле мен тов в раз ме ще-
нии при фик си ро ван ном зна че нии n.

При мер. Ес ли в ви де ис ход но го мно же ст ва взять лю бое сло-
во, на при мер, БРАТ, то гда по лу чим 24 сло ва из 4 раз ных букв 
(24 пе ре ста нов ки без по вто ре ний в со от вет ст вии с фор му лой (10.4) 
для n = 4). Ес ли воз мож ные по вто ре ния букв, на при мер, БРРР, 

БАБА и др., то гда мы по лу чим ко ли че ст во слов 256444
4 ==A . Мно-

же ст во 3-слов, использующих четыре различные буквы (та ких, как 
БАР, РАБ, АРА и др.), со сто ит из 43 = 64 слов.

Пре ж де чем рас смат ри вать пе ре ста нов ки с по вто ре ния ми, вы яс-
ним, сколь ко не оди на ко вых кор те жей дли ны 4 мож но об ра зо вать, 
пе ре став ляя ме ж ду со бою бу к вы в сло ве ГА ГА. Та ких пе ре ста но вок 
име ем толь ко 6 (вме сто чис ла пе ре ста но вок P

4
 = 4! = 24 из четы рех 

раз ных букв без по вто ре ний):

ГА ГА, ГА АГ, ГГАА, АГАГ, ААГГ, АГ ГА.

Пра ви ло соз да ния этих 6 кор те жей мож но пе ре фор му ли ро вать 
ина че, благоприятнее для обоб ще ния.

Четырехэлементное мно же ст во М со сто ит из двух эле мен тов 
мно же ст ва М

1
 = {А, А} ти па «А» и двух эле мен тов мно же ст ва М

2
 =

= {Г, Г} ти па «Г». Сколь ко су ще ст ву ет 4-вы бо рок (пе ре ста но вок) из 
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эле мен тов М та ких, которые со дер жат два эле мен та ти па А и два 
эле мен та ти па Г?

Обоб ще ние это го при ме ра обес пе чи ва ет удач ное фор му ли ро ва-
ние и бы строе ре ше ние за да чи о ко ли че ст ве упо ря до чен ных пе ре-
ста но вок с обо зна чен ны ми ин дек са ми по вто ре ний. 

Фор му ли ро вка. Пусть мно же ст во М из n пред ме тов (|M| = n) 
со стоит из мно же ст ва М

1
 пред ме тов пер во го ти па ко ли че ст вом 

n
1
(|M

1
| = n

1
), мно же ст ва М

2 
пред ме тов вто ро го ти па ко ли че ст-

вом n
2 

и т. д. до мно же ст ва М
k
 пред ме тов k-го ти па ко ли че ст вом 

n
k
(|M

k
| = n

k
), при чем 

i

k

i
MUM

1=
= ,  n

1
 + n

2
 + … + n

k
 = n,  M

i
 ∩ M

j
 = ∅, i ≠ j.

Сколь ко су ще ст ву ет та ких n-пе ре ста но вок с по вто ре ния ми, ко-
то рые со дер жат n

1
 эле ментов пер во го ти па, n

2
 эле мен тов вто ро го 

ти па, …, n
k
 эле мен тов k-го ти па? 

Эле мен ты пер во го ти па мож но пе ре став лять ме ж ду со бой n
1
! 

спо со ба ми, но так как все эле мен ты оди на ко вые, та кие пе ре ста нов-
ки ни че го не из ме ня ют.

Пе ре ста нов ки эле мен тов од но го ти па мож но де лать не за ви си мо 
от пе ре ста но вок эле мен тов дру го го ти па, по это му по пра ви лу про из-
ве де ния эле мен ты пе ре ста нов ки мож но пе ре став лять ме ж ду со бою 
n

1
!n

2
! … n

k
! спо со ба ми так, что об щая n-пе ре ста нов ка не из ме нит ся. 

Итак, мно же ст во всех n! пе ре ста но вок из n эле мен тов ис ход но го 
мно же ст ва рас па да ет ся на час ти, ко то рые со сто ят из n

1
!n

2
! … n

k
! 

оди на ко вых пе ре ста но вок. Ко ли че ст во раз но об раз ных пе ре ста но вок 
с ука зан ны ми по вто ре ния ми n

1
, n

2
, … n

k
 рав ня ет ся

,
!!...!

!
),,,(

21
21

k
k nnn

n
nnnP =…  (10.6)

где n = n
1
 + n

2
 + … + n

k
. Спи сок (n

1
, n

2
, … n

k
) на зы ва ют спе ци фи-

ка ци ей пе ре ста нов ки.

Со четания

В тех слу ча ях, когда не интересен по ря док эле мен тов в ком би-
на ции, а ин те ре сен лишь со став ком би на ции, го во рят о со четании 
(ино гда ис поль зу ет ся термин «ком би на ция»).

Сочетания без по вто ре ний

 Определение
Сочетанием из n эле мен тов по k (k-со чета ни ем из n) 
на зы ва ет ся любое k-размеще ние (или k-вы бор ка) из этих 
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элемен тов, в ко то ром учитывается лишь со став эле мен тов 
и не учитывается их по рядо к.

Ко ли че ст во k-со чета ний из n эле мен тов обознача ет ся Ck

n
, или 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k

n
, чи та ет ся «ко ли че ст во со чета ний из n по k».

Из не упо ря до чен но го мно же ст ва эле мен тов 
kiii aaa ,...,,

21
, мож-

но об ра зо вать k! упо ря до чен ных k-раз ме ще ний обо зна чен ных эле-
ментов. По это му ко ли че ст во Ck

n
 всех k-со чета ний из n эле мен тов в k! 

раз мень ше, чем ко ли че ст во Ak
n
 всех упо ря до чен ных раз ме ще ний 

из n эле мен тов по k: 

.
!)!(

!

! kkn
n

k

A
C

k
nk

n −
==  (10.7)

Эта фор му ла сов па да ет с фор му лой (10.6), ес ли n
1
 = k, n

2
 =

= n – k:

,
!)!(

!
),(

kkn
n

knkP
−

=−  (10.8)

дру ги ми сло ва ми,

Ck
n
 = P(k, n – k). (10.9)

При мер. В фут боль ном чем пио на те при ни ма ют уча стие 17 ко-
манд. При ус ло вии, что 3 по след ние ко ман ды ос тав ля ют выс шую 
ли гу, сколь ко ва ри ан тов та ко го за вер ше ния чем пио на та?

По сколь ку нас не ин те ре су ет взаимный по ря док ко манд, ко то-
рые за ня ли по след ние мес та в ли ге, при ме ним фор му лу под сче та 
со чета ний — ко ли че ст ва ва ри ан тов:

.6805817
321

151617

)!14(!3

!173
17 =⋅⋅=

⋅⋅
⋅⋅

==C

Со четания с по вто ре ния ми
Име ем пред ме ты n ти пов в та ком ко ли че ст ве, что пред ме тов 

ка ж до го ти па не мень ше, чем k эк зем п ля ров. Сколь ко су ще ст ву ет 
не упо ря до чен ных k-вы бо рок (ком би на ций) пред ме тов с воз мож ны-
ми по вто ре ния ми?

Эта про бле ма име ет ост ро ум ную «кон ди терс кую» ил лю ст ра-
цию. В ма га зи не про да ют ся пи рожные чет ырех сор тов (ти пов): 
би зе, на по ле о ны, пе соч ные и эк ле ры. Сколь ко су ще ст ву ет ком би-
на ций при об ре те ния 7 пи рож ных? Здесь n = 4, k = 7.

Ес ли иден ти фи ци ро вать ти пы пи рож ных но ме ра ми 1, 2, 3, 4 
в той по сле до ва тель но сти, как они за пи са ны, то при ме ры при об ре-
те ния пи рож ных име ют вид  кор те жей дли ны 4: 
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(1, 1, 1, 4), (2, 2, 2, 1), (2, 0, 0, 5), (0, 2, 3, 2), … (10.10)

Вто рой  кор теж означает, что мы при об ре ли 2 би зе, 2 на по ле о-
на, 2 пе соч ни ка, 1 эк лер.

При ве дем эк ви ва лент ную фор му ли ро вку этой за да чи. Най ти 
ко ли че ст во k

nC  сочетаний по k эле мен тов с по вто ре ния ми из n 
эле мен тов мно же ст ва A = {a

i
}n

1
.

Обо зна чим че рез k
i
 ко ли че ст во по вто ре ний эле мен та а

i
 в оп ре-

де лен ном со чета нии (ком би на ции)

k
i
 ∈ {0, 1, 2, …, k}, i = 1, 2, …, n. То гда k

1
 + k

2
 + … + k

n
 = k.

За да чу ре ша ют с по мо щью ко ди ро ва ния — за шиф ру ем ка ж дую 
ком би на цию ну ля ми и еди ни ца ми: для ка ж до го ти па пи шут столь-
ко еди ниц, сколь ко пред ме тов это го ти па вхо дит в ком би на цию 
и, если пред ме ты не ко то ро го ти па не вхо дят в ком би на цию, то гда 
на со от вет ст вую щем мес те пишется 0. Со сед ние ти пы от де ля ют один 
от дру го го ну лем, ес ли оба со сед них ти па со дер жат хо тя бы по од-
ной еди ни це. Так, че ты ре ком би на ции (10.10) из «кон ди терс ко го 
при ме ра» ко ди ру ют ся со от вет ст вен но та ким об ра зом:

(1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1); 
(1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1).

При ко ди ро ва нии по лу чим столь ко еди ниц, сколь ко пред ме-
тов вхо дит в ком би на цию, то есть k еди ниц и n – 1 ну лей. Раз ным 
ком би на ци ям (или не упо ря до чен ным вы бор кам) соответствуют 
раз ные пе ре ста нов ки с по вто ре ния ми, а ка ж дой пе ре ста нов ке соот-
ветствует ком би на ция ну лей и еди ниц. Та ким об ра зом, ко ли че ст во 
k-со чета ний с по вто ре ния ми из эле мен тов n ти пов k

nC  рав ня ет ся 
ко ли че ст ву P(k, n – 1) пе ре ста но вок с по вто ре ния ми из k еди ниц 
и n – 1 ну лей:

.
)!1(!

)!1(
)1,( 1

k
kn

k
n C

nk
nk

nkPC −+=
−
−+

=−=  (10.11)

При ба вим ус ло вие — в ком би на ции долж ны вхо дить эле мен ты 
не сколь ких фик си ро ван ных ти пов (r ти пов) r ≤ n. Что бы вы пол нить 
это ус ло вие, возь мем сра зу же по од ному эле мен ту из дан ных r 
ти пов. Та ким об ра зом, в k-со чета нии ока жут ся за ня ты ми r мест, 
дру гие k – r мест мож но за пол нить лю бы ми эле мен та ми, по это му 
ком би на ций ис ко мо го ви да бу дет

.
)!1()!(

)!1(
1 −−

−−+
== −

−−+
−

nrk
rnk

CC rk
rkn

rk
n  (10.12)
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 Задания
1. В за да че с пи рож ны ми под счи тать ко ли че ст во ва ри ан тов по куп-

ки 7 пи рож ных.
2. При тех же самых ус ло виях за да чи под счи тать: сколь ко су ще ст ву-

ет та ких ва ри ан тов покупки 7 пи рож ных, ко то рые со дер жат:
 а) хо тя бы од но би зе;
 б) не ме нее чем 3 эк ле ра.

Свой ст ва сочета ний

Ариф ме ти че ский тре уголь ник (тре уголь ник Пас ка ля)
По сле до ва тель ные зна че ния Ck

n
 мож но под счи ты вать с по-

мо щью фор мул (10.13), ко то рые про ве ря ют ся не по сред ст вен но 
с по мо щью (10.7):

., 1
1
1

k
n

k
n

k
n

kn
n

k
n CCCCC −

−
−

− +==  (10.13)

По стро им так на зы вае мый ариф ме ти че ский тре уголь ник.
1. По ло жим C0

0
 = 1, за пи шем это зна че ние в пер вую стро ку.

2. Во вто рой стро ке за пи шем зна че ния C0
1
 = 1, C1

1
 = 1 та ким 

об ра зом, что бы зна че ние C0
0
 ока за лось над про ме жут ком ме ж ду 

чис ла ми вто рой стро ки (рис. 10.6).
3. Сле дую щая стро ка: пер вое и по след нее (третье) чис ла есть 

C0
2
 = C2

2
 = 1. Ме ж ду эти ми чис ла ми за пи шем зна че ние C1

2
 = 2. По 

фор му ле (10.13) C1
2
 = C0

1
 + C1

1
, то есть C1

2
 рав ня ет ся сум ме чи сел 

пред ше ст вую щей стро ки, рас по ло жен ных по ле вую сто ро ну и по 
пра вую сто ро ну от не го: C1

2
 = C0

1
 + C1

1
 = 1 + 1 = 2.

4. По такому же пра ви лу за пол ня ем сле дую щие стро ки — по 
кра ям пи шем чис ла C0

n
 = Cn

n
 = 1, а все про ме жу точ ные зна че ния 

по лу чаем как сум мы двух чи сел пред ше ст вую щей стро ки, рас-
по ло жен ных по ле вую сто ро ну и по пра вую сто ро ну от ис ко мо го 
зна че ния. В результате по лу чим ариф ме ти че ский тре уголь ник, 
пер вые стро ки ко то ро го при ве де ны на рис. 10.6.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

– – – – – –

Рис. 10.6. Ариф ме ти че ский тре уголь ник
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При построении ариф ме ти че ско го тре уголь ни ка ка ж дое чис ло 
n-стро ки при ни ма ет уча стие в фор ми ро ва нии двух чи сел (n + 1)-стро-
ки. Ес ли сложить чис ла (n + 1)-стро ки че рез од но, то по лу чен ная 
сум ма рав ня ет ся сум ме всех чи сел n-стро ки.

Че рез од но чис ла (n + 1)-й стро ки мож но складывать дву мя 
спо со ба ми — просуммировать чис ла, рас по ло жен ные на не чет ных 
по зи ци ях в стро ке, или те, что рас по ло жен ны на четных по зи ци-
ях. В обо их слу ча ях по лу чим оди на ко вое чис ло, ко то рое рав ня ет ся 
сум ме чи сел в стро ке с пред ше ст вую щим но ме ром n. Это свой ст во 
за пи шем в ви де

.......... 1
1

2
1

1
1

0
1

531420 −
−−−− ++++=+++=+++ n

nnnnnnnnnn CCCCCCCCCC

Избранные то ж де ст ва
Из свойств ариф ме ти че ско го тре уголь ни ка вы те ка ет, что сум-

ма чи сел (n + 1)-й стро ки вдвое боль ше сум мы чи сел n-й стро ки. 
В пер вой стро ке сто ит чис ло 1, и сум ма чи сел пер вой стро ки 1. 
По это му в (n + 1)-й стро ке сум ма чи сел рав ня ет ся 2n, то есть

C0
n
 + C1

n
 + … + Cn

n
 = 2n. (10.14)

Еще не сколь ко свойств при ведем без до ка за тель ст ва:

C0
n – 1

 + C1
n
 + C2

n + 1
 + … + Cm

n + m – 1
 = Cm

n + m
; (10.15)
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n
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От сю да

2
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...321 +=
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=++++ mC
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;
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−
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10.4. Фор му ла вклю че ний и ис клю че ний. 
При ме не ние
Об щая фор му ла. По ста вим за да чу: «Пусть есть N пред ме-

тов, не ко то рые из ко то рых име ют свой ст ва α
1
, α

2
, …, α

n
. При этом 

отдельный пред мет мо жет не иметь ни од ного из этих свойств или 
иметь од но из свойств, или иметь свой ст ва α

i
, α

j
, …, α

h
 и, воз мож-

но, не ко то рые из дру гих свойств. Обо зна чим че рез N(α
i
, α

j
, …, α

h
) 

ко ли че ст во пред ме тов, ко то рые име ют свой ст ва α
i
, α

j
, …, α

h
. Ес ли 

пред ме ты не име ют свой ст ва α
k
, обо зна чим это штри хом α′

k
. На при-

мер, N(α
1
, α

2
, α′

3
) — ко ли че ст во пред ме тов со свой ст ва ми α

1
, α

2
, 

которые не име ют свой ст ва α
3
. О дру гих свой ст вах нам не из вест но, 

имеют ли их эти предметы или нет.
Об щая фор му ла вклю че ний и ис клю че ний подсчитывает ко ли-

че ст во пред ме тов, ли шен ных всех без ис клю че ния свойств и име ет 
вид:

...),,(),(...),(...),(),(

)(...)()(),...,,(

321113121

2121

nnn

nn

NNNNN

NNNNN

ααααααααααα

αααααα

−−++++++

+−−−−=′′′

−

).,...,,()1(...),,(... 2112 n
n

nnn NN αααααα −++− −−  (10.18)
Ес ли (α

i
α

j
 … α

k
α

n
) — ком би на ция свойств без уче та их по-

ряд ка, то знак «+» в фор му ле (10.18) ставит ся при ус ло вии, что 
ко ли че ст во свойств четно и «–» — ес ли не чет но. На при мер, член 
N(α

1
, α

3
, α

8
, α

11
) вхо дит с зна ком «+», а член N(α

2
, α

4
, α

6
) — со зна-

ком «–».
Та ким об ра зом, в фор му ле вклю че ний и ис клю че ний сна ча ла 

исклю ча ют ся все пред ме ты, ко то рые име ют хо тя бы од но из свойств 
α

1
, α

2
, …, α

n
, по том вклю ча ют ся пред ме ты, ко то рые име ют хо тя бы 

два из этих свойств, даль ше ис клю ча ют ся те, которые име ют, по 
край ней ме ре, три свой ст ва и т.д.

Доказательство проводится ме то дом ин дук ции по ко ли че ст ву 
свойств.

На ло жим следующие ог ра ни че ния на ко ли че ст во эле мен тов, 
ко то рые обладают не ко то рыми из свойств α

1
, α

2
, …, α

n
:

N(α
1
) = … = N(α

n
) = N(1),

N(α
1
, α

2
) = N(α

1
, α

3
) = … = N(α

n – 1
, α

n
) = N(2),

........................................................,
N(α

1
, …, α

k
) = … = N(α

n – k + 1
, …, α

n
) = N(k),

..........................................,
N(α

1
, α

2
, …, α

n
 = N(n)).
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Та ким об ра зом, до пол ни тель но предполагается, что ко ли че ст во 
эле мен тов с лю бы ми свой ст ва ми за ви сит толь ко от ко ли че ст ва этих 
свойств, а не от ти па (или но ме ров) свойств, при су щих пред ме там. 
От сю да вы те ка ет, что сум мар ное ко ли че ст во пред ме тов, ко то рые 
име ют ров но k свойств, рав ня ет ся

.,...,2,1,),...,(...),...,( )(
11 nkNCNN kk

nnknk ==++ +− αααα

При ука зан ных ог ра ни че ни ях фор му ла вклю че ний и ис клю че-
ний име ет вид (10.19):

.)1(),...,( )()2(2)1(1
1

nn
n

n
nnn NCNCNCNN −+…−+−=′′ αα  (10.19)

При ме не ние формулы включений и исключений 
к пе ре ста нов кам с ог ра ни че ния ми

Ко ли че ст во сме ще ний D
n

Най ти ко ли че ст во сме ще ний D
n
 — пе ре ста но вок из n эле мен-

тов, из ко то рых ни од ин не ос та ет ся в пер вич ном по ло же нии.
За да ча о сме ще нии из вест на дав но: на при мер, ею за ни мал ся 

еще Л. Эйлер. Зна че ние D
n
 бы ст ро получается с по мо щью форму-

лы (10.19) вклю че ний и ис клю че ний с ог ра ни че ния ми. Пусть 
N = P

n
 — ко ли че ст во всех пе ре ста но вок из n эле мен тов, N(1) = P

n – 1
 — 

ко ли че ст во та ких пе ре ста но вок, в ко то рых один фик си ро ван ный 
эле мент α

i
 ос та ет ся на сво ем мес те. Во об ще, N(k) = P

n – k
 — коли че ст-

во пе ре ста но вок, в ко то рых k фик си ро ван ных эле мен тов (из этих 
n эле мен тов) ос та ют ся на сво ем мес те, k = 1, …, n.

То гда ко ли че ст во сме ще ний D
n
 рав ня ет ся N(α′

1
, …, α′

n
) — чис лу 

пе ре ста но вок, в ко то рых ка ж дый эле мент α
i
 не ос та ет ся на сво ем 

мес те. Со глас но (10.19) име ем 

].
!

)1(
...

!2

1

!1

1
1[!)1(... 02

2
1

1

n
nPCPCPCPD

n
n
n

n
nnnnnn

−
+++−=−+−+−= −−

Ко неч но, D
1
 = 0.

Ес ли n = 0, до го во рим ся, что D
0
 = 1.

Сме ще ние не пол но го ко ли че ст ва эле мен тов
Ко ли че ст во пе ре ста но вок D

n, r
 из n эле мен тов, при ко то рых 

ров но r эле мен тов ос та ют ся на пер во на чаль ных мес тах, а дру гие 
n – r обя за тель но из ме ня ют свое по ло же ние, рав ня ет ся

D
n, r

 = Cr
n
D

n – r
.

 Сна ча ла сле ду ет вы брать, какие имен но r эле мен тов ос та нут ся 
на мес те. Это мож но сде лать Cr

n
 спо со ба ми. Дру гие n – r эле мен тов 
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мож но пе ре став лять лю бы ми спо со ба ми, лишь бы ни один из них 
не ока зал ся на сво ем на чаль ном мес те. Это мож но сде лать D

n – r
 

спо со ба ми. По пра ви лу про из ве де ния по лу чим Cr
n
 D

n – r
 искомых 

перестановок. 
Ра зо бьем все пе ре ста нов ки на клас сы в за ви си мо сти от то го, сколь-

ко эле мен тов ос та ют ся несмещенными при дан ной пе ре ста новке

,!
0 0

,∑ ∑
= =

− ==
n

r

n

r
rn

r
nrn nDCD

(так как об щее ко ли че ст во пе ре ста но вок рав ня ет ся n!).
С по мо щью фор му лы вклю че ний и ис клю че ний мож но ре шить 

та кую за да чу: «Най ти ко ли че ст во пе ре ста но вок из n эле мен тов, при 
ко то рых дан ные r эле мен тов сме щены (а дру гие мо гут быть или на 
сво их мес тах, или сме щен ыми)». Это ко ли че ст во рав ня ет ся

n! – C1
r
(n – 1)! + C2

r
(n – 2)! – … + (–1)r(n – r)!.

Ар гу мен та ция осу ще ст в ля ет ся по об раз цу вывода фор му лы 
для D

n
: от пер во го ша га — ис клю че ние из P

n
 ко ли че ст ва пе ре ста-

но вок C1
r
P

n – 1
,в ко то рых один из r эле мен тов не из ме ня ет сво его 

мес та, до rLго ша га — учет ко ли че ст ва Cr
r
P

n – r
 = P

n – r
 пе ре ста но вок, 

в ко то рых r ука зан ных эле мен тов ос та ет ся на сво их мес тах:

P
n
 – C1

r
P

n – 1
 + C2

r
P

n – 2
 – … + (–1)rCr

r
P

n – r
.

За да чи о раз ме ще нии пред ме тов

Ре шая за да чи о раз мещении (рас пре де ле нии пред ме тов по 
ур нам), не об хо ди мо проанализировать со дер жа ние за да чи, фи зи че-
ские свойства пред ме тов, что бы пра виль но ре шить во про с о том, 
счи тать ли пред ме ты оди на ко вы ми или раз ны ми, учи ты вать или 
нет по ря док вы бор ки пред ме тов, раз ли чать или нет ур ны од ну от 
другой. Ес ли за да ча фор му ли ру ет ся так, что не воз мож но од но знач но 
от ве тить на по доб ные во про сы, не об хо ди мо при нять до пол ни тель-
ные пред по ло же ния.

Рас пре де ле ние n раз ных пред ме тов по k ур нам. Ко ли че ст во 
размещений по k ур нам n раз ных пред ме тов при условии, что бы 
в пер вую ур ну по па ло n

1
 пред ме тов, во вто рую — n

2
, …, в по след-

нюю — n
k
 пред ме тов, рав ня ет ся:

,
!!...!

!
),...,,(

21
21

k
k nnn

n
nnnP =  (10.20)

n = n
1
 + n

2
 + … + n

k
.
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 Задания
 Ис хо дя из сов па де ния фор мул (10.20) и (10.6), ус та но вить связь 

ме ж ду за да ча ми о n-пе ре ста нов ках с по вто ре ния ми (п. 10.3) и рас-
пре де ле ние пред ме тов ме ж ду ур на ми.

 Ука за ние. Но ме ра лю бо го из n
i
 пред ме тов i-ой ур ны от ве ча ют но ме-

рам мест, ко то рые занимают в пе ре ста нов ках по вто ряе мые эле мен ты 
i-го ти па.

Рас пре де ле ние n оди на ко вых пред ме тов по k ур нам

Ус та но вим, что n оди на ко вых пред ме тов ме ж ду k ли ца ми 
мож но раз де лить

1
11)1,( −

−+−+ ==− k
kn

n
kn CCknP

спо со ба ми.
 Выстроим в од ну стро ку n оди на ко вых пред ме тов и соз да дим 

до пол ни тель но мно же ст во из (k – 1) пред ме тов вто ро го ти па («раз-
де ли те лей»). Встав ляя все до пол ни тель ные пред ме ты на раз ные 
мес та в стро ке ме ж ду ис ход ны ми пред ме та ми, мож но раз де лить 
по след ние на «k» по сле до ва тель ных це по чек, ко то рые вру ча ют ся 
со от вет ст вую щим ли цам. По нят но, что ко ли че ст во ис ко мых рас-
пре де ле ний n оди на ко вых пред ме тов ме ж ду k ли ца ми рав ня ет ся 
ко ли че ст ву пе ре ста но вок из n + (k – 1) пред ме тов с по вто ре ния ми 
n пред ме тов пер во го ти па и (k – 1) пред ме тов вто ро го ти па, то есть 
рав ня ет ся P(n, k – 1). Ес ли при этом m раз де ли те лей предшеству ют 
всем n пред ме там пер во го ти па, то гда ли ца 1, 2, …, m не по лу ча ют 
ни еди но го пред ме та при раз де ле, m ∈ {1, …, k – 1}. 

Ес ли де лить спра вед ли во, с уров нем спра вед ли во сти r, то ка ж-
дый уча ст ник рас пре де ле ния дол жен по лу чить ми ни мум r пред ме-
тов. Нач нем с то го, что каждому раз да дим по r пред ме тов. По сле 
это го ос та нет ся n – kr пред ме тов, ко то рые рас пре де лим про из воль-
но. Это мож но сде лать

1
1)1(

1
1

−
−−−

−
−+− = k

rkn
k

kkrn CC
спо со ба ми.

Рас пре де ле ние раз ных пред ме тов 
без уче та по ряд ка пред ме тов в ур нах

Не об хо ди мо рас пре де лить n раз лич ных пред ме тов ме ж ду k 
ур на ми, вме сти тель ность ко то рых не ог ра ни чена (ка ж дый че ло век, 
ко то рый при ни ма ет уча стие в рас пре де ле нии, мо жет за брать се бе 
все). Пер вый пред мет мож но по ло жить в лю бую из k урн, вто рой 
(не за ви си мо от пер во го) так же в k урн и т.д. По пра ви лу про из ве-
де ния пред ме ты мож но рас пре де лить kn спо со ба ми.
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Рас пре де ле ние раз ных пред ме тов ме ж ду оди на ко вы ми 
ур на ми при ус ло вии, что ур ны не  пус тые
Обо зна чим Sk

n
 ко ли че ст во спо со бов рас пре де ле ния n раз ных 

пред ме тов ме ж ду k оди на ко вы ми ур на ми так, что бы ка ж дая ур на 
бы ла не пустой. Из ка ж до го та ко го рас пре де ле ния мож но по лу чить 
k! ана ло гич ных рас пре де ле ний по раз ны м ур на м (пометить k урн 
мож но k! спо со ба ми).Та ким об ра зом, ко ли че ст во М(n, k) рас пре де-
ле ний n раз ных пред ме тов ме ж ду k раз ны ми ур на ми с ис поль зо-
ва ни ем ка ж дой ур ны в ка ж дом рас пре де ле нии («не пус тые ур ны») 
рав ня ет ся M(n, k) = k!Sk

n
.

Ко ли че ст ва М(n, k) но сят на зва ние чис ел Мор га на. Фор му ла 

]1)1(...)2()1([
!

1 1121 nk
k

kn
k

n
k

nk
n CkCkCk

k
S −−−++−+−−=  (10.21)

вы те ка ет из фор му лы вклю че ний и ис клю че ний.
Чис ла Sk

n
 называются чис ла ми Стирлин га вто ро го ро да. 

Оп ре де лим:

Sk
n
 = 0, ес ли k > n или k = 0. Так же S0

0
 = 1, Sn

n
 = 1.

Чис ла Стирлинга Sk
n
 удов ле тво ря ют ре кур сив ному со от но-

шению:
Sk

n + 1
 = kSk

n
 + S

n
k – 1. 

Чис ла Бел ла
Чис ла Бел ла B

n
 — это ко ли че ст во всех спо со бов раз биения 

мно же ст ва из n эле мен тов в объ е ди не ние не пус тых под мно жеств, 
ко то рые не пе ре се ка ют ся. По нят но, что

,
0

∑
=

=
n

k

k
nn SB

где B
0
 = 1, S0

n
 = 0.

Про ве ря ет ся, что

.
0

1 ∑
=

+ =
n

k
k

k
nn BCB

Рас пре де ле ние раз ных пред ме тов 
с уче том их по ряд ка в ур нах
Ес ли не ог ра ни чи вать ко ли че ст во пред ме тов в ур нах и ес ли 

пред ме ты не раз ли чать ме ж ду со бой, то ко ли че ст во та ких рас пре-
де ле ний рав ня ет ся 1

1
−

−+
k

knC .
Ка ж до му спо со бу рас пре де ле ния оди на ко вых пред ме тов ме ж-

ду ур на ми от ве ча ет n! спо со бов рас пре де ле ния раз ных пред ме тов 
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с уче том их по ряд ка, ко то рые получаются с по мо щью пе ре ста но-
вок пред ме тов ме ж ду со бой без из ме не ния ко ли че ст ва пред ме тов 
в ур нах. По пра ви лу про из ве де ния по лу ча ем ис ко мое ко ли че ст во 
рас пре де ле ний:

.
)!1(

)!1(
! 1

1
1

n
kn

k
kn A

k
kn

nC −+
−

−+ =
−

−+
=⋅

10.5. Би но ми аль ная и по ли но ми аль ная 
фор му лы
Би ном Нью то на. Фор му лу 

(a + b)n = C0
n
a0bn + C1

n
a1bn – 1 + … + Ck

n
akbn – k + … + Cn

n
anb0 (10.22)

до ка жем ком би на тор ны ми со об ра же ния ми. Ес ли вы ра же ние 
(a + b)n за пи сать в ви де про из ве де ния мно жи те лей (a + b)(a + b) … 
(a + b), то по сле их пе ре мно же ния без из ме не ния по ряд ка мы по лу-
чим по доб ные сла гае мые, у лю бо го из ко то рых в раз ном по ряд ке 
вхо дят k мно жи те лей а и (n – k) мно жи те лей b(k = n, n – 1, …, 0). 
Ко ли че ст во по доб ных чле нов akbn – k с фик си ро ван ны ми сте пе ня-
ми k и n – k рав ня ет ся ко ли че ст ву ва ри ан тов за пи си бу к вы а на 
k по зи ци ях из n воз мож ных по зи ций, то есть рав ня ет ся Ck

n
. От сю да 

вы те ка ет фор му ла (10.22).
По ли но ми аль ная фор му ла 

( ) ,...),...,,(... 21

21
0

2121
m

i

k
m

kk
n

k
m

n
m aaakkkPaaa ⋅=+++ ∑

=
 (10.23)

где k
1
 + k

2
 + … + k

m
 = n есть обоб ще ни е фор му лы би но ма Нью то на 

(10.22). До казательство сра зу же вы те ка ет из то го, что ко ли че ст во 
по доб ных чле нов mk

m
kk aaa ⋅⋅⋅ ...21

21 , по лу чен ных по сле пе ре мно же ния 
n мно жи те лей 

(a
1
 + a

2
 + … + a

m
) (a

1
 + a

2
 + … + a

m
) … (a

1
 + a

2
 + … + a

m
),

рав ня ет ся чис лу раз би ений n мест на m групп для k
1
 мно жи те лей 

a
1
, k

2
 мно жи те лей a

2
, …, k

m
 мно жи те лей a

m
. Об щее ко ли че ст во та-

ких раз би ений рав ня ет ся P(k
1
, k

2
, …, k

m
) (см. (10.20)).

10.6 Ком би на тор ные за да чи и тео рия чи сел
Ре ше то Эра тос фе на
Од на из боль ших за га док ма те ма ти ки — раз ме ще ние про-

стых чи сел в на ту раль ном ря де. Эра тос фен пред ло жил ре ше ния 
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за да чи о на хо ж де нии всех про стых чи сел сре ди на ту раль ных от 1 
до N (сей час 1 счи та ет ся осо бым чис лом). Спо соб Эра тос фе на: сна-
ча ла вы чер ки ва ют все чис ла, ко то рые де лят ся на 2, ос тав ляя са мо 
число 2, по том бе рут сле дую щее чис ло — 3, по нят но, что оно про стое, 
и вы чер ки ва ют все сле дую щие чис ла, ко то рые де лят ся на 3 и т.д. 
Чис ла, ко то рые ос та лись по сле вычеркивания, и есть про стые.

Под счи та ем, сколь ко про стых чи сел в пер вой сот не. Обо зна чим 
это ко ли че ст во через π(100). Про стые чис ла, мень шие, чем 10 100 = , 
есть чис ла 2, 3, 5, 7. При ме ним ал го ритм ре ше та Эра тос фе на 
к по сле до ва тель но сти

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, …, 100

и вы черк нем все чис ла, ко то рые име ют хо тя бы один де ли тель 2, 3, 
5, 7, а са мые эти де ли те ли ос тав ля ем в последовательности. То гда 
ос та ет ся π(100) про стых чи сел. Обо зна чим свой ст ва: 

α
1
 — де ли мость на 2;

α
2
 — де ли мость на 3;

α
3
 — де ли мость на 5;

α
4
 — де ли мость на 7.

По нят но, что в по сле до ва тель но сти 1, 2, 3, …, 100 ко ли че ст-
во чи сел N(α′

1
, α′

2
, α′

3
, α′

4
), ко то рые не име ют ни еди но го свой ст ва 

α
i
(i = 1, 2, 3, 4), рав ня ет ся N(α′

1
, α′

2
, α′

3
, α′

4
) = π(100) + 1 – 4 =

= π(100) – 3. Здесь добавлена 1 — количество особых чисел (единица) 
и вычтено 4 — количество первых четырех простых чисел (2, 3, 5, 7), 
каждое из которых обладает в точности одним из свойств α

i
.

На пом ним, что N(α
1
) = [

2

100
] = 50 — ко ли че ст во чи сел от 1-го 

до 100, ко то рые де лят ся на 2; N(α
1
α

2
) = [

32

100

⋅
] = 16 — де лят ся на 2 

и 3 одновременно; N(α
2
, α

3
, α

4
) = [

753

100

⋅⋅
] = 0 — де лят ся на 3, 5, 7 од-

но вре менно; N(α
1
, α

2
, α

3
, α

4
) = [

7532

100

⋅⋅⋅
] = 0 — де лят ся на лю бое из 

чи сел 2, 3, 5, 7. Здесь [k] есть обо зна че ние це лой час ти чис ла k.
По фор му ле вклю че ний и ис клю че ний име ем:

π(100) – 3 = N(α′
1
, α′

2
, α′

3
, α′

4
) = 100 – N(α

1
) – N(α

2
) –

– N(α
3
) – N(α

4
) + N(α

1
, α

2
) + N(α

1
, α

3
) + N(α

1
, α

4
) + N(α

2
, α

3
) +

+ N(α
2
, α

4
) + N(α

3
, α

4
) – N(α

1
, α

2
, α

3
) – N(α

1
, α

2
, α

4
) – N(α

1
, α

3
, α

4
) –

– N(α
2
, α

3
, α

4
) + N(α

1
, α

2
, α

3
, α

4
) = 100 – 50 – 33 – 20 – 14 + 16 +

+ 10 + 7 + 6 + 4 + 2 – 3 – 2 – 1 – 0 + 0 = 22.
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Окон ча тель но по лу ча ем, что в пер вой сот не по ме ща ет ся 
π(100) = 25 про стых чи сел.

 Задания
При вес ти все 25 про стых чисел от 2 до 100. Сколь ко сре ди них 
на считывается «пар близ не цов» — пар про стых чи сел, которые 
от ли ча ют ся на 2? Сколь ко про стых чи сел по па да ет в каждый де ся-
ток — пер вый, вто рой, …, де ся тый?

Ре ку ррент ные со от но ше ния

Ме тод ре ку ррент ных со от но ше ний со сто ит в том, что ре ше ние 
ком би на тор ной за да чи с n пред ме та ми вы ра жа ет ся че рез ре ше ние 
ана ло гич ной за да чи с мень шим ко ли че ст вом пред ме тов с по мо щью 
не ко то ро го со от но ше ния, ко то рое на зы ва ет ся ре ку ррент ным («об рат-
ным»). Поль зу ясь этим со от но ше ни ем, ис ко мую ве ли чи ну мож но 
вы чис лить, ис хо дя из то го, что для не боль шо го ко ли че ст ва пред-
ме тов (од но го, двух) ре ше ние за да чи лег ко на хо дит ся.

Про ил лю ст ри ру ем ме тод ре ку ррент ных со от но ше ний на при-
ме ре сочетаний с по вто ре ния ми.

Обо зна чим ко ли че ст во сочетаний из n пред ме тов {a
1
, …, a

n
} 

по k с по вто ре ния ми че рез fk
n
 (в раз де ле 10.3 бы ло при ме нено 

обозначение  –Ck
n
). Лю бое из сочетаний или со дер жит, или не со дер-

жит a
1
. Ко ли че ст во сочетаний, ко то рые не со дер жат a

1
, рав ня ет ся 

fk
n – 1

 (это сочетания из пред ме тов a
2
, …, a

n
 по k). Ка ж дое сочетание, 

ко то рое со дер жит a
1
 как минимум один раз, мо жет быть по лу че но 

при сое ди не ни ем к a
1
 не ко то ро го сочетания из n пред ме тов по k – 1 

(ко ли че ст во та ких сочетаний рав ня ет ся f
n
k – 1). Итак, 

fk
n
 = fk

n – 1
 + f

n
k – 1. (10.24)

По сле до ва тель но при ме няя дан ное ре ку ррент ное со от но ше ние, 
по лу чим

.......)( 1
1

2
1

1
1

2
1

1
1

1
1 kkk

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

n
k

n ffffffffff ++++==++=+= −−
−

−
−

−
−

−
−

−  (10.25)

По нят но, что f1
n
 = n, fk

1
 = 1.

Счи тая k = 2, име ем (см. (10.17)):

2
1

2 2)1(12...)1( +=+=+++−+= nn Cnnnnf . (10.26)

Ес ли k = 3, то гда с уче том (10.16) име ем:

.... 3
2

2
2

2
3

22
1

3
++ =++++= nnnn CCCCCf
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На (k – 1)-м ша ге по лу чим:

),1,(1 −== −+ nkPCf k
kn

k
n  (10.27)

что со гла со вы ва ет ся с пред ше ст вую щим ре зуль та том (10.11).

Чис ла Фи бо нач чи
Ле о нар до Фи бо нач чи в 1202 г. ре шал за да чи с по мо щью ре-

ку ррент но го со от но ше ния, в ко то ром n-ый член вы ра жал ся с по-
мо щью двух пред ше ст вую щих. За да ча, ко то рая рас смат ри ва лась, 
име ет следующий вид:

«Ка ж дая пара взрос лых кро лей при но сит еже ме сяч но еще па-
ру кро ли ков (сам ку и сам ца), ко то рые, в свою оче редь, на чи на ют 
да вать та кой са мый при плод че рез два ме ся ца по сле сво его ро ж-
де ния. Сколь ко пар кро ликов бу дет че рез год, ес ли в на ча ле го да 
бы ла од на пара но во ро ж ден ных кро ли ков и ни один из них за год 
не по гиб?»

Обо зна чим че рез u
n
 ко ли че ст во пар кро ликов в на ча ле n-го ме-

ся ца. То гда по ус ло вию u
1
 = 1, u

2
 = 1, u

3
 = 2, так как к на ча лу 3-го 

ме ся ца поя вляет ся при плод. Да лее u
4
 = 3, u

5
 = 5, так как при плод 

дает как пер во на чаль ная пара, так и пара, ро див шаяся в кон це 
вто ро го ме ся ца. Лег ко ви деть, что дан ные чис ла свя за ны ме ж ду 
со бой со от но ше ни ем: 

u
n
 = u

n – 1
 + u

n – 2
, (10.28)

так как в на ча ле n-го ме ся ца име ем все па ры, ко то рые бы ли в на ча-
ле пред ше ст вую ще го, и, кро ме то го, при плод при не сут все па ры, 
ро див шие ся за два ме ся ца до дан но го и рань ше.

Лег ко под счи тать, что u
13

 = 233, то есть че рез год бу дет 233 
па ры кро ликов.

Чис ла u
1
, u

2
, …, u

n
 на зы ва ют чис ла ми Фи бо нач чи. Эти чис ла 

встре ча ют ся в раз но об раз ных раз де лах ма те ма ти ки, на при мер, при 
оптимальном на хо ж де нии то чек ек ст ре му ма ме то дом проб.

При ве дем 14 чле нов по сле до ва тель но сти {u
n
} с на чаль ны ми 

чле на ми u
1
 = 1, u

2
 = 1: {u

n
}∞

n = 1
 = 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 

144, 233, 377, …
Ино гда по сле до ва тель ность чи сел Фи бо нач чи на чи на ют с чи сел 

u
0
 = 0, u

1
 = 1, до пол няя на ту раль ный ин декс зна че ни ем n = 0:

{u
n
}∞

n = 0
 = 0, 1; 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, … (10.29)

То гда ре ку ррент ное со от но ше ние (10.28) вы пол ня ет ся для зна-
че ний ин дек са n ≥ 2.

В дру гих слу ча ях рас смат ри ва ет ся по сле до ва тель ность чи сел 
Фи бо нач чи f

n
 с на чаль ны ми чле нами
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f
0
 = 1, f

1
 = 2: {f

n
}∞

n = 0
 = 1, 2; 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … (10.30)

Сам Фи бо нач чи пред ло жил имен но эту по сле до ва тель ность, 
ис хо дя из од ной па ры взрос лых кро ли ков в пред две рии пер во го 
ме ся ца (f

0
 = 1) и по лу чая по сле пер во го ро ж де ния две па ры кро ли-

ков на пер вом ме ся це (f
1
 = 2). Ре ку ррент ное со от но ше ние (10.28) 

также вы пол ня ет ся для по сле до ва тель но сти (10.30), ес ли n ≥ 2: 

f
n
 = f

n – 1
 + f

n – 2
.

По нят но, что по сле до ва тель ность чи сел Фи бо нач чи (10.30) 
мож но сдви нуть влево, на при мер, вы би рая на чаль ные эле мен ты 
f

0
 = 13, f

1
 = 21, или сдви нуть в пра во, на при мер, вы би рая 

f
0
 = –3, f

1
 = 2.

То гда удов ле тво ряя ре ку ррент ному со от но ше нию (10.28), бу дем 
иметь со от вет ст вен но по сле до ва тель но сти

13, 21; 34, 55, 89, 144, 233, 377, …

–3, 2; –1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, … (10.31)

Пер вая из этих по сле до ва тель но стей является ча стью по сле-
до ва тель но сти Фибо наччи (10.30), вто рая — на обо рот, со дер жит 
по сле до ва тель ность (10.30) как свою час ть.

Тем не ме нее, не вся кая по сле до ва тель ность {f
n
}∞

0
, ко то рая удов-

ле тво ря ет ре ку ррент ному ус ло вию f
n
 = f

n – 1
 + f

n – 2
, со дер жит в сво ем 

со ста ве ка кую-ни будь час ть по сле до ва тель ных чи сел Фи бо нач чи 
(10.30), на при мер, 

2, 5; 7, 12, 19, 31, 50, 91, …

–2, 6, 4, 10, 14, 24, 38, 62, …

При ве дем яв ную фор му лу для вы чис ле ния про из воль но го чис ла 
Фи бо нач чи, ко то рую впер вые по лу чил Би не. Для по сле до ва тель-
нос ти (10.29) фор му ла име ет вид 

,
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51
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⎛ +
=  n = 0, 1, 2, … (10.32)

Дей ст ви тель но, для по сле до ва тель но сти (10.32)
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так что ре ку ррент ное со от но ше ние (10.28) вы пол ня ет ся. На чаль-
ные зна че ния u

0 
= 0, u

1
 = 1 получаются из (10.32), ес ли n = 0, n = 1 

со от вет ст вен но.
 Учи ты вая сдвиг ин дек са на 2, для по сле до ва тель но сти чи сел 

Фибо наччи f
n
 (10.30) име ем та кой вид фор му лы Би не: 

22

2

51

5

1

2

51

5

1
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

nn

nf , n = 0, 1, 2, …

Осо бая роль чи сел 
2

51
  ,

2

51 −+
 в фор му ле Бине по яс ня ет ся 

тем, что эти чис ла яв ля ют ся кор нями урав не ния 

λ2 – λ – 1 = 0: 
2

51
,

2

51
21

−
=

+
= λλ . (10.33)

Это урав не ние но сит на зва ние ха рак те ри сти че ского для ре-
ку ррент но го со от но ше ния Фибо наччи (10.28) u

n
 – u

n – 1
 – u

n – 2 
= 0 

и воз ни ка ет, ес ли ис кать решение (10.28) в ви де u
n
 = λn:

λn – λn – 1 – λn – 2 = 0 ∼ λn – 2 (λ2 – λ – 1) = 0.

До ка жем, что об щее решение ре ку ррент но го со от но ше ния 
(10.28) — по сле до ва тель ность {u

n
}∞

n = 0
 с лю бы ми на чаль ны ми зна-

че ния ми u
0
, u

1
 — име ет вид

u
n
 = c

1
λn

1
 + c

2
λn

2
, n = 0, 1, 2, …, (10.34)

где по сто ян ные c
1
, c

2 
за ви сят толь ко от вы бо ра на чаль ных зна че-

ний u
0
, u

1.

Дей ст ви тель но, пер вые два со от но ше ния в (10.34) об разу ют 
сис те му двух ли ней ных урав не ний от но си тель но по сто ян ных 
c

1
, c

2
:

⎩
⎨
⎧

=+

=+

.

,11

12211

021

ucc

ucc

λλ

Де тер ми нант этой сис те мы рав ня ет ся ∆ = λ
2
 – λ1 = – 0 5 ≠ .

Сис те ма име ет еди нственное решение

.
5

1

5
;

5

1

5
10210

2
1

1 uuсuuс −=+−= λλ

В ча ст но сти, по сле до ва тель но сти (10.29) от ве ча ют в фор му ле 
(10.34) по сто ян ные 

),1,0(        
5

1
,

5

1
1021 ==−== uuсс
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по сле до ва тель но сти (10.30) — по сто ян ные 

).2,1(
52

3

2

1
,

52

3

2

1
110021 ====−=+= fufuсс

И наконец, по сле до ва тель но сти с на чаль ны ми зна че ния ми (–2), 
6 от ве ча ют по сто ян ные 

.1
5

7
,1

5

7
21 −−=−= сс

Асим пто тич еское по ве де ние об ще го решения {u
n
} (10.34) ре-

ку ррент но го со от но ше ния (10.28) и чи сел Фибо наччи u
n 

(10.29) 

при ус ло вии n → ∞ вы яс ня ет ся по сле за ме ча ния 1
2

51
2 <

−
=λ , 

из ко то ро го вы те ка ет схо ди мость λn
2
 → 0, n → ∞. Та ким об ра зом, 

u
n
 ∼ с

1
λn

1
(n → ∞). В ча ст но сти, для чи сел Фибо наччи (10.29)

.      ,
2

51

5

1
     ~  un ∞→⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
n

n

 (10.35)

Более то го, чис ло Фибо наччи u
n 

есть бли жай шее к 

n

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
2

51

5

1
 

це лое чис ло.
К чис лам Фибо наччи при во дит, на при мер, сле дую щая за да ча 

тео рии ин фор ма ции. Обо зна чим че рез f
n
 ко ли че ст во со об ще ний, 

ко то рые мож но пе ре дать с по мо щью n сиг на лов 0 и 1 так, что бы 
при этом ни где не ока за лись ря дом два сиг на ла 0. По нят но, что 
f

0
 = 1 (от сут ст вие сиг на ла рас смат ри ва ет ся как од но «пус тое» со-

об ще ние), f
1
 = 2. Все со об ще ния «дли ной» n + 2 ко ли че ст вом f

n + 2
 

мож но по де лить на два клас са:
а) те, в ко то рых пер вый сиг нал есть 1; их ко ли че ст во рав ня ет ся 

f
n + 1

, так как вто рой сигнал мо жет быть как 0, так и 1;
б) те, в ко то рых пер вый сиг нал есть 0, и, следовательно, вто рой 

сигнал обя за тель но есть 1; их ко ли че ст во рав ня ет ся f
n
.

Итак, f
n + 2

 = f
n + 1

 + f
n
, по это му f

n
 яв ля ют ся чис лами Фибо наччи 

(10.30).

10.7. Ком по зи ции и раз би ения
Ком по зи ции
При ре ше нии за дач о рас пре де ле нии n оди на ко вых пред ме-

тов по k не пус тым ячей кам мож но го во рить о разложении чис ла n 
в сум му на ту раль ных слагаемых n

i
:
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n = n
1
 + n

2
 + … + n

k
, где k ≥ 1, n

i
 ≥ 1. (10.36)

Два та ких разложения чис ла n счи та ют ся раз ны ми, ес ли они 
от ли ча ют ся хо тя бы од ним слагаемым. В та ком слу чае го во рят 
о ком по зи ци ях чис ла n. Ина че, ком по зи ции чис ла n — это его раз-
ло же ния в ви де (10.36), где учи ты ва ет ся как ве ли чи ны слагаемых 
(«час тей«) n

i
, так и по ря док их рас по ло же ния в сум ме (10.36).

Вы пи шем, на при мер, все ком по зи ции чис ла 3: 

3 = 3, 3 = 2 + 1, 3 = 1 + 2, 3 = 1 + 1 + 1.

Ком по зи ции с ог ра ни че ния ми на ко ли че ст во слагаемых. Чис-
ло ком по зи ций Ψ(k, n) чис ла n с k слагаемыми рав ня ет ся чис лу 
рас пре де ле ний n оди на ко вых пред ме тов по k различным ячей кам 
при ус ло вии от сут ст вия пус тых яче ек. Чис ло пред ме тов, ко то рые 
по па ли в ячейку с но ме ром i, да ет слагаемое n

i
. От сю да вы те ка ет, 

что Cnk k
n

1
1),( −

−=Ψ . Дей ст ви тель но, в со от вет ст вии с п. 10.4 ко ли че ст-
во рас пре де ле ний n оди на ко вых пред ме тов ме ж ду k ли ца ми (в на-
шем слу чае — ме ж ду k ячей ка ми) с уров нем спра вед ли во сти r 
рав ня ет ся Ck

rkn
1

1)1(
−

−−− . При на ших ус ло ви ях ка ж дая ячей ка по лу ча ет 
не мень ше од но го пред ме та, так как n

i
 > 0. Та ким об ра зом, сле ду ет 

ус та но вить «уро вень спра вед ли во сти» r = 1, и мы по лу ча ем чис ло 
рас пре де ле ний Cnk k

n
1
1),( −

−=ψ . В кон це кон цов ос та ет ся объ е ди нить 
чис ла ком по зи ций ψ(k, n) по всевозможным ко ли че ст вам слагаемых 
k = 1, 2, …, n. Чис ло всех ком по зи ций чис ла n со став ля ет:

∑ ∑
= =

−−
− ==Ψ

n

k

n

k

nk
nCnk

1 1

11
1 ,2),(  (10.37)

где по след нее ра вен ст во обос но вы ва ет ся с по мо щью то ж де ст ва 
(10.14).

Раз би ения
 Определение

Раз би е ни ем чис ла n на зы ва ет ся его пред став ле ние в ви де 
(10.36), ес ли по ря док слагаемых n

i
 не учи ты ва ет ся. 

Под счет ко ли че ст ва раз би е ний эк ви ва лентен за да че о ко ли-
че ст ве рас пре де ле ний n оди на ко вых пред ме тов по оди на ко вым 
не пус тым ячей кам. Как и для ком по зи ций, слагаемые n

i
 в раз-

би е ни ях на зы ва ют ся час тя ми; ко ли че ст во вхо ж де ний ка ж дой 
час ти в сум му (10.36) на зы ва ет ся ее крат но стью. Раз би е ние 
чис ла n на k слагаемых n

1
, n

2
, …, n

k
 мож но рас смат ри вать как 

k-со че та ние (с по вто ре ния ми) этих чи сел, ко то рое удов ле тво-
ряет ус ло вию (10.36). Ино гда для по ис ка ком по зи ций чис ла n 



439Комбинаторика

(или вы чис ле ния их ко ли че ст ва) удоб но ре шить эту же за да чу для 
его раз би е ний, а по сле это го пе рей ти к ком по зи ци ям.

По сколь ку в раз би е ни ях (в от ли чие от ком по зи ций) по ря док 
час тей (слагаемых) не учи ты ва ет ся, до го во ри лись в раз би е нии 
(10.36) рас по ла гать слагаемые так, что бы они не воз рас та ли:

n
1
 ≥ n

2
 ≥ … ≥ n

k
 (k ≥ 1). (10.38)

Ко ли че ст во всех раз би е ний чис ла n на k час тей обо зна чим 
как p

k
(n), а ко ли че ст во всех раз бие ний чис ла n со всевозможными 

зна че ния ми чис ла час тей k(1 ≤ k ≤ n) — че рез p(n). По нят но, что 
по пра ви лу сум мы 

∑
=

=
n

k
k npnp

1

)()( , (10.39)

при чем p
1
(n) = 1, p

n
(n) = 1, p

k
(n) = 0 для n < k. 

Из ра вен ст ва ∑
=

=
k

i
inn

1

 (10.36) фор маль но по лу ча ем 

∑
=

−=−
k

i
i knn

1

,)1(  (n
i
 – 1) ≥ 0. (10.40)

Ра вен ст во (10.40) мож но счи тать раз би е ни ем чис ла (n – k) на 
k

0 
слагаемых, где k

0 
= min {i: n

i
 = 1} (см. (10.38)). Ес ли в раз би е нии 

(10.36) n
i
 > 1 для всех час тей, то гда k

0
 = k. По пра ви лу сум мы ко-

ли че ст во раз би е ний чис ла (n – k) на час ти, ко то рых не более чем 

k штук, рав ня ет ся ∑
=

−
k

i
i knp

1

).(  Ка ж до му та ко му раз би е нию числа 

(n – k) на k
0
 час тей 

n – k = m
1
 + m

2
 + … + m

k0
, 1 ≤ k

0
 ≤ k

од но знач но от ве ча ет раз би е ние n на k час тей вида
n = (m

1
 + 1) + (m

2
 + 1) + … + (m

k0
 + 1) + 1 + 1 + … + 1.

(k – k
0
) раз

По это му 

.)()(p
1

k ∑
=

−=
k

i
i knpn  (10.41)

Это ре ку ррент ное со от но ше ние оп ре де ля ет чис ла p
k
(n) при на-

чаль ных ус ло ви ях p
k
(k) = 1, p

k
(n) = 0, ес ли n < k. Для ис поль зо ва-

ния удобнее пе ре пи сать (10.41) в раз вер ну том ви де 

p
k
(n) = p

k
(n – k) + p

k – 1
(n – k) + … + p

1
(n – k). (10.42)

По сле до ва тель но име ем: p
1
(n) = 1, ∀n ≥ 1;

p
2
(n) = p

2
(n – 2) + p

1
(n – 2) = p

2
(n – 2) + 1, n ≥ 2.
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 Та ким об ра зом,

p
2
(1) = 0, p

2
(2) = 1, p

2
(3) = p

2
(1) + 1 = 1;

p
2
(4) = p

2
(2) + 1 = 1 + 1 = 2, p

2
(5) = p

2
(3) + 1 = 1 + 1 = 2;

p
2
(6) = p

2
(4) + 1 = 2 + 1 = 3; p

2
(7) = 3, p

2
(8) = 4;

p
2
(9) = 4, p

2
(10) = 5 и т.д.

Да лее

p
3
(n) = p

3
(n – 3) + p

2
(n – 3) + p

1
(n – 3);

p
3
(n) = p

3
(n – 3) + p

2
(n – 3) + 1, n ≥ 3.

Итак,

p
3
(3) = 1, p

3
(4) = p

3
(1) + p

2
(1) + 1 = 0 + 0 + 1;

p
3
(5) = p

3
(2) + p

2
(2) + 1 = 0 + 1 + 1 = 2;

p
3
(6) = p

3
(3) + p

2
(3) + 1 = 1 + 1 + 1 = 3 и т.д.

Зна че ния чис ла раз би е ний p
k
(n) для 1 ≤ k, n ≤ 10 приведены 

в табли це 10.1.

Таб ли ца 10.1. Зна че ния p
k
(n), p(n)

n
k

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

1
1
1
0
0
0
0
0
0
0

1
2
1
1
0
0
0
0
0
0

1
2
2
1
1
0
0
0
0
0

1
3
3
2
1
1
0
0
0
0

1
3
4
3
2
1
1
0
0
0

1
4
5
5
3
2
1
1
0
0

1
4
7
6
5
3
2
1
1
0

1
5
8
9
7
5
3
2
1
1

∑=
k

k npnp )()( 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

Суммируя чис ла p
k
(n) в n-ой ко лон ке, мы по лу ча ем ко ли че ст во 

раз бие ний p(n) чис ла n, или ко ли че ст во рас пре де ле ний n оди на ко-
вых пред ме тов по n оди на ко вым ячей кам, часть ко то рых мо жет 
ока зать ся пус ты ми.

Свой ст ва чи сел раз би е ний p(n), p
k
(n) изу ча лись со сред них 

веков; они важ ны как для ком би на то ри ки, так и для тео рии 
чи сел. Пер вые глу бо кие ре зуль та ты для них по лу чил Л. Эй лер, 
и даль ше вплоть до по след не го вре ме ни — К. Га усс, Фер рер, 
Дж. Силь вестр, П. Мак ма гон, Г. Хар ди, С. Ра ма нуд жан, И. Шур, 
Г. Ра де махер, Г. Эн д рюс и др. Од ной из не три ви аль ных за дач яв-
ляется ха рак те ри сти ка воз рас та ния чис ла p(n) при боль ших n → ∞. 
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В ниж ней стро ке таб ли цы 10.1 при ве дены зна че ния p(1), p(2), …, 
p(10). За ме тим, что ско рость воз рас та ния p(n) тем выше, чем боль-
ше n: ес ли p(1) = 1, p(5) = 7, p(10) = 42, то p(20) = 627, p(30) = 5604, 
p(40) = 37338, p(50) = 204226, p(60) = 966467, p(70) = 4087968, 
p(80) = 15796476, p(90) = 56634173, p(100) = 190569292, p(200) =
= 3972999029388.

Асим пто тич ески при n → ∞ по сле до ва тель ность чи сел p(n) 
(n = 1, 2, 3 …) эк ви ва лент на сле дую щей по сле до ва тель но сти чи-
сел g

n
:

.1
)(

lim~
34

1 3

2

= :)(=
∞→

n
n

n

n g

np
npeg

π
 (10.42)

Та ким об ра зом, чис ло ne )(
34

1 3

2π
 есть при бли жен ное зна че ние 

на ту раль но го чис ла p(n) для боль шо го n. Бо лее точ ные при бли же ния 
для p(n) на шли Г. Харди и С. Ра ма нуд жан (ин дий ский ма те ма ти-
че ский ге нийLса мо уч ка): учет все го 8 чле нов в их фор му ле при бли-
жен но го вы чис ле ния зна че ния p(200) = 3972999029388 — очень 
боль шо го чис ла — име ет ошиб ку все го 0,004.

Боль шин ст во ка че ст вен ных за клю чений от но си тель но чи сел 
p

k
(n), p(n) воз мож но по лу чить с по мо щью на гляд ных пред став ле ний 

раз би е ний, на зван ных диа грам ма ми Фер ре (или Фер ре ра).
 Диа грам ма Фер ре  раз би е ния (10.36) есть n то чек, рас по ло жен-

ных стро ка ми од на под другой так, что пер вая стро ка со дер жит n
1
 

то чек, вто рая стро ка — n
2
 то чек, …, и в кон це кон цов k-ая стро ка 

со дер жит n
k
 то чек. На при мер, раз би е ние 
15 = 5 + 5 +3 + 2 (10.43)

ото бра жа ет ся диа грам мой Фер ре на рис. 10.7.

    

  Рис. 10.7. Диаграмма  Рис. 10.8. Диаграмма 
 Ферре разбиения (10.43) Ферре разбиения (10.44)

Ка ж до му раз би е нию чис ла n од но знач но от ве ча ет сопря же н-
ное раз би е ние это го чис ла, ко то рое оп ре де ля ет ся транс по зи ци ей 
диа грам мы Фер ре (пре об ра зо ва ни ем строк в ко лон ки и ко ло нок 
в стро ки). На при мер, транс по зи ция диа грам мы рис. 10.7 есть диа-
грам ма рис. 10.8, которая оп ре де ля ет раз би ва ния 
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15 = 4 + 4 + 3 + 2 + 2. (10.44) 

По нят но, что для раз би е ния на k час тей сопря же нное раз би е-
ние со сто ит из час тей, ко то рые не пре вы ша ют чис ло k, и хо тя бы 
од на часть рав ня ет ся k (для раз би е ния (10.43) k = 4). 

Это на блю де ние до ка зы ва ет та кое ут вер жде ние.

 Тео ре ма 10.1

Ко ли че ст во раз би е ний чис ла n на k час тей рав ня ет ся коли-
честву раз би е ний чис ла n с наи боль шей ча стью, ко то рая рав ня-
ется k. 

 Задания
До ка зать, что ко ли че ст во раз би е ний чис ла n, в ко то рых час ти не 
пре вы ша ют k (воз мож но, не рав няясь k ни разу), сов па да ет с ко ли-
че ст вом раз би е ний чис ла n + k на k час тей (лю бых), то есть сов па-
да ет с p

k
(n + k). 

С по мо щью диа грамм Фер ре доказываются следующие ин те-
рес ные ут вер жде ния.

 Тео ре ма 10.2

Ко ли че ст во раз бие ний чис ла n на час ти, из ко то рых ка-
ж дые две раз ные, рав ня ет ся ко ли че ст ву раз би е ний чис ла n на 
не чет ные час ти. 

Тео ре ма 10.3

Ко ли че ст во са мо сопря же них раз би е ний чис ла n (раз би е ние 

са мо сопря же нное, ес ли оно сов па да ет со сво им сопря же нным) рав-
ня ет ся ко ли че ст ву та ких раз би е ний чис ла n на не чет ные час ти, 
в ко то рых ка ж дые две час ти раз ные.

 Тео ре ма 10.4 (Л. Эй лер)

Ко ли че ст во раз би е ний чис ла n на не бо лее чем k час тей рав-

ня ет ся ко ли че ст ву раз бие ний чис ла n + 
2

)1( +kk
 на k не рав ных 

час тей. 

Тео ре ма 10.5

Ко ли че ст во раз би е ний чис ла n на не чет ные час ти рав ня ет-
ся ко ли че ст ву раз би е ний чис ла n, в ко то рых ка ж дое слагаемое, 
кро ме наи боль ше го, при сут ст вует четное ко ли че ст во раз, а наи-
боль шее слагаемое — не чет ное ко ли че ст во раз. 
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10.8. Производящие функ ции

По ня тие о производящих функ ци ях

Пусть дана не ко то рая по сле до ва тель ность чи сел а
0
, а

1
, а

2
, …, 

а
n
, …. Ес ли сте пе нной ряд 

а
0 

+ а
1
х + а

2
х2 + … + а

n
хn + … (10.45)

сов па да ет при не ко то рых х с функ ци ей f(x), то f(x) на зы ва ет ся про-

из водящей функ ци ей для по сле до ва тель но сти а
0
, а

1
, а

2
, …,

 
а

n
, … .

 С по сле до ва тель но стью а
0
, а

1
, а

2
, …,

 
а

n
, … мож но свя зать еще 

один сте пе нной ряд:

а
0 

+ а
1
х + ...

!
...

!2

2

2 +++
n

x
a

x
a

n

n  (10.46)

Ес ли этот ряд сов па да ет с функ ци ей ϕ(х), то ϕ(х) на зы ва ет ся 
эк спо нен ци аль ной производящей функ ци ей для по сле до ва тель нос-
ти а

0
, а

1
, а

2
, …,

 
а

n
, …. Это на зва ние по яс ня ет ся тем, что для по сле-

до ва тель но сти 1, а, а2, … аn, … эк спо ненциаль ной производящей 
функ ци ей (10.46) является экс по нен та eax:

…+++++=
!

...
!2

1
22

n
xaxa

axe
nn

ax  (10.47)

Для той же по сле до ва тель но сти обыч ная производящая  функ-

ция есть 
ax−1

1
:

(1 – ах)–1 = 1 + ах + а2х2 + … + аnxn + … (10.48)

Дей ст ви тель но, ес ли q = ах, |q| < 1, то есть 
a

x
1

< , то гда по фор-

му ле сум мы бес ко неч но убыва ю щей гео мет ри че ской про грес сии 
по лу ча ем (10.48):

=
− q1

1  1 + q + q2 + … = 1 + ax + a2x2 + …

 В ча ст но сти, ес ли а = 1, то гда 

x−1

1  = 1 + х + х2 + … + хn + …, |x| < 1. (10.49)

Диф фе рен ци ро ва ние (10.49) приводит к ра вен ст ву 

x
x

21
)1(

1
2

+=
−

 + 3x2 + … + nxn – 1 + …, |x| < 1,  (10.50) 

а ум но же ние (10.50) на х да ет 
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.1...,...32
)1(

32
2

<+++++=
−

xnxxxx
x

x n  (10.51).

Та ким об ра зом, 
x−1

1  есть производящая  функ ция для по сле-

до ва тель но сти 1, 1, 1, 1, … (10.49), 
2)1(

1

x−
 — производящая функ-

ция для по сле до ва тель но сти чи сел на ту раль но го ря да 1, 2, 3, 4, … 

(10.50), 
2)1( x

x

−
 — производящая функ ция для по сле до ва тель но сти 

0, 1, 2, 3, … (10.51). 
Функ цию f(x), ко то рая име ет про из вод ные сколь угод но вы-

со ко го по ряд ка при t = 0, мож но счи тать эк спо ненциаль ной про-
из водящей функ ци ей для по сле до ва тель но сти сво их про из вод ных 
f(0), f′(0), f′′(0), …, f(n)(0)…. Дей ст ви тель но, мы име ем разложение 
в ряд Тей ло ра:

...
!

)0(...
!2

)0()0((0))( )(
2

+++′′+′+=
n

x
f

x
fxffxf

n
n

 
Рас смот рим производящие функ ции для по сле до ва тель но стей, 

свя зан ных с ком би на тор ны ми за да ча ми.

Опе ра ции над по сле до ва тель но стя ми 
и производя щи ми функ ция ми

Бла го да ря по след ним при ме рам мы можем пред по ло жить, 
что опе ра ци ям над производящими функ ция ми долж ны от ве чать 
оп ре де лен ные опе ра ции над со от вет ст вую щи ми по сле до ва тель но стя-
ми. Дей ст ви тель но, пусть f(х) есть производящая функ ция по сле-
до ва тель но сти а

0
, а

1
, а

2
, …, и далее g(x) — производящая функ ция 

по сле до ва тель но сти b
0
, b

1
, b

2
, …, то есть 

∑∑
∞

=

∞

=

==
00

.)(,)(
k

k
k

k

k
k xbxgxaxf

То гда ли ней ная ком би на ция функ ций αf(x) + βg(x) = ϕ(x) есть 
производящая функ ция по сле до ва тель но сти {c

k
 = αa

k
 + βb

k
}∞

k = 0
, ко-

то рая получается как со от вет ст вую щая ли ней ная ком би на ция по-
сле до ва тель но стей {a

k
}, {b

k
}:

.)(
0

k
k

k
xcx

∞

=
Σ=ϕ

Обо зна чен ная связь ме ж ду опе ра ция ми в клас се производящих 
функ ций и в клас се по сле до ва тель но стей сим во ли че ски мож но за-
пи сать так: ес ли f(х) ∼ {a

k
}, g(x) ∼ {b

k
}, то гда
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αf(х) + βg(x) ∼ α{a
k
} + β{b

k
}. (10.52).

Вве дем для по сле до ва тель но стей би нар ную опе ра цию сверт ки 
по пра ви лу:

....         , }{}{}{ 011000 bababaddba kkkkkkkk +++==* −
∞

=
∞

Из пра ви ла ум но же ния сте пе нных ря дов име ем, что сверт ке 
двух по сле до ва тель но стей от ве ча ет про из ве де ние их производящих 
функ ций:

f(x) g(x) ∼ {a
k
} * 

{b
k
}. (10.53).

Со от вет ст вия (10.52), (10.53) ме ж ду по сле до ва тель но стя ми 
и их производящими функ ция ми ока зы ва ют ся эф фек тив ны ми 
и по лез ны ми в ком би на тор ных вы чис ле ни ях. Как об ра зец при ве-
дем фор му лу для сум мы квад ра тов 1 + 22 + … + nn пер вых n чи сел 
на ту раль но го ря да. 

Бес ко неч ная по сле до ва тель ность квад ра тов {n2}∞
n = 1

 име ет про-

изводящую функ цию 
( )21 x

x

dx

d

−
; в этом мож но убе дить ся с по мо-

щью диф фе рен ци ро ва ния ра вен ст ва (10.51). По это му  функ ция 

( )21 x

x

dx

d
x

−
 от ве ча ет по сле до ва тель но сти {n2}∞

n = 0
 с пер вым чле-

ном 0, так как, ес ли f(x) ∼ {a
0
, a

1
, a

2
, …}, то xf(x) ∼ {0, a

0
, a

1
, a

2
, …}. 

По сколь ку 
x−1

1  ∼ {1, 1, 1,...} (см. (10.49)), то

( )
{ } { } .*, ...1,1,1

1

1

1

1

00

2
0

2
2

∞

==

∞

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==∼
−− ∑

n

n

k
nn kn

xdx
d

x
x

α

Та ким об ра зом, ис ко мые чис ла α
n
 = 1 + 22 + … + n2 долж ны 

быть ко эф фи ци ен та ми степенно го ря да для функ ции 

( )
,

)1(

)1(

11 0
42 ∑

∞

=

=
−

+
=

−− n

n
nx

x

xx

x

x

dx

d

x

x α  α
0
 = 0. 

Сна ча ла по лу чим разложение функ ции 
4)1(

1

x−
 в сте пенной 

ряд. Ко эф фи ци ент ря да рав ня ет ся 

,
!

]4[
)1(]4[

!

1

)1)(14(...)14(4
!

1
)1(

!

1

0
4

0

4

0

4

k
x

k

xk
k

x
dxk

d
a

k

x
kk

x

k

x

k

k

k

=−=

=−−+⋅⋅+=−
⋅

=

=
−−

=

−−

=

−

где ис поль зо ва ны обозначения 
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[m]k = m(m + 1) … (m + k – 1). (10.54)

От сю да по лу ча ем по сле до ва тель но

∑ ∑ ∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

−−

∞

=

−

=
−

+
−

=

=+=−+=
−

+

1 2 1

21

0

242
4

,
)!2(

]4[

)!1(

]4[

!

]4[
)()1)((

)1(

)1(

n n n

n
n

n
n

n
n

k

k
k

xx
n

x
n

x
k

xxxxx
x

xx

α

где

.2  ,
)!2(

]4[

)!1(

]4[
;1

!0

]4[ 210

1 ≥
−

+
−

===
−−

n
nn

nn

nαα

Учи ты вая зна че ния [4]n – 1, [4]n – 2 со глас но (10.54), сра зу по лу-
ча ем, что 

.
321

)12)(1(

⋅⋅
++

=
nnn

nα

По сколь ку α
n
 есть сум ма квад ра тов, ис ко мая фор му ла име ет 

вид:

).12)(1(
6

1
...21 222 ++=+++ nnnn  (10.55)

Замечание. Сверт ка про из воль ной по сле до ва тель но сти {a
n
}∞

0
 

с после до ва тель но стью {1, 1, 1, …} рав ня ет ся {a
n
}∞

0
 * {1, 1, 1, …} =

= {a
0
, a

0
 + a

1
, a

0
 + a

1
 + a

2
, …}, по это му по сле до ва тель ность {1, 1, 1, …} 

но сит на зва ние су мма то ра. На пом ним, что су мма тор име ет произ-

водящую функ цию 
x−1

1
 (10.49) и что свой ст ва ми су мма то ра мы 

вос поль зо ва лись вы ше для суммирования квад ра тов 12 + 22 + … + n2. 
При суммировании конечных по сле до ва тель но стей {b

0
, b

1
, b

2
, …, b

n
, 

0, 0, 0 …} эле мен ты сверт ки ста би ли зи ру ют ся, на чи ная с оп ре де-
лен но го но ме ра. В ча ст но сти, для функ ции 

(1 – 2x3 + 3x7 + 4x25 + 5x45) 
x−1

1

ко эф фи ци ен ты сте пе нно го ря да при x45, x46, … рав ня ют ся чис лу 
11(= 1 – 2 + 3 + 4 + 5), ко эф фи ци ен ты при x7, x8, …, x24 рав ня ют-
ся 2(= 1 – 2 + 3).

Производящие функ ции сочетаний

Най дем производящую функ цию для по сле до ва тель но сти 

{C0
n
, C1

n
, C2

n
, …, Cn

n
, 0, 0, 0, …}. (10.56)
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Об ра зу ем для перемен ных x, x
1
, x

2
, …, x

n 
мно го член 

(1 + x
1
x)(1 + x

2
x)…(1 + x

n
x) = 1 + (x

1 
+ x

2
 + … + x

n
)x +

+ (x
1
x

2
 + x

1
x

3
 + … + x

n – 1
x

n
)x2 + … + (x

1
x

2
 … x

n
)xn. (10.57)

Понятно, что ко эф фи ци ент пе ред хk(0 ≤ k ≤ n) име ет вид сум мы 
всех kLпро из ве де ний из эле мен тов n-мно же ст ва X = {x

1
, x

2
, …, x

n
}. 

По сколь ку лю бое kLпро из ве де ние в сум ме вза им но од но знач но от ве-
ча ет оп ре де лен но му kLсо четанию из nLмно же ст ва X, то ко ли че ст во 
сла гаемых (kLпро из ве де ний) в сум ме пе ред хk рав ня ет ся имен но ко ли-
че ст ву kLсо чета ний (без по вто ре ний) из nLмно же ст ва, то есть Сk

n
. 

Вы ра же ние (10.57) со дер жит яв ный пе ре чень всех ин ди ви ду-
аль ных k-со чета ний. Но ес ли нам нуж но за фик си ро вать их об щее 
ко ли че ст во Сk

n
, по ло жим в (10.57) х

1
 = х

2
 = … х

n
 = 1 и по лу чим 

производящую функ цию для по сле до ва тель но сти чи сел сочета-
ний (10.7):

(1 + х)n = .
0

∑
=

n

k

kk
nxC  (10.58)

Ко неч но, это дру гой взгляд на хо ро шо из вест ную би но ми аль-
ную фор му лу. Ос та ва ясь на но вом пу ти, диф фе рен ци ру ем ра вен ст во 
(10.58) k раз, по ло жим по сле это го x = 0 и по лу чим: 

n(n – 1) … (n – k + 1) = Сk
n
k(k – 1)… ⋅ 2 ⋅ 1, от ку да

)!(!

!

!

)1)...(1(

knk

n

k

knnn
Ck

n −
=

+−−
=  (см. (10.7) п. 10.3).

По лу чим те перь производящую функ цию для по сле до ва тель-
но сти 

,...},...,...,, , ,{ 1210 +n
n

k
nnnn CCCCC , (10.59)

где k
nC  — ко ли че ст во k-со чета ний с по вто ре ния ми без ог ра ни че ний 

из эле мен тов n ти пов. Обоб щая мно го член (10.57), для изо бра же-
ния ин ди ви ду аль ных k-со чета ний из n эле мен тов с по вто ре ния ми 
об ра зу ем n-про из ве де ние фор маль ных ря дов с та ки ми же перемен-
ны ми х, х

1
, х

2
, …, х

n
:

...)......()...(1

...)1...)...(1...)(1(
222

2
2
112121

2222
22

22
11

+++++++++++++=

=+++++++++

− nnnn

nn

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

...).........( 12
2
121 +++++ −

kk
nkk xxxxxxxx  (10.60)

В сум ме, ко то рая выделена скоб ка ми пе ред xk, ка ж дое сла гае-
мое (k-про из ве де ние) изо бра жа ет со от вет ст вую щее ин ди ви ду аль ное 
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k-сочета ние с по вто ре ния ми. Что бы по лу чить об щее ко ли че ст во 

та ких k-со чета ний k
nC , по ло жим в (10.60) х

1
 = х

2
 = … = х

n
 = 1:

.1,)1( 0

0

2 ==…+++ ∑
∞

=
n

k

kk
n

n CxCxx

За ме ним ряд ∑ kx  его сум мой (10.49) и по лу чим:

.1,    
)1(

1

0

<=
− ∑

∞

=

xxC
x

k

k

k
nn

 (10.61)

 Та ким об ра зом, производящей для по сле до ва тель но сти (10.59) 

есть  функ ция (1 – х)–n. По об ще му пра ви лу k-й ко эф фи ци ент k
nC  

сте пе нно го ря да (10.61) мо жет быть вы чис лен диф фе рен ци ро ва ни-
ем ле вой час ти:

,
!

)1)(1)...(1)((
)1(

!

1
0

k
knnn

x
dx

d
k

C
k

x
n

k

k
k
n

−+−−−−−
=−= =

−
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!)!1(
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!
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1

k
kn

k
n C

kn
kn

k
knnn

C −+=
−
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=

−++
=

Вто рич но по лу че но вы ра же ние k
kn

k
n CC 1−+=  для ко ли че ст ва k-со-

чета ний с по вто ре ния ми че рез ко ли че ст во k-со чета ний без по вто ре-
ний, соз да вае мых на рас ши рен ном мно же ст ве эле мен тов.

Ана ло гич но стро ят ся производящие функ ции для со четаний, 
ко то рые удов ле тво ря ют раз но об раз ным ог ра ни че ни ям на ис поль зо-
ва ние лю бо го из эле мен тов — ин ди ви ду аль ным или об щим.

На при мер, ес ли лю бой из n эле мен тов мо жет по вто рять ся в каж-
дом сочетании не бо лее чем m раз, то гда рассматривается n-про из-
ве де ние мно го чле нов

∑
=

+=

=+++++++++

0
21

2211

;...)...(

)...1)...(...1)(...1(

21

k

kkkk

mm
nn

mmmm

xxxx

xxxxxxxxxxxx

n

mn

0 ≤ k
i
 ≤ m, k

1
 + k

2
 + … + k

n
 = k.

По ло жим здесь х
1
 = х

2
 = … = х

n
 = 1:

∑
≥

=+…+++
mn

k

knm xmknCxxx
0

2 ,);,()1(  (10.62) 

где че рез С(n; k; m) обо зна че но ко ли че ст во та ких k-со чета ний 
с повто ре ния ми из эле мен тов n ти пов, в ко то рых ка ж дый эле мент 
мо жет быть ис поль зо ван (по вто рен) от 0 до m раз. Производящая 
функ ция та ких со чета ний есть ле вая часть (10.62).
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Производящие функ ции раз ме ще ний 
и пе ре ста но вок

Для ин ди ви ду аль но го пе реч ня упо ря до чен ных вы бо рок (пере-
ста но вок, раз ме ще ний) бо лее удоб ной ча ще оказывается эк спо нен-
ци аль ная производящая  функ ция, так как обыч ная (сте пе нная) 
функ ция трак ту ет про из ве де ния х

1
х

2
 и х

2
х

1
 как два оди на ко вых.

Би но ми аль ную фор му лу (10.58), где 
!k

C
k
nk

n

A
= , то есть

∑
=

⋅=+
n

k

k
k
n

n

k
x

Ax
0

,
!

)1(  (10.63)

од но вре мен но мож но счи тать разложени ем в ряд эк спо нен ци аль ной 
про из во дя щей функ ции (1 + х)n для по сле до ва тель но сти {A0

n
, A1

n
, …, 

An
n
; 0, 0, 0, …} чи сел k-раз ме ще ний (или k-пе ре ста но вок) n-мно же ст-

ва. Здесь име ют ся в ви ду k-пе ре ста нов ки без по вто ре ний.
Ес ли любой из n эле мен тов в k-пе ре ста нов ке мо жет по вто рять-

ся от 0 до m раз, то гда эк спо ненциаль ная про из во дя щая функ ция 
для чи сел С

e
(n, k; m) та ких k-пе ре ста но вок име ет вид:

.
!

);,()
!

...
!2

1(
0

2

k
x

mknC
m
xx

x
kmn

k
e

n
m

∑
=

=++++

Предположим, в k-пе ре ста нов ке мож но ис поль зо вать (по вто рять) 
эле мент i-го ти па не бо лее чем m

i
 раз, i = 1, 2, …, n. Эк спо ненциаль-

ная про из во дя щая функ ция та ких пе ре ста но вок

—
!

...
!2

1
1

2

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

n

i i

m

m
xx

x
i

мно го член сте пе ни (m
1
 + m

2
 + … + m

n
).

 Задания
1. Рас смот реть k-пе ре ста нов ки с не ог ра ни чен ны ми по вто ре ния ми из 

n раз ных ти пов эле мен тов. Пра виль на ли сле дую щая фор му ла для 
эк спо ненциаль ной производящей функ ции та ких пе ре ста но вок, 
и как ин тер пре ти ру ют ся ко эф фи ци ен ты nk в пра вой час ти:

.
!

...
!2

1
0

2

∑
∞

=

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

k

k
k

n

k
x

n
x

x

 Ина че го во ря, является ли ле вая часть фор му лы эк спо ненциаль-
ной производящей функ ци ей для по сле до ва тель но сти {nk}∞

k = 0
?

2. Про ве рить, что функ ция 
( )x−1ln

1
 есть производящая (обыч ная) 

для по сле до ва тель но сти 
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., ...
3

1
,

2

1
,1

1

1

0 ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+

∞

=kk

3. Про ве рить, что 

( ) ,
!

1
!

1 ∑
∞

=

⋅=−
kn

n
k
n

kx

n
x

Se
k

 то есть 
kx

k
e

!

)1( −
 — эк спо ненциаль ная производящая  функ ция 

для чи сел Стирлинга вто ро го ро да {Sk
n
}∞

k = 0
, где Sk

n
 = 0, ес ли n < k 

(см. п. 10.4).

Производящие функ ции для раз би е ний чи сел

Раз би е ние (10.36) чис ла n на час ти n
i

n = n
1
 + n

2
 + … + n

k

ино гда за да ет ся с по мо щью век тор ной спе ци фи ка ции

δ = (δ
1
, δ

2
, …, δ

n
), 0 ≤ δ

i
 ≤ n, (10.64)

ком по нен та ко то рой δ
i
 рав ня ет ся ко ли че ству вхо ж де ний на ту-

раль но го чис ла i в раз би е ние (10.36), i = 1, 2, …, n. Ина че го во ря, 
не от ри цательные це лые чис ла δ

i
 об ра зу ют спе ци фи ка цию (10.64) 

не ко то ро го раз би е ния чис ла n, ес ли

....21
1

21 ∑
=

⋅=⋅++⋅+⋅=
n

i
in inn δδδδ  (10.65)

По нят но, что ко ли че ст во k час тей раз бие ния (10.36) рав ня ет ся 
сум ме ком по нент спе ци фи ка ции:

δ
1
 + δ

2
 + … + δ

n
 = k, 1 ≤ k ≤ n. (10.66)

Часть ком по нент δ
i
 со сто ит из ну лей. Ис поль зу ет ся так же 

муль ти п ли ка тив ная за пись спе ци фи ка ции:

)., ...,2,1( 21 nnδδδ  (10.67)

Она хорошо со гла су ет ся с за пи сью раз би е ния в ви де «приве-
денной» сум мы (10.65). В от ли чие от век тор ной спе ци фи ка ции 
(10.64), муль ти п ли ка тив ную за пись мож но со кра щать за счет пар iδi, 
в ко то рых δ

i
 = 0. На при мер, для раз би е ния 7 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1 

приве ден ное раз би е ние (10.65) есть 7 = 1 ⋅ 3 + 2 ⋅ 2 = 1 ⋅ δ
1
 + 2 ⋅ δ

2
, 

спе ци фи ка ция (10.64) име ет вид δ = (3, 2, 0, 0, 0, 0, 0), а муль ти-
пли ка тив ная за пись спе ци фи ка ции бо лее удоб на: (13, 22).
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Со от вет ст вен но для раз би е ния 7 = 5 + 1 + 1 име ем δ =
= (2, 0, 0, 0, 1, 0, 0) и (12, 51). Ес ли 7 = 7, то гда δ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 
и муль ти п ли ка тив ная за пись есть (71).

На пом ним, что p
k
(n) обо зна ча ет ко ли че ст во k-раз би е ний чис ла 

n (раз би ений (10.36) с k чле на ми), p(n) — ко ли че ст во лю бых раз би е-
ний чис ла n. Че рез p(n, n

i
 ≤ r) обо зна чим ко ли че ст во раз би е ний чис-

ла n на час ти (слагаемые) n
i
, которые не пре вы ша ют r. Имея ввиду 

три ви аль ное «раз би ение» 0 = 0 с три ви аль ной «спе цификацией» 
δ

i
 = 0 (∀i), до го во рим ся, что p(0, n

i
 ≤ r) = 1. Рас смот рим фор маль ное 

про из ве де ние двух ря дов

(1 + x1 · 1 + x1 · 2 + x1 · 3 + x1 · 4 + …)(1 + x2 · 1 + x2 · 2 + x2 · 3 + …) =

= 1 + 1 · (x1 · 1) + (x1 · 2 + x2 · 1) + (x1 · 3 + x1 · 1 + 2 · 1) + (x1 · 4 + x2 · 2 +

+ x1 · 2 + 2 · 1) + … = 1 + 1 · x + 2x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 + … =

= p(0, n
i
 ≤ 2) + p(1, n

i
 ≤ 2) · x + p(2, n

i
 ≤ 2) · x2 +

+ p(3, n
i
 ≤ 2) · x3 + p(4, n

i
 ≤ 2) · x4 + … + p(n, n

i
 ≤ 2) · xn + …

Дей ст ви тель но, (11) — еди нственная муль ти п ли ка тив ная спе ци-
фи ка ция раз би е ния чис ла 1; (12) и (21) — все муль ти п ли ка тив ные 
спе ци фи ка ции раз би е ний чис ла 2; (13) и (11, 21) — спе ци фи ка ции 
всех раз би е ний чис ла 3 ви да 3 = 1 + 1 + 1, 3 = 2 + 1, такие, что 
их час ти не пре вы ша ют чис ла r = 2; (14), (22), (12, 21) — спе ци фи ка-
ции всех тех раз би е ний чис ла 4 ви да 4 = 1 + 1 + 1 + 1, 4 = 2 + 2, 
4 = 2 + 1 + 1, части которых не превышают числа 2. По это му сум-
ма f(x) ря да 

1 + 1 · x + 2x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 + … = ∑
∞

= 0n

 p(n, n
i
 ≤ 2) · xn = f(x)

долж на быть про из во дя щей функ ци ей по сле до ва тель но сти 

(1, 1, 2, 2, 3, 3, …) = {p(0, n
i
 ≤ 2), p(1, n

i
 ≤ 2),

p(2, n
i
 ≤ 2), …, p(n, n

i
 ≤ 2), …}. (10.68)

За ме тим, что 

2x 1

1

−
 = 1 + x2 · 1 + x2 · 2 + x2 · 3 + …, |x| < 1

есть про из во дя щая  функ ция по сле до ва тель но сти 

(1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, …).

По сколь ку свертка этой по сле до ва тель но сти с су мма то ром

(1, 1, 1, 1, …) * 
(1, 0, 1, 0, 1, 0, …)

сов па да ет с по сле до ва тель но стью (10.68), то по сле до ва тель ность 
(10.68) име ет про из во дя щую функ цию
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∑
∞

=

⋅≤=
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=
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2
.)2,(

)1)(1(

1
)(

n

n
i xnnp

xx
xf

Для про из воль но го на ту раль но го r, которое ограничивает час ти 
раз би е ний, со от вет ст вен но име ем про из во дя щую функ цию

.),(
)1)...(1)(1(

1

0
21

n

n
ir

xrnnp
xxx

⋅≤=
−−− ∑

∞

=

 (10.69)

С по мо щью сим во ла про из ве де ния про из во дя щую функ цию 
(10.69) за пи сы ва ют как 

.
1

1

1
∏

= −

r

k
kx

Ес ли в (10.69) r → ∞, то гда ог ра ни че ние на час ти раз би е ний n
i
 

ис че за ет, и сле ду ет ожи дать, что

n

k n
k

xnp
x

⋅=
−∏ ∑

∞

=

∞

=1 0

)(
1

1
 (10.70)

есть про из во дя щая  функ ция для по сле до ва тель но сти чи сел раз бие-
ний {p(n)}∞

n = 1
. Это ут вер жде ние со став ля ет со дер жа ние из вест ной 

тео ре мы ком би на тор но го ана ли за. Не по сред ст вен ное доказательство 
фор му лы (10.70) получается пу тем по сле до ва тель ной за пи си чле-
нов сте пе нно го ря да, ко то рый фор маль но рав ня ет ся бес ко неч но му 
про из ве де нию 

…+⋅+⋅+=++++∏
∞
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k

kkk xaxaxxx

ря дов 
kx 1

1

−
 = 1 + xk · 1 + xk · 2 + xk · 3 + …, |x| < 1, ана ло гич но то му, 

как это бы ло сде ла но выше для про из ве де ния двух ря дов.

 Задания
1. Че рез p(n, dif) обо зна чим ко ли че ст во раз би е ний чис ла n на по-

пар но раз ные час ти.
 Про ве рить, что про из во дя щая функ ция по сле до ва тель но сти 

{p(n, dif)}∞
n = 0

 есть:

.),()...1)...(1)(1)(1()(
0

32 ∑
∞

=

=++++≡
n

nk xdifnpxxxxxR

2. Про из во дя щая функ ция для чи сел раз би е ний на не чет ные час ти 
рав ня ет ся:
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 Замечание. Про из во дя щие функ ции R(x) и N(x) сов па да ют. Дей-
ст ви тель но, воспользуемся со от но ше ния ми:
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x
x
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 Та ким об ра зом, мы по лу ча ем доказательство тео ре мы 10.2 с по-
мо щью производящих функ ций.

10.9. Асим пто тичные оцен ки и фор му лы
Во об ще ком би на тор ные ха рак те ри сти ки (функ ции) за ви сят 

от чис ла n эле мен тов ис ход но го мно же ст ва, из ко то рого осу ще ст в-
ля ют ся ком би на тор ные вы бор ки. Асим пто тические оцен ки и фор-
му лы ха рак те ри зу ют зна че ния со от вет ст вую щей ком би на тор ной 
функ ции при очень боль ших зна че ни ях n, как, на при мер, со от но-
ше ние (10.35) для чи сел Фибо наччи u

n
.

При за пи си асим пто тических оце нок и фор мул ис поль зу ют ся 
та кие обо зна че ния:
1) f(x) = o(g(x)) при x → ∞ (чи та ет ся «есть f(x) o-ма лое от g(x)») 

то гда и толь ко то гда, ес ли lim
x → ∞ |f(x)/g(x)| = 0;

2) f(x) ∼ g(x) при x → ∞ (чи та ет ся «f(x) и g(x) асим пто ти-
чески рав ны» или эк ви ва лент ны) то гда и толь ко то гда, когда 
lim

x → ∞ |f(x)/g(x)| = 1;
3) f(x) = O(g(x)) при x → ∞ (чи та ет ся «есть f(x) OLболь шое от g(x)») 

то гда и толь ко то гда, ес ли су ще ст ву ют кон стан ты C > 0, R > 0, 
та кие, что |f(x)| ≤ C|g(x)| при |x| > R.
Оп ре де ле ни ем эк ви ва лент но сти ~ мы уже поль зо ва лись для 

асим пто тич еской оцен ки (10.35) чи сел Фибо наччи u
n
.

Об ра тим ся к фор му ле ко ли че ст ва D
n
 сме ще ний — пе ре ста но вок 

из n эле мен тов, в ко то рых ни один эле мент не ос та ет ся в пер вич-
ном по ло же нии: 
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Срав ним D
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и оцен кой |a
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Та ким об ра зом, спра вед ли вы асим пто тич еские фор му лы

)(! 11
nn OenD += − , или 

e

n
Dn

!
~ , n → ∞.

Для справ ки даль ше при во дят ся не ко то рые ком би на тор ные 
асим пто тические фор му лы:
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 n → ∞. (10.71)
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 n → ∞. (10.72)

n
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12
2lnln)

2

1
()!ln(

θπ ++−+= , 0 < θ < 1, n → ∞. (10.73)

Фор му ла (10.73) точнее фор му лы (10.72). Вос поль зо вав шись 
то ж де ст вом n! = elnn!, по лу ча ем эк ви ва лент ное фор му ле (10.73) 
соотношение (10.74):

nn
e
n enn 12)(2!

θ

π ⋅⋅= , 0 < θ < 1, n → ∞. (10.74)

Фак то ри аль ная  функ ция Г(n + 1) = n! очень важ на, по это му 
для нее по лу чено мно го ап прок си ма ций и фор мул при бли же ния. 
Фор му ла (10.74) час то но сит на зва ние фор му лы Стирлинга. При-
ве дем еще бо лее точ ную «ап прок си ма цию Стирлинга»:

53 1260360
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12
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)(2! n

q

nnn
e
n enn

+−
⋅⋅= π , 0 < q < 1. (10.75)

Ес ли в фор му ле (10.75) от верг нуть со от вет ст вую щие при бав-
ле ния в по ка за те ле сте пе ни экс по нен ты, сра зу по лу чим до воль но 
тон кие оцен ки зна че ний фак то ри аль ной функ ции при n → ∞:

.)(2!)(2 12
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ππ  (10.76)

Для чи сел Стирлинга вто ро го ро да Sk
n
 (10.21) вы пол ня ет ся 

асим пто тич еская фор му ла:

!
~
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n
k
n , n → ∞. (10.77)
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В заключение на пом ним, что асим пто тич еское по ве де ние чис-
ла p(n) всех раз би е ний чис ла n при ус ло вии n → ∞ рас смат ри ва лось 
выше в п. 10.7 (см. (10.42)).

 Задания

1. По лу чить фор му лу (10.74), ис хо дя из фор му лы (10.75) или оце-
нок (10.76).

2. По лу чить фор му лу (10.72) как след ст вие фор му лы (10.73).
3. До ка зать, что из лю бой фор мулы (10.72), (10.73), (10.74), (10.75) 

или оце нок (10.76) вы те ка ет эк ви ва лент ность фак то ри аль ной 
функ ции:

n
e
nnn )(2~! π , n → ∞.

4. До ка зать (либо про ве рить для ка ких-ни будь зна че ний n) оцен ку
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6. Срав нить воз рас та ние по сле до ва тель но стей {a
n
}∞

n = 1
, {b

n
}∞

n = 1
, 

где a
n
 = nlnn, b

n
 = (lnn)n, n → ∞.

7. До ка зать, что
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8. С по мо щью фор му лы Стирлинга до ка зать:
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9. До ка зать не ра вен ст ва !.
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Ком би на тор ные за дания для кон тро ля зна ний 
и са мо стоя тель ной ра бо ты

1. Из Кие ва к Чер ни го ву мож но доб рать ся па ро хо дом, по ез дом, ав то бу-
сом, са мо ле том; из Чер ни го ва в Нов го род-Се вер ски ий — па ро хо дом 
или ав то бу сом. Сколь ки ми спо со ба ми мож но осу ще ст вить пу те ше ст вие 
по мар шру ту Ки ев — Чер ни гов — Нов го род-Се вер ский?

2. Сколь ко че ты рех знач ных чи сел мож но со ста вить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 
ес ли:

 а) ни од на из цифр не по вто ря ет ся боль ше од ного раза;
 б) циф ры мо гут по вто рять ся;
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 в) чис ла долж ны быть не чет ны ми (циф ры мо гут по вто ряться)?
3. В кор зи не 12 яб лок и 10 апель си нов. Брат вы би ра ет яб ло ко или апель-

син, по сле че го сестра вы би ра ет из фрук тов, ко то рые ос та лись, и яб-
ло ко, и апель син. Сколь ко воз мож но стей та ких вы бо ров? При ка ком 
вы бо ре брата сестра име ет боль ше воз мож но стей вы бо ра? 

4. Есть 5 ви дов кон вер тов без ма рок и 4 ви да ма рок. Сколь ки ми спо со-
ба ми мож но вы брать кон верт и мар ку для пись ма?

5. Сколь ки ми спо со ба ми мож но вы брать гласную и со глас ную в сло ве 
«пар кет»?

 От вет: n = 8.
6. Сколь ки ми спо со ба ми мож но ука зать на шах мат ной дос ке два квад ра-

та — бе лый и чер ный? Ре ши те эту за да чу, ес ли нет ог ра ни че ний на 
цвет квад ра та. Ре ши те ее, ес ли нуж но вы брать 2 бе лых квад ра та.

7. Сколь ки ми спо со ба ми мож но вы брать на шах мат ной дос ке бе лый 
и чер ный квад ра ты, ко то рые не ле жат на од ной го ри зон та ли или на 
од ной вер ти ка ли?

8. Из 3 эк зем п ля ров учеб ни ков ал геб ры, 7 гео мет рии и 6 фи зи ки нуж но 
вы брать ком плект, ко то рый со дер жит по од ному учеб ни ку ка ж до го 
пред ме та. Сколь ки ми спо со ба ми это мож но сде лать?

 От вет: n = 3 ⋅ 7 ⋅ 6 = 126.
9. До ка жи те, что 77 те ле фо нов нель зя свя зать между собой так, что бы 

ка ж дый из них был свя зан ров но с 15 дру ги ми. 
10. Сколь ко на до взять эле мен тов, что бы чис ло пе ре ста но вок, об ра зо ван-

ных из них, рав ня лось 5040?
 От вет: n = 7 (7! = 5040).
11. В один на дца том клас се 35 уче ни ков. Они об ме ня лись фо то гра фия ми. 

Сколь ко все го фо то гра фий бы ло роз да но?
 Ре ше ние. Ка ж дый уче ник по лу чит 34 фо то гра фии. По это му n =

= 35 ⋅ 34.
12. Сколь ко раз ных пря мых мож но про вес ти че рез 10 то чек плос ко сти, 

из ко то рых никакие 3 не ле жат на од ной пря мой?
13. До ка зать, что среди лю бых 5 гри бов в ле су, из ко то рых никакие 

3 гри ба не рас по ло жены на од ной пря мой, все гда мож но най ти 4 
та ких, которые являются вершинами вы пук ло го че ты рех уголь-
ника.

14. На плос ко сти взяты 9 то чек, рас по ло жен ных в ви де квад ра та 3 × 3. 
Сколь ко су ще ст ву ет тре уголь ни ков, у ко то рых од на вершина на хо дит-
ся в фик си ро ван ной точ ке A, а две дру гие — сре ди дру гих 8 то чек?

15. Не ко то рая ко мис сия со би ра лась 40 раз. Ка ж дый раз на за се да ни ях 
бы ло по 10 человек, при чем 2 ее чле нов не бы ли при сут ст вую щи ми 
более од ного раза. До ка зать, что ко ли че ст во чле нов ко мис сии боль-
ше 60.

16. В не ко то ром уч ре ж де нии 25 со труд ни ков. До ка зать, что из них нель-
зя со ста вить боль ше 30 ко мис сий по 5 человек в каждой так, что бы 
лю бые 2 ко мис сии не име ли более од но го общего чле на.
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17. Двое иг ра ют в та кую иг ру: не уви дев но ме ра ав то ма ши ны, ко то рая 
при бли жа ет ся, пер вый «бе рет» две лю бых циф ры но ме ра (на при мер, 
пер вую и тре тью или вторую и чет вер тую), а вто ро му дос та нут ся две 
дру гие; ес ли но мер ста но вит ся из вест ным, оба иг ро ка со став ля ют циф-
ры и вы иг ра ет тот, у ко то ро го в сум ме цифр еди ниц боль ше. Сколь ко 
сре ди но ме ров от 0001 до 9999 та ких чисел, что иг ра за кан чи ва ет ся 
вни чью не за ви си мо от вы бо ра, сде лан но го пер вым иг ро ком?

18. Для окраски од ной гра ни ку би ка на до 5 с. За ка кое наи мень шее вре мя 
3 человека мо гут по кра сить 188 ку би ков? (Пред по ла гается, что два 
человека не мо гут вме сте кра сить один ку бик).

19. В со рев но ва ни ях по гим на сти ке две ко ман ды име ли оди на ко вое ко ли-
че ст во уча ст ни ков. В ито ге об щая сум ма бал лов, по лу чен ных все ми 
уча ст ни ка ми, рав ня лась 156. Сколь ко бы ло уча ст ни ков, ес ли ка ж дый 
из них по лу чил оцен ку 8 или 9 бал лов?

20. Ка ких чи сел боль ше сре ди пер во го мил лио на: тех, в за пи си ко то рых 
встре ча ет ся 1, или тех, в за пи си ко то рых ее нет?

 Ре ше ние. Под счи та ем ко ли че ст во чи сел от 0 до 999999, в за пи си ко-
то рых нет еди ниц, то есть сколь ко мож но со ста вить чи сел шес ти зна-
ков из цифр 0, 2, 3, 4, …, 9 (ес ли чис ло име ет мень ше шес ти цифр, 
до го во рим ся до пи сы вать сле ва ну ли). На пер вом мес те в та ком чис ле 
мо жет сто ять лю бая из де вя ти цифр, к лю бой из них мож но при пи-
сать по пра вую сто ро ну лю бую из тех же де вя ти: 0, 2, 3, 4, …, 9; 
итак, по лу чим 81 дву знач ное чис ло с 0, 2, 3, 4, …, 9. Про дол жая, 
по лу чим 96 шес ти знач ных чи сел, из них на до ис клю чить 000000. 
Та ким об ра зом, по ка за но, что сре ди пер во го мил лио на су ще ст ву ют 
96 – 1 чи сел, в за пи си ко то рых нет еди ниц, то есть 96 – 1 = 531371, 
что больше остальных чисел в первом миллионе.

21. За пе ре сыл ку бан де ро ли сле ду ет уп ла тить 18 грн. Сколь ки ми спо со ба-
ми мож но уп ла тить ее мар ка ми стои мо стью в 4, 6, 10 грн., ес ли два 
спо со ба, ко то рые от ли ча ют ся по ряд ком ма рок, счи та ют ся раз ны ми?

 От вет: мар ки мож но на клеи вать 8-ю спо со ба ми:

 1) (10, 4, 4); 3) (4, 4, 10); 5) (4, 6, 4, 4); 7) (4, 4, 4, 6);

 2) (4, 10, 4); 4) (6, 4, 4, 4); 6) (4, 4, 6, 4); 8) (6, 6, 6).

22. За круг лый стол са дит ся n(n > 2) человек. Два рас по ло же ния за сто-
лом бу дем счи тать сов па даю щи ми, ес ли ка ж дый че ло век име ет од них 
и тех же со се дей в обо их слу ча ях. Сколь ко су ще ст ву ет спо со бов сесть 
за стол?

23. Сколь ки ми спо со ба ми мож но по са дить за круг лый стол n муж чин 
и n жен щин та ким об ра зом, что бы ни ка кие два ли ца од но го пола не 
си де ли ря дом?

24. Сколь ко мож но со ста вить пе ре ста но вок из n эле мен тов, в ко то рых 
за дан ные m эле мен ты не рас по ло жены ря дом в лю бом по ряд ке?

25. Име ем на бор из 16 кар то чек. На четырех на пи сана буква A, на че-
тырех — Б, на четырех — В, на четырех — Г. Сколь ко раз ных слов 
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мож но по лу чить, вы би рая из на бо ра 4 кар точ ки и рас по ла гая их в не-
ко то ром по ряд ке?

26. Сколь ки ми спо со ба ми мож но об тя нуть 6 стуль ев тка нью, ес ли она 
имеется шес ти раз ных цве тов, и все сту лья долж ны быть раз но цвет-
ны ми?

 От вет: n = P
6
 = 6! = 720.

27. Сколь ки ми спо со ба ми мо гут рас по ло жить ся в тур нир ной таб ли це 10 
фут боль ных ко манд, ес ли из вест но, что ни ка кие 2 не на бра ли оди на-
ко во го ко ли че ст ва оч ков?

 От вет: n = P
10

 = 10!.
28. Сколь ко че ты рех знач ных чи сел мож но об ра зо вать из цифр 0, 1, 2, 3, 

не по вто ряя их?
29. На со б ра нии долж ны вы сту пить 5 человек: A, Б, В, Г, Д. Сколь ки ми 

спо со ба ми мож но их рас по ло жить в спи ске ора то ров, ес ли:
 1) Б не дол жен вы сту пать пе ред А;
 2) Б дол жен вы сту пить сра зу за А?
30. Сколь ки ми спо со ба ми мож но со ста вить трех цвет ный по ло са тый флаг, 

ес ли есть ткани пя ти раз ных цве тов? Ре ши те ту же са мую за да чу при 
ус ло вии, когда од на по ло са долж на быть крас ной.

31. Есть 8 то карей. Сколь ки ми спо со ба ми мож но по ру чить 3 из них из го-
тов ле ние трех раз ных де та лей (по од ному ви ду на каждого)?

 Ре ше ние. Речь идет о вы бо ре 3 то ка рей из 8 с даль ней шим раз ме ще-
ни ем их око ло трех стан ков, ко то рые из го тов ля ют раз ные де та ли. 
По это му n = A3

8
 = 336.

32. В проф ак тив фа куль те та из брано 9 человек. Из них на до из брать пред-
се да те ля, его за мес ти те ля, сек ре та ря и культ работ ни ка. Сколь ки ми 
спо со ба ми это мож но сде лать? 

 От вет: 3024.
!4

!94
9 === An

33. Сколь ки ми спо со ба ми мож но опустить 5 пи сем в 11 поч то вых ящи ков, 
ес ли в каждом из них бросается не боль ше од но го пись ма?

 От вет: n = A5
11

 = ?
34. Сколь ко раз ных на ту раль ных чи сел мож но об ра зо вать из цифр 0, 1, 

2, 3, 4, ес ли ка ж дое чис ло со дер жит лю бую из дан ных цифр не боль-
ше одного раза?

35. Из колоды в 52 кар ты вы ну ли 10 карт. В сколь ких слу ча ях сре ди 
этих карт ока жет ся:

 а) хо тя бы один туз;
 б) ров но один туз;
 в) не мень ше двух ту зов;
 г) ров но два ту за?
36. Строи тель ная фир ма фор ми ру ет бри га ду из 5 ра бо чих. В организа-

ции 20 ра бо чих, в том чис ле 5 ма ля ров, 4 плот ни ка и 2 шту ка ту ра. 
Скольким чис лом спо со бов мож но уком плек то вать бри га ду, что бы 
она со стоя ла из ра бо чих всех спе ци аль но стей по од ному?
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37. Най ди те сум му че ты рех знач ных чи сел, ко то рые по лу ча ются с по мо щью 
вся че ских пе ре ста но вок цифр 1, 1, 4, 4. То же самое для 0, 0, 4, 4. 

38. Сколь ки ми спо со ба ми мож но со ста вить три па ры из n шах ма ти с тов?
39. Сколь ки ми спо со ба ми мож но вы брать 6 карт из колоды в 52 кар ты 

та ким об ра зом, что бы сре ди них бы ли кар ты ка ж дой мас ти?
40. Сколь ки ми спо со ба ми в иг ре «Спорт ло то» мож но:
 а) вы брать пять шаров из 36;
 б) уга дать 5, 4, 3 но ме ра.
41. Сколь ки ми спо со ба ми мож но раз мес тить 12 раз ных де та лей в 3Lх 

ящи ках? 
42. Сколь ко су ще ст ву ет ав то мо биль ных пя ти знач ных но ме ров,
 а) со став лен ных из цифр 2, 3, 5, 7;
 б) не со дер жащих циф ру 8;
 в) не со дер жащих цифр 0 и 8?
43. Най ти ко ли че ст во спо со бов рас пре де ле ния n оди на ко вых ша ров по: 

а) двум; б) трем; в) i не раз ли чным ур нам.
44. Сколь ки ми спо со ба ми мож но раз мес тить n

1
 бе лых, n

2
 чер ных и n

3 

го лу бых ша ров по m раз ным ур нам?
45. В ла бо ра то рии на уч но-ис сле до ва тель ско го ин сти ту та ра бо та ет не сколь-

ко человек, при чем ка ж дый из них зна ет хо тя бы од ин ино стран ный 
язык, 6 — анг лий ский, 6 — не мец кий, 7 — фран цуз ский, 4 — англий-
ский и не мец кий, 3 — не мец кий и фран цуз ский, 2 — фран цуз ский 
и анг лий ский, од но ли цо — все три язы ка. Сколь ко человек ра бо та ет 
в ла бо ра то рии? Сколь ко из них зна ет лишь анг лий ский язык? Сколь-
ко лиц зна ет лишь од ин язык?

46. Сколь ко чи сел сре ди пер вой ты ся чи на ту раль ных чи сел не де лят ся 
ни на 2, ни на 3, ни на 5, ни на 7?

47. Сколь ко шес ти знач ных чи сел мож но со ста вить из цифр 1, 2, 3, …, 9, 
ес ли лю бое число долж но со сто ять из трех четных и трех не чет ных 
цифр, при чем ни ка кие 2 циф ры в числе не по вто ря ют ся?

48. 20 пас са жи ров со би ра ют ся пу те ше ст во вать по ез дом. В кас се есть 
 12 би ле тов на ниж ние полки и 8 — на верх ние. При этом 4 пас са-
жи ра не же ла ют ехать вни зу, а 5 пас са жи ров — ввер ху. Сколь ки ми 
спо со ба ми их мож но раз мес тить в по ез де, ес ли:

 а) по ря док раз ме ще ния пас са жи ров как вни зу, так и ввер ху не учи-
ты ва ет ся;

 б) по ря док раз ме ще ния учи ты ва ет ся как вни зу, так и ввер ху;
 в) учи ты ва ет ся по ря док раз ме ще ния лишь вни зу?
49. Сколь ко слов мож но по лу чить, пе ре став ляя бу к вы слов:
 а) «па ра бо ла»; б) «ме та мор фо за»?
50. Для пре мий на ма те ма ти че ской олим пиа де вы де лено 3 эк зем п ля ра 

од ной кни ги, 4 — вто рой и 8 — треть ей. Сколь ки ми спо со ба ми мож но 
раз де лить эти пре мии ме ж ду 30 уча ст ни ка ми, ес ли лю бо му вру ча ют 
не боль ше од ной кни ги?
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51. Аби ту ри ент дол жен сдать 4 экзамена. Он счи та ет, что для за чис ле-
ния дос та точ но на брать 17 оч ков. Сколь ки ми спо со ба ми он смо жет 
сдать экзамены, на брав не мень ше 17 оч ков и не по лу чив ни од ной 
двой ки?

52. Сколь ко слов, ко то рые со дер жат не мень ше од ной бу к вы, мож но со-
ста вить из двух букв A, пя ти букв Б и де вя ти букв В?

53. Сколь ко слов из пя ти букв, лю бое из ко то рых со сто ит из трех со глас-
ных и двух гласных, мож но со ста вить из букв сло ва «урав не ние»? 

54. Уча ст ни ки «Ге ну эзской ло те реи» по ку па ют би ле ты, на ко то рых раз-
ме щены чис ла от 1 до 90. На не ко то рых би ле тах указаны сра зу 2, 3, 4 
или 5 чи сел. В день ро зы гры ша про из воль но из би ра ют 5 же то нов 
с но ме ра ми от 1 до 90. Вы иг ра ют те уча ст ни ки, в ко то рых все но ме ра 
на би ле тах бу дут сре ди вы бран ных на жетонах. Ка кая ве ро ят ность 
вы иг ры ша в слу чае по куп ки би ле та с од ним чис лом? С k чис ла ми 
(1 ≤ k ≤ 5)? 

55. Сколь ки ми спо со ба ми мож но пе ре ста вить бу к вы сло ва «обо ро но-
способность», что бы две бу к вы «о» не шли под ряд?

56. Най ди те наи боль ший ко эф фи ци ент в разложении: 
 а) (a + b + c)10;
 б) (a + b + c + d)11.
57. Сколь ко су ще ст ву ет тре уголь ни ков, дли ны сто рон ко то рых при нима-

ют од но из та ких зна че ний: 4, 5, 6, 7 см?
58. Сколь ко мож но по стро ить пря мо уголь ных па рал ле ле пи пе дов, дли ны 

ре бер ко то рых вы ра жа ют ся на ту раль ны ми чис ла ми от 1 до 10?
59. Сколь ки ми спо со ба ми 9 пас са жи ров мож но раз мес тить в трех ва го-

нах? Для сколь ких раз ме ще ний в пер вый ва гон ся дут 3 из них? Для 
сколь ких раз ме ще ний в ка ж дый ва гон ся дут 3 из них? Для сколь ких 
раз ме ще ний в один ва гон ся дет 4, во вто рой — 3, а в третий — 2 пас-
сажи ров?

60. Сколь ки ми спо со ба ми мож но ото брать не сколь ко фрук тов  из 7 яб-
лок, 4 ли мо нов, 9 апель си нов (счи та ем, что фрук ты од но го ви да не 
от ли ча ют ся один от дру го го)?

61. Две ко ман ды А и Б иг ра ют се рию мат чей в бас кет бо л до тех пор, по ка 
од на из них не по лу чит че ты ре по бе ды (ничь их нет). Сколь ко раз ных 
се рий та ких мат чей мо жет быть? 

62. Сейф от кры ва ет ся с по мо щью циф ро во го ко да, ци фер блат ко то ро го 
со сто ит из 100 кла виш с чис ла ми, рас по ло жен ны ми по кру гу. Для 
то го, что бы от крыть сейф, нуж но на жать на ка кие-то 3 кла ви ши, 
при чем из вест но, что ме ж ду лю бы ми дву мя ис ко мы ми кла ви ша ми 
рас по ла га ет ся не мень ше чем 10 других. Сколь ко ком би на ций из 3 
кла виш на до пе ре про бо вать, что бы от крыть сейф, ес ли: 

 а) по ря док на жа тия не име ет зна че ния;
 б) по ря док на жа тия име ет зна че ние?
63. Для ка ж до го на ту раль но го n най ти сум му 

S
n
 = 1 ⋅ 1! + 2 ⋅ 2! + 3 ⋅ 3! + … + n ⋅ n!.
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 Ука за ние. Про ве рить S
n
 = (n + 1)! – 1.

64. До ка жи те, что (C0
n
)2 + (C1

n
)2 + … + (Cn

n
)2 = Cn

2n
.

 Ре ше ние. Cn
2n

 — ко ли че ст во n-эле мент ных под мно жеств 2n-эле мент но-
го мно же ст ва B мож но под счи тать так. Ра зо бьем мно же ст во B на два 
под мно же ст ва (B

1
 и B

2
) по n эле мен тов в каждом. Лю бое из ис ко мых 

n-эле мент ных под мно жеств со сто ит из k эле мен тов мно же ст ва B
1
 

и (n – k) эле мен тов мно же ст ва B
2
 (k = 0, 1, 2, …, n). Для лю бой из Ck

n
 

вы бо рок k эле мен тов мно же ст ва B
1
 ос та ток (n – k) эле мен тов из мно-

же ст ва B
2
 мож но вы брать C

n
n – k = Ck

n
 спо со ба ми. По пра ви лу про из ве де-

ния количество ис ко мых под мно жеств с k эле мен та ми мно же ст ва B
1
 

бу дет (Ck
n
)2. По сколь ку 

k = 0, 1, 2, …, n, то Cn
2n

 = (C0
n
)2 + (C1

n
)2 + … + (Cn

n
)2.

65. До ка жи те та кое то ж де ст во для чи сел Ck
m

:

....... 0110 m
npn

m
p

km
pn

k
p

m
pnp

m
pnp CCCCCCCCC =⋅+⋅++⋅+⋅ −

−
−

−
−−

 Ре ше ние. Cm
n
 — ко ли че ст во m-эле мент ных под мно жеств Y мно жест ва X 

из n эле мен тов. Ра зо бьем мно же ст во X на два под мно же ст ва X
p
 из p 

эле мен тов и X
n – p

 из ос тат ка n – p эле мен тов. Мно же ст ва Y мож но 
стро ить, вы би рая сначала 0 эле мен тов мно же ст ва X

p
 и m эле мен тов 

мно же ст ва X
n – p

 (что мож но сде лать C0
p
 ⋅ Cm

n – p
 спо со ба ми), и так да лее, 

вы би рая k эле мен тов мно же ст ва X
p
 и (m – k) эле мен тов мно же ст ва 

X
n – p

, что мож но сде лать km
pn

k
p CC −

−⋅  спо со ба ми. По сколь ку для раз ных 
зна че ний k бу дем иметь раз ные под мно же ст ва, а дру гих под мно жеств 
быть не мо жет, то от сю да вы те ка ет спра вед ли вость за пи сан ной вы ше 
фор му лы.

 То ж де ст во из за да чи 65 чаще встре ча ет ся в одной из сле дую щих 
форм:

;nm
sr

k

mk

kn
s

km
r CCC +

+
−=

−+ =∑ .
0

kn
nm

kn

p

p
m

pk
n CCC −

+

−

=

+ =∑
 Это то ж де ст во но сит на зва ние сверт ки А. Ван дер мон да (ко нец XVIII ст.), 

од на ко в 1303 г. оно бы ло из вест но Чжу Ши-дзе в Ки тае. 



В од ной кни ге труд но дать развер ну тое из ло же ние всех раз де лов дис-
крет ной ма те ма ти ки, рас смот рен ных в дан ном учеб ни ке. Здесь под роб но 
пред став ле ны от но ше ния, бу ле вы ал геб ры и функ ции, гра фы, ма те ри ал 
которых мо жет быть ис поль зо ван при вы пол не нии ин ди ви ду аль ных за да-
ний и изу че нии спец кур сов по со от вет ст вую щим те мам. Дос та точ но емко 
из ло же ны мно же ст ва, ма те ма ти че ская ло ги ка и ком би на то ри ка. В то же 
вре мя для бо лее уг луб лен но го изу че ния ма те риа ла этих раз де лов и ис поль-
зо ва ния их в спец кур сах мы ре ко мен ду ем пользоваться до пол ни тельной 
лите ра ту рой: Ку ра тов ский К., Мос тов ский А. (23), На тан сон И. П. (26) — 
по тео рии мно жеств; Кли ни С. (16), Мен дель сон Э. (28), Кол мо го ров А. Н., 
Дра га лин А. Г. (17), Чень Ч., Ли Р. (37) — по ма те ма ти че ской ло ги ке; 
Андер сон Дж. (1), Ви лен кин Н. Я. (8, 9), Лип ский В. (24), Ри ор дан Дж. (30), 
Грэ хем Р., Кнут Д., По таш ник О. (13), Холл М. (36) — по ком би на то ри ке.

Ав то ры вы ну ж де ны бы ли бо лее кон спек тив но из ло жить та кие раз-
де лы, как язы ки и грам ма ти ки, ал го рит мы и ав то ма ты. Обыч но эти раз-
де лы чи та ют ся в ви де от дель ных дис ци п лин на мно гих спе ци аль но стях 
в высших учебных заведениях. Мож но поре ко мен до вать це лый ряд книг 
с пре крас ным из ло же ним этих раз де лов: Ахо А., Уль ман Дж. (2, 3), 
Капи тонова Ю. В., Кри вий С. Л., Ле ти чев ский О. А., Луц кий Г. М., 
Пе чорин М. К. (15), Глуш ков В. М. (12), Кор ман Т., Лей зер сон Ч., 
Ри вест Р. (18), Кук Д., Бейз Г. (22).

В на зван ной ли те ра ту ре име ет ся мно го мо дель ных и со дер жа тель ных 
при ме ров, ко то рые по лез ны и по учи тель ны. Не ко то ры ми из них ав то ры 
с бла го дар но стью вос поль зо ва лись.
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

А
Абелева группа  87
Автомат  386
– конечный  391–392
– – , диаграмма состояний  392
– – , таблица  392
– – без выхода  392
– – с выходом  392
– линейно-ограниченный  406
– Мили  394
– Мура  394, 395
– с магазинной памятью  400
Аксиомы исчисления высказыва-

ний  202
– – пре ди ка тов  227
Алгебраическая операция  73
– структура  79
Алгебра  23
– булева  97, 106
– – , двухэлементная  107
– Жегалкина  138
– логики  107
– множеств  22
– реляционная  62
Алгоритм Гомори — Ху  331–334
– Данцига  299–303
– Дейкстры  293–298
– Йоу, Даниэльсона, Дхавана  317–321
– Краскала  282
– Маркова  362–363
– – , нормальный  362–363
– перехода от произвольной формулы 

алгебры логики к СДНФ  134
– перехода от произвольной формулы 

алгебры логики к СКНФ  134
– перехода от таблицы истинности буле-

вой функции к СДНФ  131–132
– перехода от таблицы истинности бу-

левой функции к СКНФ  132
– «поиска в глубину»  276–280
– построения остовного дерева пу тем про-

из вольного просмотра ре бер  281–282
– Прима  283
– расстановки пометок  326–328

– Флойда  299–303
– Форда  293, 298–299
– Форда — Фалкерсона  326–330
Алфавит  339
– логики  235
Антирефлексивность отношения  43
Антисимметричность отношения  44
Антитранзитивность отношения  44–45
Асимметричность отношения  44
Ассоциативность  23, 106, 116, 138
Атом (элементарные высказывания)  217
Атрибуты таблицы  63

Б
Биективное отображение  57–58, 60
Биекция  27
Бинарное отношение  32
Бинарные функции  236–237
Булеан  16
Булева алгебра  97, 106, 107
– решетка  97

В
Взаимно однозначное соответствие  27
Включение двухстороннее  14
– нестрогое  15
– строгое  15
Внутреннее произведение вершин 

пути  318
Входная головка  386
– лента  386
Входной алфавит  386
Выводимые строки в грамматике  344
Выровненная влево грамматика  347
– вправо грамматика  347
Высказывание  186

Г
Геометрическая интерпретация мно-

жеств  18–20
Головоломка о кенигсберских мостах  

239, 246
Гомоморфизм  80–81
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Грамматика  342
– выровненная влево  347
– выровненная вправо  347
– контекстноLзависимая  347
– контекстноLсвободная  347
– леволинейная  347
– леворекурсивная  350
– общего вида  347
– порождающая  342
– праволинейная  347
– праворекурсивная  350
– распознающая  342
– регулярная  347
– самовключающая  350
Граф  242–243
– , вершины  243
– – , степень  244
– , грань, внешняя, внутренняя  244
– –  (ячейка)  244
– , диаметр  244
– , дополнение  244
– , индекс  262
– , каркас  275
– , остов  275
– , параллельные ребра  243
– , радиус  245
– , ребра  243
– , сечение (разрез)  287
– , смежные вершины  243
– –  ребра  243
– , точка сочленения  244
– , хроматический класс  262
– , центр  245
– , центральные вершины  245
– – – , эксцентриситет  245
– , эйлеров  246
– абстрактный  249–250
– бихроматический  262, 263
– взвешенный  282
– гамильтонов  305
– геометрический  242, 248, 250
– геометрически двойственный  261
– дуальный (реберный)  262
– дуги  248
– конечный  251
– неориентированный  242–245, 248
– ориентированный  248–249
– отношения  34
– планарный  242
– плоский  241, 242, 244
– полный  244

– помеченный  271
– Понтрягина — Куратовского  253
– простой  244
– регулярный (однородный)  244
– связный  243
– симметрический  252
– цепи  240
– r-раскрашиваемый  261
– r-хроматический  261
График отображения  56
– функции  56
Графическое задание бинарного отно-

шения  33
Группа  87
– абелева  87

Д
Двойственность  111–115
Двоичное слово  100
Двузначная логика  231
Дедуктивный вывод  197
Декартова степень  32
Декартово произведение  31
Декартов квадрат  32
– куб  32
Деление отношений  69–70
Дерево  240, 244, 269
– , высота  284
– –  вершины  284
– , дуги  269
– , корень  274
– , лист  284
– , потомок вершины  284
– , ребра  269
– , уровень вершины  284
– бинарное (двоичное)  285
– вывода  354, 355
– корневое  274
– ориентированное  269, 283
– разбора  354
– свободное  273
– упорядоченное  285
Дефицит простого графа  314
Диаграмма Вейча  164
– Венна  18–19
– коммутативная  81–82
– Ферре разбиения  441
– Хассе  48, 50
Дизъюнктивная нормальная форма 

(ДНФ)  124
– – – , минимальная (МДНФ)  156
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– – – , совершенная (СДНФ)  125
– – – , сокращенная  156
– – – , тупиковая  156
Дизъюнктивное поглощение  157
– склеивание неполное  157
– – полное  157
– ядро  156, 173
Дизъюнкция  103, 107, 187, 190
– элементарная  128
– kLзначная  237
Дистрибутивность  24, 106, 117, 139
Доказательство от противного  206
Домен  63
Дополнение (отрицание)  21, 41
Достижимость вершины графа  256

Е
Единица по отношению к операции  77, 

86, 87, 88
– решетки  96, 97

З
Задание булевой функции  102
– – – аналитически  102, 107–108
– – – порядковым номером  102, 

104–105
– – – таблицей истинности  102–104
– множеств  11–13
– – определяющим свойством  11
– – перечислением элементов  11
– – рекурсивное  12
Задача загрузки (размещения)  268
– китайского почтальона  247
– коммивояжера  240–241, 314–317
– – гамильтонова  241, 314
– о гамильтоновом цикле  307–308
– о книгах  309
– о максимальном потоке  324–326
– о многополюсном максимальном по-

токе  331
– о трех колодцах  252
– раскраски стран географической карты  

241, 261
– теории расписаний  268
Законы алгебры множеств  23–24
– ассоциативные  23, 96, 106, 117, 221
– дистрибутивные  24, 106, 117, 221–

222
– для нуля, единицы и отрицания  106
– идемпотентности  24, 106, 117

– инволюции  24, 106
– коммутативные  23, 96, 106, 116, 221
– поглощения  96, 106
– де Моргана  24, 106, 119, 222
– для кванторов  222
Закон двойного отрицания  106, 118–119
– инволюции  24, 106
– исключенного третьего  24, 118
– противоречия  24, 118
– элиминации  24, 118
Замена связанной переменной  221, 222
Замкнутый класс  145
Замыкание множества Σ булевых функ-

ций  145
Записи infix  74, 75
– postfix  74, 75
– prefix  74
Значение истинности высказыва-

ния  186, 232

И
Идемпотентность  24, 106, 117
Иерархия Хомского  347
Изоморфизм графов  250, 254
Изоморфные структуры  82–83
Импликанта  155, 161, 166
– простая  156, 167, 171, 173
Импликация  104, 107, 108, 187, 

190–191
– , обратная  104
Инверсия  102, 107
Индивидуальный символ  209
Интерпретация булевой функции  100, 

104
– высказывания  189
– формулы логики предикатов  218
Инцидентность ребер и вершин гра-

фа  243
Инцидентор  249, 257
Инъективное отображение  57, 59
Истинностное значение высказыва-

ния  186
Источник  322, 330
Исчисление высказываний  201
– предикатов  227

К
Каноническая задача минимизации  155
Карта Карно  158–164
Квантор всеобщности  212, 215
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– существования  212, 215
Классы эквивалентности  47–48
Класс Поста  151
Клика  264
Кликовое число (плотность)  264
Кодерево  289
Количество смещений D

n
  427

– неполных смещений  427
Кольцо  91, 92, 140
– с единицей  91, 92, 140
– коммутативное  92
Коммутативная диаграмма  81–82
Коммутативность  23, 96, 106, 116, 221
Композиции числа n  438
Композиция отношений  38
Компонента (связности)  243
Конечные языки  350
Конкатенация  86, 340
Константа булева  100
– нуля (единицы)  102, 114, 138
– предметная  210
Конституента единицы  124
– нуля  128
Контекстно-зависимая граммати-

ка (КЗ)  347
Контекстно-свободная граммати-

ка (КС)  347
Континуум  29
Контур  249
– гамильтонов  308, 312, 314, 320, 321
– простой  249
– эйлеров  252
Конфигурация автомата  387
– – , заключительная  388
– – , начальная  387
Конъюктивная нормальная фор-

ма (КНФ)  128
– – – , совершенная (СКНФ)  129
Конъюктивное поглощение  158
– склеивание неполное  158
– – полное  158
Конъюнкция  103, 107, 187, 189
– , собственная часть  156
– , элементарная  124
– kLзначная  237
Кортеж  63
Критерий минимизации  155, 156
Круги Эйлера  19
Куб булевый n-мерный  100

Л
Лексемы языка  357
Лемма о рукопожатиях  251
Линейно упорядоченное множество  50
Логика высказываний  187
– двузначная  231
– многозначная  231
– предикатов  207
– формальная  183–185
Логическое следствие  197, 219

М
Макстерм  128
Маршрут  243
– , длина  243
– замкнутый  243
– неориентированный  249, 315
– ориентированный  248, 315
Матрица инциденций  257–259
– Кирхгофа  275
– сечений графа  288
– смежности  253–256
– – модифицированная  317
– стоимостей  256
– циклов графа  287
Машина Тьюринга  402–403
Метод Квайна  166
– Квайна—Мак-Класки  168–174
– Порецкого—Блейка  174–175
Минтерм  124
Модель данных реляционная  62–72
Многозначная логика  231
Множества равномощные  27
– эквивалентные  27
Множество-степень  16
Множество  9
– бесконечное  10, 26–29
– конечное  10
– континуальное  29
– линейно упорядоченное  50
– независимое  264
– несчетное  29
– пустое  15, 16
– счетное  28
– универсальное  15
– упорядоченное  10–11
– частично упорядоченное  94
Моноид  86
Мощность  28, 29
Мультиграф  244
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Н
Набор булевый  100
– – функционально полный  145, 152
– – – – в слабом смысле  153
Независимая система аксиом  203
Независимое множество  264
Непротиворечивость исчисления выска-

зываний  203
Несократимая система булевых функ-

ций  152
Нетерминальный символ  342
Носитель алгебраической структуры  79
Нуль решетки  96

О
Область значений отношения  56
– – отображения  56
– определения отношения  49, 55
Обобщенное склеивание  174, 175
Образ отображения  56
Обратная импликация  104
– функция  57
Обратное отношение  37, 57
Обратный элемент  77, 88
Операнды  63, 74
Операторы  74, 362, 367
Оператор минимизации  368
– подстановки  367
– рекурсии  368, 369
Операции над отношениями  36–42
– алгебраические  73
– на множествах  20–22
Орграф  248, 249
Ортогональности соотношение  291
Ортогональные латинские квадраты  415
Остовный лес графа  280
Отношение 
– бинарное  32
– нестрогого порядка  51
– обратное  37, 57
– полное  34
– порядка  11, 147
– – для наборов булевых констант  147
– пустое  34
– строгого порядка  51
– тождественное  34
– толерантности  51
– функциональное  54
– частичного порядка  48, 93, 95
– эквивалентности  47, 48, 83, 250

– , прямое произведение  65
– , разность  64
Отношения-операнды  63
Отображение множества  56
– биективное  57, 59
– инъективное  57, 59
– сюръективное  57, 59
Отрицание  21, 102, 107, 108, 189
– дизъюнкции  103
– импликации  103
– конъюнкции  104
– Лукашевича  235, 237
– обобщенное  236
– обратной импликации  103
– циклическое  235

П
Память автомата  387
Парадокс логический  13
Переменная булева (логическая)  100
– несущественная  101
– предметная  210
– свободная 213
– связанная 213
– фиктивная  101
Пересечение (произведение)  21
– отношений  64
Перестановки  418
– с повторениями  419
Петля  243
Подалфавит  339
Подграф  243
– , вес  282
Поддерево вершины левое, правое  285
Подмножество  14, 15, 16
Подстрока  340
Подструктура алгебраической струк-

туры  80
Покрытие  155, 156, 161
Поле  92
Полином Жегалкина  140–143
– – , длина  141
Полная решетка  96
– система импликант  155, 156
– – функций  151–152, 236
Полное отношение  34
Полностью упорядоченное множест-

во  50
Полнота исчисления высказывания  202
Полугруппа  86
Порождающая грамматика  342
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Порядок предиката  208
Посылка (условие, антцедент)  190, 200
Поток в сети  322
– – – , аргументальная цепь  325
– – – по дуге  322
– – – чистый  322

Правило ∃-введения  228
– введения квантора всеобщности  225
– – – существования  225
– обобщения (∀-введения)  228
– отделения (Modus Ponens)  200
– переименования свободных перемен-

ных  228–229
– – связанных переменных  229
– подстановки  203–204, 205
– произведения  417
– суммы  416
– удаления квантора всеобщности  225
– – – существования  225
Правила вывода  197, 199, 202, 225,  228
Правильное рассуждение  195
Правильно построенная формула  188
Праволинейная грамматика  347
Праворекурсивные грамматики  350
Предваренная нормальная фор-

ма (ПНФ)  224
Предикат  208, 209
Предикатные аксиомы  227–228
Предметная область  208, 210
Предметные константы  210
– переменные  210
Префикс  224
Признак Дирака  310
Признаки гамильтоновости  310–314
Принцип двойственности  114
Приоритет операций в алгебре мно-

жеств  23
Проблема принадлежности  349
– пустоты  350
– четырех красок  241, 261
– эквивалентности  350
Продукция  342
Проекция отношения  67
Производящая функция  443
– – для разбиений числа n  450–452
– – перестановок  449
– – размещений  449
– – сочетаний  446
– – экспоненциальная  443
Промежуточный узел  322

Прообраз множества  56
Пропускная способность сечения  324
Прямое произведение отношений  65
Пустая строка  340, 401
Пустое отношение  34
Путь  249
– гамильтонов  308
– простой  249

Р
Равенство множеств  14, 15
Разбиение числа n  438–442
Разложение булевой функции  120–127
Размещение предметов по урнам  428–

430
Размещения  418
– с повторениями  420
Разность отношений  64
Раскраски графа  260–269
Распознаватель  390, 406
Распознающая грамматка  342
Рассуждение правильное  195
Расширение алфавита  339
Регулярное выражение в алфавите  351
Реляционная алгебра  62
– модель данных  62–72
Рефлексивность отношения  42–43
Решетка  94
– дистрибутивная  96, 97
Решетка с дополнением  96
Решето Эратосфена  432

С
Свертка последовательностей  445
Свободная переменная  213
Свойства единицы  106
– нуля  106
– пустого и универсального множеств  24
Связанная переменная  213
Связывание переменной  213
Сеть  322
Сечение относительно подмножества  40
– отношения  40
Символическая логика  184
Символ предметных переменных  209
– индивидуальный  209
– нетерминальный  342
– предикатный  209
– терминальный  342
– функциональный  209
Симметричность отношения  43–44
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Система S
1
  204

– S
2
  204–205

Склеивание обобщенное  174
Следствие (заключение, консеквент)  190
Слово двоичное  100
Сложение по модулю  77, 138, 237
Собственная часть конъюнкции  156
Совершенная нормальная форма  120
Сопряженное разбиение числа n  438–441
Сортировка вставками  371–372, 381
– слиянием  372–374, 379
Сочетания  421
– с повторениями  422
Сравнимые элементы в отношении час-

тичного порядка  50
Сток  322
Стрелка Пирса  103, 108
Строка  339, 340
– , пустая 340
– , выводимая 344
Стэк  399, 400, 401
Сужение операции  80
Сумма графов  255
– по модулю 2  103, 138, 139
Суперпозиция  107
– булевой функции  107
Схема логическая  177–180
Сюръективное отображение  57, 59

Т
Таблица истинности булевой функ-

ции  102, 109
– Кэли  75, 88, 89, 92
Тезис Черча — Тьюринга  403
Теорема
– Брукса  265
– дедукции  205
– Дирака  310
– Ейлера  442
– Караганиса  311
– Кенига  263, 312
– – о матрицах  416
– Кирхгофа  275
– об одновременной полноте  145
– Оре  310
– о дизъюнктивном разложении булевой 

функции  120
– о конъюнктивном разложении булевой 

функции  125
– о максимальном потоке и минимальном 

разрезе  324

– о целочисленности  328
Теория
– Понтрягина — Куратовского  253
– Поста о функциональной полно-

те  151–155
– Поша  310
– Пуанкаре  289
– Флейшнера  311
– Харари, Нэш-Вильямса  311
– Хватала  310
Терм  209
Терминальный символ  349
Тождественное отношение  34
Тождественно истинная формула (тав-

тология)  195, 197, 202, 229
– ложная формула (противоречивая, 

невыполнимая)  195, 198
Транзитивность отношения  44
Треугольник Паскаля, арифметический 

треугольник  424
Тэта-граф  306

У
Умножение по модулю  77, 237
Унарное отношение  32
Унарные операции  74
– функции  235–236
Управляющее устройство  387

Ф
Фактор-множество  40
Формальная логика  183
Форма Бекуса — Наура (БНФ)  345
Формула  107
– биноминальная (бином Ньютона)  431
– включений и исключений  426
– нейтральная  195
– необщезначимая  195
– непротиворечивая  195
– общезначимая  195
– полиноминальная  431
– тождественно истинная  195
Формула Кэли  273
Формулы (молекулы)  188
– равносильные  108
– эквивалентные  108
Фундаментальная матрица сечений  290
– – циклов  290
– система циклов и сечений  289
Фундаментальное сечение  289



472 Предметный указатель

Фундаментальный цикл графа  290
Функциональное отношение  54–61
Функционально полная система  145, 146
– – – в слабом смысле  153
Функциональный символ  210
Функция
– биективная  27
– булева  100
– двойственная  111
– линейная  141
– логическая  100
– монотонные  148–149
– обратная  57
– переключательная  100
– самодвойственная  111
– сохраняющая 0  147
– сохраняющая 1  147
– унарная  235–236
– характеристическая  236
– частично-определенная  165

Х
Характеристическая функция  236

Ц
Цепь  243
– гамильтонова  305
– простая  243, 305
– эйлерова  247
Цикл  243
– гамильтонов  241, 304
– логический  178
– – , анализ  179
– – , синтез  180
– простой  243, 304
– эйлеров  239, 246
Циклическое отрицание  235

Ч
Частично упорядоченное множество  94
Числа Белла  430
– Моргана  430
– Стирлинга  430
– Фибоначчи  434–437
Число независимости  264

Ш
Штрих Шеффера  104, 108, 151

Э
Эквивалентность (эквиваленция)  103, 

107, 108, 187, 191–192
Эквивалентные грамматики  344
Элементарная дизъюнкция  128
– конъюнкция  124
– – , ранг  141
– формула логики предикатов  217
Элементы множества  10, 11
– сравнимые в отношении частичного 

порядка  50
– обратный  77, 88

Я
Ядро дизъюнктивное  156, 167
Язык  341
– , определяемый грамматикой G  344
– исчисления высказываний  202
– конечный  350
– регулярный  350

N
n-ар ное от но ше ние  32
n-ая сте пень от но ше ния  39
n-ме ст ный пре ди кат  217
n-местный функциональный символ  209
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МАТЕМАТИКА 
ДЛЯ ВСТУПНИКІВ 

ДО ВУЗІВ
(українською та російською мовами)

Бондаренко М. Ф.
Дікарєв В. А.
Мельников О. Ф.
Семенець В. В.
Шкляров Л. Й.

Навчальний посібник містить повну інфор-
мацію (довідковий ма те ріал, кла сифікацію задач, методи розв’язання) 
з усіх розділів ма тематики, що включені до програми вступних екза-
менів до вузів, вклю чаючи задачі з парамертами. Методи розв’язання 
задач проілюстровані прикладами. В частині 1 (Алгебра) детально опи-
сано розв’язання 587 прикладів і задач. Для більш досконалого ви вчен ня 
матеріалу в навчальному посібнику наведено завдання для самостійного 
виконання (519 завдань) та відповіді до них.

У частині 2 (Геометрія. Початки аналізу)  наведено розв’язання 382 за-
дач. Крім того, посібник містить 278 задач для самостійного розв’язання 
та відповіді до них.

Автори даного навчального посібника поста-
вили собі за мету дати абітурієнтам повну інфор-
мацію про способи розв’язання до статньо повного 
«набору» різного роду при кла дів і задач, що охоп-
люють усі розділи програми вступних екзаменів 
у вузах. 

Навчальний посібник призначений для учнів 
і вчителів середніх шкіл, учнів і викладачів усіх 
форм довузівської підготовки.

Навчальний посiбник. 1120 с. 1/32, 7БЦ. 
Українська мова.  1999 р.

 Російська мова.  2001 р.



СИГНАЛИ ТА ПРОЦЕСИ 
У РАДІОТЕХНІЦІ

Волощук Ю. І. 
  1, 2 т.

У першому томі підручника докладно роз-
глянуто сучасні методи аналізу детермінованих 
сигналів, математичні моделі керувальних, 
вузькосмугових, складних сигналів. Особ ливу 
увагу приділено сигналам з амплітудною, час-
тотною, фазовою модуляцією. 

У другому томі підручника розглянуто 
сиг нали з імпульсною модуляцією, сигнали 
циф рових систем зв’язку; осно ви теорії ви-

пад кових сигналів, моделі випадкових сигналів, зокрема шумів, завад, 
зосеред жених за часом і спектром, процесів Маркова та ін.; методи аналізу 
проходження детермінованих сигналів. Подання теоре тичного матеріалу 
супроводжено великою кількістю прикладів, вправ і задач для самос-
тійного розв’язання. 

Підручник. 1120 с. Том 1 та 2. 1/16, 7БЦ.  Українська мова. 2003 р.

ПРО ГРАМ МИ РО ВА НИЕ 
НА С++

Бондарев В. Т.

Кни га со дер жит ком пакт ное из ло же ние ос нов 
ал го рит ми че ско го язы ка С++ и со сто ит из трех час тей. 
В пер вой час ти да но вве де ние в про грам ми ро ва ние на 
C++, ос нов ной те мой вто рой час ти яв ля ет ся объ ект-
но-ори ен ти ро ван ное про грам ми ро ва ние, тре тья часть 
вво дит чи та те ля в обоб щен ное про грам ми ро ва ние 
и зна ко мит со стан дарт ной биб лио те кой шаб ло нов. Для 
тех, кто толь ко про бу ет пи сать про грам мы, в кни ге есть 
при ло же ние, с ко то ро го им сто ит на чать. 

Для сту ден тов ву зов спе ци аль но стей «Про-
грамм ное обес пе че ние ав то ма ти зи ро ван ных сис тем», «Ин фор ма ти ка», 
«При клад ная ма те ма ти ка» и всех, кто хо чет нау чить ся про грам ми ро-
вать на С++.

Учеб ное по со бие. 284 с. 1/16, мяг кая об лож ка. Рус ский язык. 2004 г.



МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ПРОЕКТИРОВАНИЕ 

БИЗНЕС-СИСТЕМ
Бондаренко М. Ф., Маторин С. И.,
Соловьева Е. А. 
Рассмотрены глубинные причины проис-

ходящих в настоящее время явлений в области 
бизнеса и управления организационными систе-
мами. Показано, что развитие природы, челове-
ка, общества, информационных и организаци-
онных систем (бизнес>систем) имеет всеобщую 
знаниеориентированную направленность.

В рамках одной книги собраны и система-
тизированы все основные методы и технологии 

анализа и моделирования бизнес>структур и бизнес>процессов. Описаны 
теоретические основы предпринимательской деятельности, практические 
средства повышения ее эффективности. Уделяется внимание  современным 
перспективным информационным технологиям и международным стандар-
там по методам разработки и повышения качества бизнес>процессов.

Учебное пособие. 272 с. 1/8, мягкая обложка. Русский язык. 2004 г.

КОНТРОЛЬ И УПРАВЛЕНИЕ 
КОРПОРАТИВНЫМИ 

КОМПЬЮТЕРНЫМИ СЕТЯМИ: 
ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ 

СРЕДСТВА И ТЕХНОЛОГИИ
Гуржій А. М., Коряк С.Ф.,
Самсонов В. В., Скляров О. Я. 

В навчально>методичному комплексі (НМК) 
докладно висвітлено функції та методи за-
стосування апаратно>програмних платформ 
моніто рингу складних комп’ютерних мереж; 
розглянуто технології збору даних про стан 

обладнання, програмного забезпечення та мереж ної активності; наведе-
но методику виявлення проблемних ситуацій, їх причин. НМК містить 
повний обсяг інфор мації, необхідний для успішного засвоєння матеріалу 
в умовах дистанційного навчання (самостійного вивчення).

Для студентів, які вивчають дисципліни «Комп’ютерні мережі», «Апа-
ратне та системне програмне забезпечення комп’ютерних мереж» та ін.

Учебное пособие. 620 с. 1/16, мягкая обложка. Русский язык. 2004 г.
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