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РЕФЕРАТ/ABSTRACT 

 

Пояснювальна записка до атестаційної роботи: 90 с., 56 рис., 2 табл., 46 
джерел. 

 
ЧАСОВІ РЯДИ, ARMA, ARIMA, SARIMA, ХОЛТ-ВІНТЕРС, 

ЕКСПОНЕНЦІЙНЕ ЗГЛАДЖУВАННЯ, АВТОРЕГРЕСІЯ, КОВЗНЕ 
СЕРЕДНЄ, КРИТЕРІЙ АКАІКЕ, MSE, RMSE 

 
Метою даної атестаційної роботи є дослідження та розробка методів 

прогнозування часових рядів. 
Об’єктом дослідження є часові ряди та моделі для їх прогнозування. 
У процесі виконання роботи було використано методи ARMA, ARIMA, 

SARIMA та Холта-Вінтерса для аналізу та прогнозування. Було досліджено 
основні складові часового ряду, були розглянуто методи для перевірки даних 
на стаціонарність та у разі нестаціонарних даних як перетворити їх на 
стаціонарні. Дані методи було протестовано на трьох різних наборах даних. 
Результати роботи кожного з методів були порівняні. Прогнози були 
досліджені на помилки за допомогою методів середнього квадрату помилки 
розподілу та середньоквадратичного відхилення.  

Результатом роботи є комп’ютерна програма для роботи з CRM 
системою, яка дозволяє користувачеві підключатися до CRM системи для 
отримання даних які будуть спрогнозовані, або самостійно загрузити csv файл 
та виконати прогнозування. 
 

 

 

TIME SERIES, ARMA, ARIMA, SARIMA, HOLT-WINTERS, 
EXPONENTIAL SMOOTHING, AUTOREGRESSION, MOVING AVERAGE, 
AKAIKE CRITERIA, MSE, RMSE 

 
The purpose of this work is to research and develop methods for predicting 

time series. 
The object of study is time series and models for predicting time series. 
ARMA, ARIMA, SARIMA and Holt-Winters methods for analysis and 

forecasting were used in the course of the work. The main components of the time 
series were investigated, methods for verifying stationary data and, in the case of 
non-stationary data, how to convert them to stationary were considered. These 
methods have been tested on three different datasets. The results of each method 
were compared. The forecasts were investigated for errors using the methods of the 
mean squared error and root mean squared error. 

The result is a CRM application that allows the user to connect to the CRM 
system to obtain data that will be predicted, or to upload the csv file independently 
and perform forecasting. 
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ВСТУП 

 

Часовий ряд – це сукупність точок даних, індексованих (або 

перерахованих або схрещених) у часовому порядку. Найчастіше часовий ряд 

– це послідовність, яка взята в послідовно розташованих точках у часі. Таким 

чином, це послідовність даних дискретного часу. Прикладами часових рядів є 

висота океанських припливів, кількість сонячних плям та денна ціна закриття 

промислового середнього індексу Dow Jones. 

Часові ряди дуже часто побудовані за допомогою лінійних діаграм. 

Часові ряди використовуються в статистиці, обробці сигналів, розпізнаванні 

шаблонів, економетриці, математичних фінансах, прогнозуванні погоди, 

прогнозуванні землетрусів, електроенцефалографії, управлінській техніці, 

астрономії, інженерії комунікацій і значною мірою в будь-якій галузі 

прикладної науки та техніки, що передбачає часові вимірювання. 

Аналіз часових рядів включає методи аналізу даних часових рядів з 

метою отримання значущих статистичних даних та інших характеристик 

даних.  

Прогнозування часових рядів – це використання моделі для 

прогнозування майбутніх значень на основі раніше спостережуваних значень. 

Це схоже на інші статистичні підходи до навчання, такі як навчання під 

наглядом або без нагляду. Однак прогнозування часових рядів має багато 

нюансів, які відрізняють його від звичайного машинного навчання. Від 

опрацювання даних аж до валідації моделей та процесу прогнозування 

часових рядів. Багато компаній досліджують прогнозування часових рядів як 

спосіб прийняття кращих бізнес-рішень. Візьміть готель як приклад. Якщо 

менеджер має гарне уявлення про те, скільки гостей очікувати наступного літа, 

він може використовувати цю інформацію для планування управління 

персоналом, бюджету чи навіть розширення об'єктів. Так само впевнені 

уявлення про майбутні події можуть принести користь широкому спектру 
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галузей та проблем, від традиційного сільського господарства до 

транспортування на замовлення тощо. 

Існують дві основні мети аналізу часових рядів: визначення природи 

ряду і прогнозування (передбачення майбутніх значень часового ряду по 

теперішнім і минулим значенням). Обидві ці цілі вимагають, щоб модель ряду 

була ідентифікована і, більш-менш, формально описана. Як тільки модель 

визначена, ви можете з її допомогою інтерпретувати отримані дані (наприклад, 

використовувати у вашій теорії для розуміння сезонних змін цін на товари, 

якщо займаєтеся економікою). Не звертаючи уваги на глибину розуміння і 

справедливість теорії, ви можете екстраполювати потім ряд на основі 

знайденої моделі, тобто передбачити його майбутні значення. 
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1 АНАЛІЗ ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ 

1.1 Часові ряди 

 

Часовий ряд - це деяка кількість точок даних, упорядкованих за часом, 

це послідовність чітко визначених точок даних, виміряних через послідовні 

інтервали часу протягом певного періоду часу. Дані, зібрані на спеціальній 

основі або нерегулярно, не формують часовий ряд [1].  

У часових рядах час часто є незалежною змінною, і мета зазвичай 

полягає в тому, щоб зробити прогноз на майбутнє.  

У часових рядiв є компоненти – тренд, сезонність, шум чи випадковість 

та рівень. Перш ніж перейти до визначення цих термінів, важливо зазначити, 

що не всі дані часових рядів включатимуть кожен із цих компонентів часових 

рядів. Наприклад, аудіофайли, які приймаються послідовно, є прикладами 

даних часових рядів, однак вони не містять сезонних компонентів (хоча 

зауважте, вони мали б періодичні цикли) [14 - 16]. З іншого боку, більшість 

бізнес-даних, ймовірно, містять сезонність, таку як роздрібні продажі, що 

досягають піку в четвертому кварталі [6]. 

Компоненти часового ряду:  

- рівень: "рівень" або "індекс рівня" даних часових рядів – мається на 

увазі середнє значення; 

- шум: дані всіх часових рядів матимуть шум або випадковість у 

точках даних, які не співвідносяться з поясненими тенденціями. Шум 

несистематичний і є короткочасним; 

- сезонність: якщо в серії є регулярні та передбачувані коливання, які 

співвідносяться з календарем – це можуть бути щоквартальні, щотижневі або 

навіть дні тижня, то серія включає компонент сезонності. Важливо зауважити, 

що сезонність залежить від домену, наприклад, продажі нерухомості зазвичай 

вищі в літні місяці порівняно з зимовими місяцями, тоді як регулярний роздріб 

зазвичай досягає піку протягом кінця року. Крім того, не всі часові серії мають 

сезонний компонент, як, наприклад, аудiо та вiдео данi [13, 17]; 
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-  тренд (тенденція): коли йдеться про "тенденцію" даних часових 

рядів, це означає, що дані мають довгострокову траєкторію, яка може бути або 

в позитивному, або в негативному напрямку. Прикладом тенденції може бути 

довготривале збільшення даних по продажі; 

- цикл: цикл часто описують як нефіксований паттерн, як правило, 

тривалістю принаймні 2 роки. Тривалість циклу описується як період. 

Прикладом даних часових рядів, що демонструють циклічну поведінку, є 

збирання дичини або риби. Наприклад, збирання морського окуня з Банку 

Жоржа. Цикл може мати період тривалості від 4 до 5 років. Однак популяція 

морського окуня залежить від кiлькостi вiдкладеноi iкри(і зовнішнього 

впливу), для виживання [2].  

На рисунку 1.1 продемонстровано основні компоненти часового ряду з 

продажу автомобілів у період з січня 2016 року по липень 2018. Верхній графік 

демонструє собою початкові дані – дані, які розглядаються для аналізу. Далі 

знаходиться графік тренду, який демонструє зростання продажів з роками. 

Після тренду продемонстрована сезонність, з якої можна зробити висновок, 

що зростання та спад продажів повторюється щороку в однакові місяці. 

Останній графік – шум. 

 

 
Рисунок 1.1 – Основні компоненти часового ряду 
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1.2 Аналіз часових рядів 

 

Аналізом часових рядів є використання статистичних методів для 

аналізу даних часових рядів та отримання значущих статистичних даних та 

інших характеристик даних часових рядів. Аналiз фокусується на порівнянні 

значень одного часового ряду або декількох залежних часових рядів у різні 

моменти часу [42].  

Аналізування допомагає нам зрозуміти, які показники приводять до 

певної тенденції у точках даних часових рядів, і допомагає нам у 

прогнозуванні та моніторингу точок даних, застосовуючи до них відповідні 

моделі для аналiзу [30].  

Для аналізу часових рядів існує багато методів, які досліджують 

компоненти часових рядів для виявлення закономірностей та додаткової 

інформації, які допоможуть у подальшій роботі з часовим рядом [26].  

 

 

1.2.1  Аналіз тренду 

  

Так як тренд це складова часових рядів, яка постійно повинна або 

зростати або зменшуватися (на невеликих відрізках можуть бути скачки, але 

на відстані тренд повинен дотримуватися або зростання або спаду), то 

провести аналіз тренду є не дуже складним завданням. Для цього можна 

використовувати згладжування. 

Згладжування це процес який усереднює дані таким чином, щоб якісь 

несистематичні спостереження на проміжку часу були «вирівняні». 

Найпоширеніша техніка згладжування - ковзне середнє. Ковзне середнє 

виконує заміну елемента часового ряду на середнє або середнє зважене 

значення елементів, які знаходяться рядом, кількість сусідніх елементів 

визначається шириною інтервалу [46]. 
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У разі, коли у вибірці даних є нерегулярні випадкові «викиди», 

рекомендується використовувати інший метод, так як «викиди» впливають 

середнє значення на інтервалі і застосування змінного середнього не є 

оптимальним рішенням. 

Альтернативою використання середнього значення є використання 

медіани всіх елементів, які потрапили до інтервалу. Перевагою використання 

медіани є те, що вона менш чутлива до «викидів» - нехарактерним значенням 

вибірки, які є або занадто великими або маленькими. 

Якщо ж помилка обчислення велика, рекомендується вдатися до 

зваженого методу найменших квадратів або методу негативного 

експоненційного зваженого згладжування. Перевагою використання цих 

методів є те, що вони фільтрують шуми і перетворюють дані в криву на яку не 

впливають «викиди». 

Для часових рядів з малою кількістю даних може бути використаний 

метод бікубічних сплайнів [3]. 

 

 

1.2.2 Аналіз сезонності  

 

Сезонність одна з основних компонентів часового ряду, яка зазвичай 

визначено як кореляційна залежність порядку k між кожним і-тим елементом 

ряду, та (i-k) елемент обчислюється за допомогою автокореляції (кореляція 

між 2 значеннями). Порядок автокореляції k називається лагом. У разі, якщо 

помилка вимірювання невелика, візуально ідентифікувати сезонність на 

графіку можна як повторення кривої прогнозу якогось візерунка кожні k 

елементів [25]. 

Дослідити сезонність можна за допомогою коррелограмми. 

Коррелограмми (автокоррелограмми) графічно відображають функцію 

автокореляції (autocorrelation function) ACF. ACF відображає кореляцію 

елементів і їх помилок для послідовності лагів з певного проміжку. Діапазон 
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значень для кожного лага відображається на коррелограммі, але при аналізі 

сезонності прийнято вважати що розмір автокореляцій важливіший, ніж 

достовірність значень, так як аналізуються великі (значущі) значення 

автокореляції на лагах [5]. 

При аналізі коррелограмм слід пам'ятати, що автокореляції для 

послідовних лагів є залежними значеннями, наприклад, якщо перший елемент 

залежить від другого, а другий від третього, то ми можемо стверджувати, що 

перший елемент так само в деякій мірі залежить від третього. З цього можна 

зробити висновок, що при диференціації часового ряду по лагу 1 (вилучення 

автокореляції першого порядку) інші залежності можуть сильно змінитися. 

Крім автокореляції існує так само метод часткової автокореляції (partial 

autocorrelation function) PACF. Метод, який є деяким розширенням методу 

автокореляції, в якому залежність проміжних елементів не враховуються. 

Іншими словами, PACF аналогічна ACF, за винятком того, що при розрахунку, 

кореляції між елементами всередині лага не враховуються. 

Для виявлення прихованих властивостей ряду можна вдатися до 

видалення сезонної залежності. Для цього ряд необхідно продиференціювати. 

Результатом диференціації для лага k буде заміна кожного і елемента як 

різницю і-к елемента. Диференціація дозволяє прибрати деякі автокореляції, 

які, в свою чергу, впливають на інші автокореляції і це дозволяє проявити 

властивості сезонності, які до цього не були яскраво виражені. Крім того, 

диференціація дозволяє привести часовий ряд до стаціонарного виду, а це 

необхідно для побудови моделі прогнозування [5]. 

 

 

1.2.3 Експоненційне згладжування 

 
Експоненційне згладжування даних часових рядів призначає 

експоненційне зменшення ваги від новіших до найстаріших спостережень. 

Іншими словами, чим старші дані, тим менша пріоритетність («вага») даних; 
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новіші дані розглядаються як більш релевантні та мають більший пріоритет. 

Параметри згладжування (константи згладжування) - зазвичай позначаються 

як α - визначають пріоритетність для спостережень [10]. 

Експоненційне згладжування зазвичай використовується для складання 

короткострокових прогнозів, оскільки довгострокові прогнози за допомогою 

цієї методики можуть бути досить ненадійними. 

Просте (одинарне) експоненційне згладжування використовує 

середньозважену ковзне середнє з експоненційне зменшенням ваги. 

Подвійне експоненційне згладжування Холтом, скореговане трендом, 

зазвичай більш надійне для обробки даних, що показують тенденції, порівняно 

з простим експоненційним згладжуванням. 

Потрійне експоненційне згладжування (його також називають 

мультиплікативними Холта-Вінтерса), як правило, більш надійне для 

параболічних трендів або даних, що показують тренд та сезонність. 

 

 

1.2.3.1 Просте експоненційне згладжування 

 
Простою і прагматичною моделлю [22] для часового ряду було б вважати 

кожне спостереження таким, що складається з константи та компонента 

помилки (epsilon), тобто:  

 

Xt= b + εt . 

 

Константа b є відносно стабільною у кожному сегменті ряду, але з часом 

може повільно змінюватися. Якщо можливо, то одним із способів виділити 

справжнє значення b, а отже, систематичну чи передбачувану частину ряду, є 

обчислення свого роду ковзного середнього, де поточним та попереднім 

("молодші") спостереженням присвоюються більша вага ніж відповідні 

старіші спостереження. Просте експоненційне згладжування здійснює саме 
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таке зважування, де старішім спостереженням присвоюється експоненційно 

менша вага. Формула простого експоненційного згладжування: 

 

St = αXt+(1 - α)St-1 . 

 

При рекурсивному застосуванні до кожного послідовного 

спостереження в серії кожне нове згладжене значення (прогноз) обчислюється 

як зважене середнє значення поточного спостереження та попереднього 

згладженого спостереження; попереднє згладжене спостереження 

обчислювалось по черзі від попереднього спостережуваного значення та 

згладженого значення перед попереднім спостереженням тощо. Таким чином, 

фактично кожне згладжене значення є середньозваженим середнім 

показником попередніх спостережень, де ваги зменшуються експоненційно 

залежно від значення параметра (альфа). Якщо дорівнює 1 (одиниця), то 

попередні спостереження повністю ігноруються; якщо дорівнює 0 (нуль), то 

поточне спостереження повністю ігнорується, а згладжене значення повністю 

складається з попереднього згладженого значення (яке, в свою чергу, 

обчислюється з згладженого спостереження перед ним тощо), таким чином, 

всі згладжені значення будуть бути рівним початковому згладженому 

значенню S0). Значення між ними дають проміжні результати. 

Для оцінки найкращого параметру альфа на практиці часто вибирається 

за допомогою сітки пошуку простору параметрів; тобто різні рішення 

спробують починати, наприклад, з  0,1 до  0,9, з кроком 0,1. Потім вибирається 

таким чином, щоб отримати найменші суми квадратів (або середні квадрати) 

для залишків (тобто спостережувані значення мінус прогнози на крок вперед). 

Найпростіший спосіб оцінки точності прогнозів на основі конкретного 

значення - це просто побудувати спостережувані значення та прогнози на крок 

вперед у вигляді графіку. Цей графік також може включати залишки (різниця 

між спостереженням та побудованим прогнозом), так що частини де модель 

зробила кращий або гірший прогноз можна легко ідентифікувати відмінністю 
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на графіку. Ця візуальна перевірка точності прогнозів найчастіше є 

найпотужнішим методом визначення того, чи підходить модель 

експоненційного згладжування для даних чи ні, але також існують спеціальні 

статистичні метрики [46], які дозволяють визначити оптимальне значення 

параметру альфа.  

Середня помилка: середнє значення помилки (ME) просто обчислюється 

як середнє значення помилки (середнє спостережуване мінус прогноз на один 

крок вперед). Очевидно, недоліком цього заходу є те, що значення позитивних 

та негативних помилок можуть скасовувати одне одного, тому цей захід не є 

дуже хорошим показником загальної придатності. 

Середня абсолютна помилка: середнє значення абсолютної помилки 

(MAE) обчислюється як середнє значення абсолютної помилки. Якщо це 

значення дорівнює нулю, відповідність (прогноз) ідеальна. У порівнянні із 

середнім значенням помилки у квадраті, цей показник придатності буде 

«підкреслювати» залишків, тобто унікальні або рідкісні великі значення 

помилок впливатимуть на MAE менше, ніж значення методу середніх 

квадратів. 

Сума помилки у квадраті (SSE), Середня помилка у квадраті. Ці значення 

обчислюються як сума (або середня величина) значень квадратичної помилки. 

Це найпоширеніший показник невідповідності в статистичних процедурах 

пристосування. 

Відсоткова помилка (PE). Усі вищезазначені заходи залежать від 

фактичного значення помилки. Може здатися розумним швидше виразити 

невідповідність у відносному відхиленні прогнозів на крок вперед від 

спостережуваних значень, тобто відносно величини спостережуваних значень. 

Наприклад, намагаючись передбачити щомісячні продажі, які можуть 

коливатися (наприклад, сезонно) від місяця до місяця, ми можемо бути 

задоволені, якщо наш прогноз "потрапить у ціль" з точністю приблизно до 

10%. Іншими словами, абсолютні помилки можуть викликати не стільки 

інтерес, скільки відносні помилки в прогнозах.  
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Середня процентна похибка (MPE). Це значення обчислюється як 

середнє значення PE. 

Середня абсолютна процентна помилка (MAPE). Як і у випадку зі 

середнім значенням помилки (ME), середня відсоткова помилка, що становить 

близько нуля, може бути вироблена великими позитивними та негативними 

процентними помилками, які скасовують одна одну. Таким чином, кращою 

мірою відносного загального пристосування є середній абсолютний 

відсотковий похибку. Також ця міра зазвичай більш значуща, ніж середня 

помилка у квадраті. Наприклад, знання того, що середній прогноз 

"відхиляється" на ± 5%, є корисним результатом і сам по собі, тоді як середня 

квадратична помилка 30,8 не може бути відразу інтерпретована. 

Крім простого експоненційного згладжування, були розроблені 

складніші моделі для аналізу часових рядів із сезонними та трендовими 

компонентами. Загальна ідея тут полягає в тому, що прогнози обчислюються 

не тільки за попередніми спостереженнями (як у простому експоненційному 

згладжуванні), але можна додати незалежну (згладжену) тенденцію та сезонну 

складову.  

Багато даних часових рядів дотримуються періодичних сезонних 

моделей. Наприклад, щорічні продажі іграшок будуть, мабуть, піком у 

листопаді та грудні, а можливо, і влітку (зі значно меншим піком), коли діти 

перебувають на літніх канікулах. Ця закономірність, ймовірно, 

повторюватиметься щороку, однак відносна кількість приросту продажів 

протягом грудня може повільно змінюватися з року в рік. Таким чином, може 

бути корисним згладити сезонний компонент незалежно за допомогою 

додаткового параметра, який зазвичай позначається як дельта. Наприклад, 

протягом грудня місяця продаж певної іграшки може зростати на 1 мільйон 

доларів щороку. Таким чином, ми могли б додати до наших прогнозів на 

кожний грудень суму в 1 мільйон доларів (понад відповідну середньорічну 

кількість), щоб врахувати це сезонне коливання. У цьому випадку сезонність 

є адитивною. Або протягом грудня місяця продажі певної іграшки можуть 
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зрости на 40%, тобто збільшитись в 1,4 рази. Таким чином, коли продажі на 

іграшку слабкі, то абсолютний приріст продажів протягом грудня буде 

відносно слабким (але відсоток буде постійним); якщо продажі іграшки 

сильні, то абсолютний приріст продажів буде пропорційно більшим. Знову ж 

таки, у цьому випадку продажі збільшуються за певним фактором, і, таким 

чином, сезонний компонент має мультиплікативний характер. 

 

 

1.2.3.2 Подвійне експоненційне згладжування (метод Холта) 

 
Подвійне експоненційне згладжування – це розширення до 

експоненційного згладжування, яке явно додає підтримку тенденціям у 

одномірному часовому ряду. На додаток до альфа-параметра для контролю 

коефіцієнта згладжування для рівня, додається додатковий коефіцієнт 

згладжування для контролю зменшення впливу зміни тенденції під назвою 

бета (b). Метод підтримує тенденції, які змінюються різними способами: 

адитивно та мультипликативно, залежно від того, лінійна чи експоненційна 

тенденція відповідно [46].  

Адитивний тренд: подвійне експоненційне згладжування з лінійною 

тенденцією. 

Мультиплікативний тренд: подвійне експоненційне згладжування з 

експоненційним трендом. 

Подвійне експоненційне згладжування з адитивним трендом класично 

називається лінійною трендовою моделлю Холта, названої на честь 

розробника методу Чарльза Холта. 

Цей метод включає рівняння прогнозу та два рівняння згладжування 

(одне для рівня та одне для тренду): 

 

Рівняння прогнозу:   y!t+h|t= lt + hbt , 

Рівняння рівня:  lt = αyt + (1 - α)(lt-1 + bt-1) , 



20 

Рівняння тренду: bt= β*(lt - lt-1) + (1 - β*)bt-1 , 

 

де 𝑙# позначає оцінку рівня ряду за часом 𝑡	, 𝑏# позначає оцінку тенденції 

(нахилу) рядів у часі 𝑡	, 𝛼 - параметр згладжування для рівня 0	 ≤ 	𝛼	 ≤ 	1, та 

𝛽∗ параметр згладжування для тренду 0	 ≤ 	𝛽∗ 	≤ 	1. 

Як і у випадку з простим експоненційним згладжуванням, рівняння рівня 

тут показує, що 𝑙# середнє зважене спостереження 𝑦# , і навчання прогнозу на 

один крок вперед 𝑡 має вигляд 𝑙#/0 +	𝑏#/0. Рівняння тренду показує що 𝑏# 

середньозважене значення оціненої тенденції за часом 𝑡, на основі 𝑙# 	− 	 𝑙#/0 , 

та 𝑏#/0 попередня оцінка тренду.  

Функція прогнозування вже не є рівномірною, а тенденційною. Прогноз 

на h-кроків вперед дорівнює останньому оціненому рівню плюс h разів останнє 

оцінене значення тренду. Отже, прогнози є лінійною функцією h. 

Прогнози, зроблені методом Холта, демонструють постійну тенденцію 

(зростає чи зменшується) на невизначений час у майбутнє. Емпіричні дані 

свідчать про те, що ці методи мають тенденцію до надмірного прогнозування, 

особливо для більш тривалих горизонтів прогнозу. Мотивовані цим 

спостереженням, Гарднер та Маккензі у 1985 ввели параметр, який на деякий 

час у майбутньому  демпфує (“приглушує”) тенденцію до плоскої лінії. 

Методи, що включають демпфований тренд, виявилися дуже успішними, і, 

мабуть, найбільш популярними індивідуальними методами, коли прогнози 

необхідні автоматично для багатьох серій. 

У поєднанні з параметрами згладжування 𝛼 і 𝛽∗ (зі значеннями від 0 до 

1, як у методу Холта), цей метод також включає параметр демпфування  0	 <

	𝜙	 < 	1. Рівняння будуть мати наступний вигляд: 

 

y!t+h|t= lt + (ϕ+ϕ2+ ... + ϕh)bt; 

lt=αyt+(1 - α)(lt-1+ϕbt-1); 

     bt=β*(lt - lt-1) + (1 - β*)ϕbt-1 . 
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Якщо ϕ=1 то метод ідентичний лінійному методу Холта. Для значень 

між 0 та 1 ϕ пригнічує тенденцію, так що вона наближається до деякої 

константи у майбутньому. Насправді прогнози сходяться до lT+ ϕbT

(1-ϕ)
 , де ℎ →

∞ для любого 0 < ϕ < 1. Це означає, що короткострокові прогнози мають 

тенденцію, тоді як довгострокові прогнози є постійними. На практиці 𝜙 рідко 

менше 0,8, оскільки демпфування дуже сильно впливає на менші значення. 

Значення 𝜙 близьке до 1 означатиме, що демпфовану модель не можна 

відрізнити від недемпфованої моделі. З цих причин ми зазвичай обмежуємось 

𝜙 до мінімуму 0,8 і максимум 0,98. 

 

 

1.2.3.3 Потрійне експоненційне згладжування (метод Холта–Вінтерса) 

 
У 1960 році метод Холта був покращений одним з його студентів – 

Вінтерсом [23]. Вінтерс запропонував окрім тренду враховувати також і 

сезонність. Метод Холта–Вінтерса включає рівняння прогнозу та три рівняння 

згладжування - одне для рівня 𝑙#, одне для тренду 𝑏# та одне для сезонного 

компоненту 𝑠#, з параметрами згладжування a, b*, та g відповідно. Параметр 

𝑚 використовується для позначення частоти сезонності. Наприклад, для даних 

за квартал року m=4, для щомісячних m=12.  

Існує дві варіанти цього методу, які відрізняються за характером 

сезонної складової [8]. Адитивний метод є кращим, коли сезонні зміни 

приблизно постійні через серію, тоді як мультиплікативний метод є кращим, 

коли сезонні зміни змінюються пропорційно рівню серії. При адитивному 

методі сезонна складова виражається в абсолютних виразах у масштабі 

спостережуваного ряду, а в рівнянні рівня ряд сезонно коригується 

відніманням сезонної складової. Протягом кожного року сезонна складова 

буде дорівнювати приблизно нулю. При мультиплікативному методі сезонний 

компонент виражається у відносному вираженні (відсотках), а ряд сезонно 
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коригується шляхом поділу на сезонний компонент. Протягом кожного року 

сезонна складова становитиме приблизно	𝑚. 

Для адитивного методу Холта–Вінтерса рівняння будуть мати вигляд: 

 

Y: t+h|t=lt+hbt+st+h-m(k+1); 

lt=α;yt-st-m<+(1-α)(lt-1+bt-1); 

bt= β*(lt-lt-1)+(1-β*)bt-1; 

st= γ;yt- lt-1- bt-1<+(1-γ)st-m , 

 

де 𝑘 є цілою частиною (@/0)
A

, яка гарантує, що оцінки сезонних індексів, 

використані для прогнозування, походять з останнього року вибірки. 

Рівняння рівня показує середньозважене середнє значення для сезонного 

спостереження (𝑦# − 𝑠#/A) та для несезонного прогнозу (𝑙#/0 + 𝑏#/0) для часу 

𝑡. Рівняння тренда є ідентичним лінійному методу Холта. Сезонне рівняння 

показує середньозважене значення між поточним сезонним індексом (𝑦# −

	𝑙#/0 −	𝑏#/0) та сезонним індексом цього ж сезону у попередньому році (𝑚 

часових періодів тому).  

Рівняння сезонного компоненту виглядає як  

 

st= γ;yt- lt-1- bt-1<+(1-γ*)st-m	. 

 

Якщо ми замінимо 𝑙# з рівняння згладжування рівня форми рівнянь вище, 

отримуємо 

 

st= γ*(1-α);yt- lt-1- bt-1<+C1- γ*(1-α)Dst-m , 

 

що є ідентичним рівнянню згладжування для сезонного компонента, який ми 

тут вказуємо 𝛾 = 𝛾∗(1 − 𝛼). Звичайне обмеження параметра 0 ≤ 𝛾∗ ≤ 1, що 

можна трактувати як 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 − 𝛼. 
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Форма рівнянь для мультиплікативного методу Холта-Вінтерса має 

наступний вигляд: 

 

Y: t+h|t=(lt+hbt)st+h-m(k+1); 

lt= α
yt

st-m
+(1-α)(lt-1-bt-1); 

bt=β*(lt-lt-1)+(1-β*)bt-1; 

st=γ
yt

(lt-1+bt-1)
+(1-γ)st-m, 

 

де 	𝛼 параметр згладжування даних, 0 < 𝛼 < 1 , 𝛽 параметр згладжування 

тренду, 0 < 𝛽 < 1 , та 𝛾 параметр згладжування сезонності, 0 < 𝛾 < 1. 

 

 

1.2.4 Аналіз розподілених лагів 

 
Аналіз розподілених лагів – це спеціальний метод оцінки залежності між 

рядами з відставанням [18]. Наприклад, припустимо, ви робите комп'ютерні 

програми і хочете встановити залежність між числом запитів, що надійшли від 

покупців, і числом реальних замовлень. Ви могли б записувати ці дані 

щомісячно протягом року і потім розглянути залежність між двома змінними: 

число запитів і число замовлень залежить від запитів, але залежить з 

запізненням. Однак очевидно, що запитів буде більше ніж фактичних 

замовлень, тому можна очікувати, що кількість замовлень буде залежати від 

кількості запитів з деякою затримкою. Іншими словами, в залежності між 

числом запитів і числом продажів є часове зрушення (лаг). 

У регресійному аналізі, що включає дані часових рядів, якщо модель 

регресії включає не тільки поточні, але й відсталі (минулі) значення 

пояснювальних змінних, її називають моделлю розподіленого відставання 

(лагів). 
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Якщо модель включає одне або більше відсталих значень залежної 

змінної серед її пояснювальних змінних, вона називається авторегресійною 

моделлю. 

Таким чином, 

 

Yt= α+β0Xt+β1Xt-1+β2Xt-2+ut	, 

 

являє собою модель розподілених лагiв, тоді як 

 

Yt= α+βXt+ γYt-1+ut	, 

 

приклад авторегресійної моделі. Авторегресійні моделі також відомі як 

динамічні моделі, оскільки вони зображують шлях часу залежної змінної 

відносно її минулих значень. 

Залежність змінної Y (залежної змінної) від іншої змінної X 

(пояснювальної змінної) рідко є миттєвим. Дуже часто Y відповідає на X з 

промігом часу. Такий проміжок часу і називається лагом.  

 

 

1.2.4.1 Метод Койка 

 
Койк запропонував метод оцінки моделей розподіленого відставання 

[18]. Припустимо, ми почнемо з нескінченної моделі розподіленого 

відставання:  

 

Yt= α+β0Xt+β1Xt-1+β2Xt-2+…+ut	. 

 

Припускаючи, що β має однаковий знак, Койк припускає, що вони 

спадають геометрично:  
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βk=β0λk ,  k=0, 1, …		,                        (1.1) 

 

де 𝜆 - ступінь зниження розподіленого лагу, що лежить на відрізку 0 < 𝜆 < 1, 

та 1 − 𝜆 є швидкістю пристосування.  

Запропонований метод припускає, що кожен наступний коефіціент 𝛽 є 

чисельно менше ніж кожний попередній (це слідує з 𝜆 < 1),  маючи на увазі, 

що по мірі відходу глибше у минуле, вплив цього лагу на 𝑌# стає значно 

меншим. Наприклад, можна обґрунтувати це тим, що очікується, що поточні 

та минулі доходи впливатимуть на витрати поточного споживання сильніше, 

ніж на доходи в далекому минулому. Геометрично схема Койка зображена на 

рисунку 1.2. 

 
Рисунок 1.2 – Схема Койка 

 

На рисунку можна відмити що значення βk крім β0 залежить також від 𝜆. 

Чим ближче значення 𝜆 до 1 тим повільніше змінюється ступінь зниження βk,  

тоді як чим ближче це значення до 0 тим швидше змінюється значення βk. У 

першому випадку X має значущий вплив на Yt, у той час як у другому випадку 

вплив на значення Yt зменшується дуже швидко.  
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Також варто звернути увагу на деякі особливості моделі Койка:  

- припускаючи що значення 𝜆 позитивні, Койк виключає 

можливість зміни знаку для β  

- припускаючи що λ<1 , значення β які являються новішими 

отримують більшу вагу, ніж β у минулому 

- сума усіх β є кінцевою  

 

I βk

∞

k=0

=β0 J
1

1-λ
K  . 

  

Як результат рівняння (1.1) модель безкінечного лагу матиме вигляд:  

 

   Yt = α + β0Xt + β0λXt-1 + β0λ2Xt-2+ ... + ut .                       (1.2) 

 

Але цю модель складно аналізувати через безкінечну кількість 

параметрів та через нелінійну форму параметру 𝜆. Метод лінійного 

регресійного аналізу не може бути застосований до такої моделі.   

Для вирішення цієї проблеми Койк запропонував зробити відставання 

від (2) на один період:  

 

                     Yt-1 = α + β0Xt-1 + β0λXt-2 + β0λ2Xt-3+ ... + ut-1                   (1.3) 

 

помножити результат (1.3) на 𝜆:  

 

     									 λYt-1 = λα + λβ0Xt-1 + β0λ2Xt-2 + β0λ3Xt-3+ ... + λut-1                (1.4) 

 

відняти (1.4) від (1.2)  

 

               												 Yt - λYt-1 = α(1 - λ) + β0Xt+(ut - λut-1)                          (1.5) 
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спростивши (1.5) отримаємо  

 

Yt = α(1 - λ) + β0Xt + λYt-1+ vt , 

 

де 𝑣# 	= 	 (𝑢# 	− 	𝜆𝑢#/0) є ковзним середнім 𝑢# та 𝑢#/0.  

Вищеописане і є перетворенням Койка, яке зводить процес оцінювання 

моделі розподілених лагів до знаходження значень тільки трьох невідомих: 

𝛼, 	𝛽N та 𝜆, замість знаходження значень 𝛼 та нескінченних значень 𝛽, як у 

звичайної моделі розподілених лагів  

 

Yt= α+β0Xt+β1Xt-1+β2Xt-2+ ... + ut . 

 

 

1.2.4.2 Метод Алмона 

 
Модель Койка широко використовується на практиці, але через те, що 

модель базується на припущенні що коефіцієнти 𝛽 зменшується геометрично 

по мірі зростання відставання, у деяких випадках це припущення може бути 

занадто обмежуючим.  

Наприклад, якщо у нас є лаги де значення змінної 𝛽 спочатку зростають 

а потім зменшуються, або мають циклічний характер, то модель Койка тут 

буде неможливо використовувати.  

Але можливо сприйняти 𝛽O як функцію деякого i, що є довжиною лагу 

(часу), та побудувати криві, які відображатимуть функціональну залежність 

між ними, як продемонстровано на рисунку 1.3. Саме цю ідею і запропонував 

Ш. Алмон [18].  
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Рисунок 1.3 – Схема ідеї методу Алмона  

 

Маючи кінцеву модель розподілених лагів, яка має вигляд: 

 

Yt= α+β0Xt+β1Xt-1+β2Xt-2+…+βkXt-k +u
t
 , 

 

яка може бути записана як:  

Yt=α + I βiXt-i

k

i=0

+ut  . 

 

Слідуючи теоремі Вейєрштрасса, Алмон вважає що 𝛽O можуть бути 

наближені поліномом відповідного ступеня у часі i, що є довжиною лагу. 
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Наприклад у ситуації (a) з рисунку 1.3 поліномом буде поліном другого 

ступеню з рівнянням  

 

                                      βi = α0 + α1i + α2i2  ,                                             (1.6) 

 

у ситуації (с) з рисунку 1.3. поліном буде поліномом третього ступеню та 

матиме вигляд  

βi = α0 + α1i + α2i2 + α3i3	.  

 

У загальному випадку рівняння поліному буде мати вигляд 

 

βi = α0 + α1i + α2i2 + ...+ αmim	, 

 

де m – ступінь поліному для часу i, k – максимальна довжина лагу. Вважається, 

що m повинна бути менше за k.  

Для розгляду методу Алмона вважатимемо, що ми маємо поліном 

другого ступеня (1.6). Записавши його у вигляді  

Yt = α +	I;α0+α1i+α2i2<Xt-i+ut

k

i=0

 = 

           								         = α +	α0IXt-i

k

i=0

+	α1I iXt-i

k

i=0

+	α2 I i2Xt-i +	ut    ,
k

i=0

																	(1.7) 

де  

Z0t=	IXt-i   
k

i=0

, 

Z1t=	I iXt-i

k

i=0

    , 

	Z2t =	I i2Xt-i

k

i=0

    . 
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Ми можемо переписати (1.7) як  

 

𝑌# = 	𝛼 + 𝛼N𝑍N# + 𝛼0𝑍0# + 𝛼R𝑍R# + 𝑢#		. 

 

У методі Алмона [18] значення Y регресує на перетворених значеннях 

Z, а не на вихідних значеннях X. Обчислення параметрів 𝛼 та 𝑎O отримане 

таким чином буде мати всі бажані статистичні властивості якщо компонент 

стохастичного збудження 𝑢 задовольняє припущенням класичної лінійної 

регресійної моделі. У цьому відношенні модель Алмона має значну перевагу 

над методом Койка, оскільки метод Койка має проблеми з обчисленням які є 

результатом наявності стохастичної пояснювальної змінної 𝑌#/0 та ії можливу 

кореляцію з компонентом похибки.  

Після того, як були обчислені 𝑎, за допомогою нижче наведених формул 

можливо обчислити значення 𝛽: 

 

βT0 = a!0; 

βT1 = a!0 + a!1 + a!2; 

βT2 = a!0 + 2a!1 + 4a!2; 

       … 

βTk = a!0 + ka!1 +k2 a!2 . 

 

Встановивши значення m та k, можна записати рівняння для Z. 

Наприклад, якщо ступінь поліному m = 2, максимальна довжина лагу k = 5, то 

Z матиме вигляд: 

 

Z0t= IXt-i   
5

i=0

= (Xt + Xt-1 + Xt-2 + Xt-3 + Xt-4 + Xt-5) , 

Z1t= I iXt-i   
5

i=0

= (Xt-1 + 2Xt-2 + 3Xt-3 + 4Xt-4 + 5Xt-5) , 
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Z2t= I i2Xt-i   
5

i=0

= (Xt-1 + 4Xt-2 + 9Xt-3 + 16Xt-4 + 25Xt-5) . 

 

Розібравши ці дві моделі можна зробити висновки, що метод Алмона 

більш гнучкий та дозволяє аналізувати різноманітні структури лагів, не тільки 

ті, де значення 𝛽 зменшується геометрично, як у методі Койка. Також 

перевагою є  те, що якщо ступінь поліному низький, то кількість коефіцієнтів 

a, які треба обчислити, значно менша від початкової кількості коефіцієнтів (𝛽).  

 

 

1.3 Сфери застосування часових рядів 

 
Аналіз часових рядів використовується для визначення 

закономірностей, що існують у даних, щоб визначити модель, яка може бути 

використана для прогнозування майбутньої поведінки ділових показників [12, 

41] (ціна фондового ринку, бюджет, продажі). Широким прикладом 

використання може бути середовище Інтернету речей (IoT), де дистанційно 

пристрої постійно фіксують показники для аналітичних цілей. Наприклад, 

моніторинг нафтових свердловин - це звичайний випадок використання IoT, 

коли аналіз численних показників з нафтової свердловини може допомогти 

передбачуваному технічному обслуговуванню, в якому аналіз може призвести 

до прогнозу коли обладнання вийде з ладу через тенденції та фактори, які 

представлені в даних. Також часові ряди можна використовувати для аналізу 

метрики комп'ютерної системи. У цій ситуації моніторинг показників 

комп'ютерних систем дозволяє ІТ-фахівцям контролювати стан різних систем. 

Такі показники, як використання пам'яті або кількість процесів, можна 

відслідковувати та оцінити, чи потрібно розгорнути нові комп'ютерні ресурси, 

чи потрібно перерозподілити програмні ресурси. Дані часових рядів можна 

використовувати для прогнозу прибутків чи аналізу продажів певних товарів 
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у майбутньому. Існує багато областей де можна використати моделі часових 

рядів: 

- бізнес: ланцюжок поставок, бронювання, веб-трафік; 

- фінанси: біржовий варіант, біржа, економетрія; 

- наука: астрономія, погода, прогноз землетрусів; 

- техніка: датчики та управління обробкою сигналів; 

- здоров’я: діагностика, біомедичний моніторинг. 

 

 
Рисунок 1.4 – Приклад сфер де можна застосувати моделі часових рядів 

 

 

1.4 Постановка задачі дослідження 

 

Через швидкий розвиток інформаційних структур які доступні людині, 

кількість даних для опрацювання також збільшується. В багатьох сферах 

повсякденного життя можна застосовувати технології та обробляти отримані 

дані. Наприклад для прогнозу погоди, розрахування індексу Dow Jones чи 

прогнозу прибутків компанії. Ці масивні структури даних потребують 

належної обробки та ефективного аналізу. Через це задачу прогнозування на 

майбутнє можна вважати актуальною.  
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Метою роботи є дослідження результатів аналізу та прогнозування 

часових рядів. Враховуючи те, що існує багато методів для аналізу та 

прогнозування було прийняте рішення провести дослідження на декількох 

моделях та порівняти отримані результати прогнозів кожної із моделей. 

Дослідження буде проведено на декількох наборах даних. Перший набор 

даних з продажу автомобілів є більш різноманітним (містить інформацію про 

марку виробника, модель авто, рік виготовлення, місяць та рік продажу) та 

містить інформацію в період з 2007 року по 2017. Другий набір даних містить 

інформацію про продаж автомобілів за коротший проміжок часу - в період з 

2016 по 2018 рік, має менше даних – місяць та рік продажу, кількість проданих 

автомобілів. Третій набір даних містить інформацію з 2015 по 2018 рік щобо 

росту цін на авокадо. Такі дані були обрані для того, щоб проаналізувати 

точність прогнозу на виборці даних з меншою кількістю записів методів 

прогнозування.  

Результатом проведеного дослідження буде порівняння результатів 

прогнозування методами ARMA, ARIMA, SARIMA, Холта-Вінтерса (потрійне 

експоненційне згладжування) на різні проміжки часу (на рік, два роки). Для 

оцінки точності прогнозу буде використано методи MSE та RMSE, та 

графічний аналіз отриманих результатів на існуючих даних. 

Також буде розроблено комп’ютерну програму для роботи з CRM 

системою, в якої користувач буде мати можливість самостійно підключатись 

до CRM системи та, обравши дані для аналізу зробити прогноз, або загрузити 

csv файл з комп’ютера.   

Для дослідження алгоритмів прогнозування потрібно вирішити такі 

завдання:  

- провести аналіз наборів даних; 

- обрати набори даних на різний період часу; 

- провести аналіз методів аналізу часових рядів; 

- провести аналіз існуючих методів прогнозування; 

- реалізувати алгоритм ARMA; 
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- реалізувати алгоритм ARIMA; 

- реалізувати алгоритм SARIMA; 

- реалізувати алгоритм Холта-Вінтерса; 

- порівняти результати роботи алгоритмів на обраних наборах даних. 
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2 МОДЕЛІ ПРОГНОЗУВАННЯ ЧАСОВИХ РЯДІВ 

 

Загалом моделі даних часових рядів можуть мати багато форм і 

представляти різні стохастичні процеси. У літературі є дві широко 

використовувані лінійні моделі часових рядів – авторегресійні (AR) та моделі 

ковзного середнього (МА). Поєднуючи ці дві дві моделі, ми отримаємо модель 

авторегресії та ковзаючого середнього (ARMA). В літературі також 

запропоновано розширення моделі ARMA, яке зветься інтегрована модель 

авторегресії (autoregressive integrated moving average) чи скорочено ARIMA 

[24].  

 

 

2.1 Модель авторегресії та ковзного середнього – ARMA  

2.1.1 Авторегресійна модель AR(p) 

 
Для початку розглянемо авторегресійну модель порядку p, позначення 

якої часто скорочують до AR(p). Авторегресійна модель [21] демонструє 

лінійну залежність значень часового ряду у даний момент від попередніх 

значень цього ряду. Термін «авторегресія» вказує, що це регресія змінної 

проти самої себе. Формула моделі AR(p) має вигляд  

 

yt = c + φ1yt-1+ φ2yt-2+  φpyt-p+εt      , 

 

де 𝜀# – шум у часі t,  φi(i = 1,2, ..., p) параметри моделі (коефіцієнти 

авторегресії), с – константа. Ціла константа p – порядок моделі. Часто для 

спрощення обчислень константу с приймають рівною 0.  

Авторегресійні моделі (рис 2.1) надзвичайно гнучкі в обробці широкого 

спектру різних паттернів часових рядів. Приклади часових рядів на рисунку 

2.1 демонструють моделі авторегресії [7] першого AR(1) та другого порядку 
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AR(2). Зміна параметрів ϕi(i = 1,2, ..., p) призведе до зміни паттерну часового 

ряду, у той час як зміна 𝜀# призведе до зміни розміру часового ряду. 

 

 
Рисунок 2.1 - Приклад моделей авторегресії першого та другого порядку 

 

За допомогою методу Юла-Уолкера [32] можна провести оцінку 

підібраних параметрів. Існує пряма відповідність між ϕi(i = 1,2, ..., p) 

параметрами і коваріаційною функцією процесу, і цю відповідність можна 

перевернути для визначення параметрів функції автокореляції (яка сама 

отримується від коваріацій). Це робиться за допомогою рівнянь Юла-Уокера. 

 

γm = I φk

p

k=1

γm-k+σε
2δm,0 , 

 

де m=0, ... , p , дає 𝑝	 + 	1, 𝛾A – автоковаріаційна функція, 𝑋#, 𝜎[ - стандартне 

відхилення вхідного шуму та 𝛿A,N – дельта Кронекера. Враховуючи що 

остання частина рівняння не дорівнює нулю тільки якщо 𝑚 = 0, то ці рівняння 

можна представити у вигляді матриці, де 𝑚 > 0  
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цю матрицю можна обчислити для всіх (φm; m = 1, 2, ... , p). Після обчислення 

матриці залишається рівняння для 𝑚 = 0 яке має вигляд:  

 

γm = Iφk

p

k=1

γm-k+σε
2 , 

 

та знаючи  (φm; m = 1, 2, ... , p) його можна обчислити для 𝜎[R.  

 
 
 

2.1.2 Модель ковзного середнього MA(q) 

 
Модель ковзного середнього (moving average, MA(q)) (рис 2.2) 

обумовлює лінійну залежність вихідного параметру від поточного та багатьох 

попередніх значень стохастичних умов. Замість використання минулих 

значень прогнозу регресійно, модель ковзного середнього [20] використовує 

минулі значення помилок прогнозу у моделі схожу на регресійну. Це означає, 

що MA(q) модель бачить випадковий шум безпосередньо на кожному 

поточному значенні моделі. На відміну від AR(p) моделі, яка бачить 

випадковий шум тільки опосередковано, шляхом регресії на попередні умови 

часового ряду.  Ключова відмінність полягає в тому, що модель MA завжди 

буде бачити останні сплески шумів q для будь-якої конкретної моделі MA(q), 

тоді як модель AR(p) враховуватиме всі попередні сплески, хоча й у слабкій 

мірі. 
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yt = c+εt + θ1εt-1 + θ2εt-2+ ... + θqεt-q , 

 

де θ1, ...., θq – параметри моделі та εt,εt-1, ... εt-q – помилки шуму. Параметр q 

називається порядком моделі MA. 

 

 
Рисунок 2.2 – Приклад моделей ковзного середнього першого та другого 

порядку 

 

Змінюючи значення параметрів θ1, ...., θq ми отримаємо різні паттерни 

часового ряду. Так само як і у випадку з авторегресійною моделлю, змінючи 

значення параметру помилки – 𝜀#, не змінить паттерн часового ряду, тільки 

його розмір.  

Також будь-яку стаціонарну модель AR(p) можливо записати як MA(∞) 

модель. Використовуючи повторну заміну, ми можемо побачити це на 

прикладі моделі AR(1):  

 

 

yt=ϕ1yt-1+εt = 

=ϕ1;ϕ1yt-2+εt-1<+εt= 

=	ϕ1
2yt-2+ϕ1ε

t-1
+εt= 



39 

=	ϕ1
3yt-3+ϕ1

2ε
t-2

+ϕ1ε
t-1

 +εt . 

 

За умови -1<ϕ1<1 значення ϕ1
k буде зменшуватись по міри того як 

значення k буде збільшуватись. Саме тому ми отримаємо 

 

yt = εt + ϕ1εt-1 + ϕ1
2εt-2+ ϕ1

3εt-3+ ....   , 

 

що є безкінечною моделлю ковзного середнього MA(∞).  

Наклавши деякі обмеження на параметри MA ми можемо перетворити 

модель МА на зворотню (інвертовану), це означає що будь яку інвертовану 

модель МА(q) можливо записати як AR(∞). Наприклад в нас є процес MA(1)  

 

yt =εt + θ1εt-1 , 

 

у вигляді AR(∞) останню помилку можна записати як лінійну функцію 

поточних та минулих спостережень  

 

εt= I (-θ)j
∞

j=0

yt-j . 

 

Коли |𝜃| 	> 1 чим віддаленіше спостереження тим більший вплив воно 

має на помилку. Коли |𝜃| 	= 1 віддалені спостереження мають такий саме 

вплив як і останнє спостереження. Оскільки жодна з цих ситуацій не є 

бажаним результатом ми ставимо як умову |𝜃| 	< 1, тоді останні 

спостереження мають більшу вагу ніж спостереження із минулого. Таким 

чином процес є інвертованим за умовою |𝜃| 	< 1. 

Авторегресійна модель AR(p) та модель ковзного середнього MA(q) 

можуть бути поєднані для формування загального класу моделей часових 

рядів, відомих як моделі ARMA. Важливість цих моделей полягає у тому, що  
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вони роблять можливим моделювання для більш широкого спектру залежних 

структур та вони більш економні – дуже часто моделі ARMA(p,q) вимагають 

менше параметрів ніж чисті моделі AR(p) та MA(q).  Модель ARMA(p, q), яка 

може використовуватись для одновимірного моделювання часових рядів, 

математично представлена як  

 

yt= c+ εt+I φi

p

i=1

yt-i+ I θjεt-j

q

j=1

 . 

 

Змінні p та q посилаються на p – коефіцієнт авторегресії та q – коефіцієнт 

ковзного середнього. 

Зазвичай моделями ARMA можна керувати за допомогою оператора 

відставання [18]. Оператор відставання (лагу) представлений у вигляді 

 

Lyt= yt-1 . 

 

Поліноми оператора відставання (лаговий оператор) або поліноми 

відставання (лагу) для моделей ARMA представлені наступним чином:  

 

AR(p): εt = φ(L)yt , 

MA(q): yt = θ(L)εt , 

ARMA(p, q) = φ(L)yt = θ(L)εt , 

 

де φ(L) = 1 - ∑ φi
p
i=1 Li та θ(L) = 1 + ∑ θj

q
j=1 Lj. 

Процес AR(p) записаний у вигляді εt = φ(L)yt  , його характеристичне 

рівняння матиме вигляд φ(L) = 0. Як було відмічено Боксом та Дженкінсом, 

наявність усіх коренів характеристичного рівняння поза значенням 1 є 
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необхідною умовою для стаціонарності процесу AR(p). Наприклад, модель 

першого порядку AR(1)  

 

yt=c +φ1yt-1+εt  

 

буде стаціонарною за умовою  

 

|φq| < 1 

 

з константою  

 

μ= 
c

1-φ1
 

 

та константною дисперсією  

 

γ0=
σ2

1 -φ1 
  . 

 

Процес MA(q) завжди є стаціонарним незалежно від значень параметрів 

MA. Умови щодо стаціонарності та інвертованості процесів AR та MA також 

стосуються процесу ARMA [43].  

Процес ARMA(p,q) є стаціонарним якщо всі корені характеристичного 

рівняння 𝜑(𝐿) 	= 	0 лежать за межами 1. Так само, якщо усі корені рівняння 

𝜃(𝐿) 	= 	0 лежать за межами 1, процес ARMA(p,q) є інвертованим та може 

бути записаний як AR(∞). Через це на практиці можна зустріти випадки 

підбору параметрів моделі ARMA(p,q) шляхом заміни на підбір параметрів до 

моделі AR чи MA [36].  

На рисунку 2.3 продемонстровано 2 графіки – функції автокореляції 

(autocorrelation function) ACF та функції часткової автокореляції (partial 
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autocorrelation function) PACF [44], які використовуються для визначення 

значень AR(p) та MA(q). ACF діаграма - діаграма коефіцієнтів кореляції між 

часовим рядом та його лагів. PACF діаграма - діаграма часткової кореляції між 

спостереженням k періодів назад та поточним спостереженням, не враховуючи 

спостереження на проміжних лагах. 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Приклад підбору значень p та q 

  

Для визначення належної моделі для часових рядів необхідно провести 

аналіз ACF та PACF. Ці статистичні графіки відображають, як спостереження 

у часових рядах пов'язані між собою. Для моделювання та прогнозування 

часто корисно побудувати графік ACF та PACF на основі послідовних часових 

лагів.  

Рівняння ACF між двома змінними 𝑋#jk	та	𝑋# представлено нижче 

 

Corr(Xt+k, Xt) = 
Cov(Xt+k, Xt)

nVar(Xt+k)Var(Xt)
 .  
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Оскільки для стаціонарних рядів необхідною умовою є те, що моменти 

не повинні змінюватись у часі, ми можемо виключити індекс t та записати 

автокореляцію лагу k у вигляді 

 

ρk = Corr(Xt-k,Xt) , 

 

де k = (0, 1, 2…).  

Для оцінки кореляції спостережень найчастіше використовують 

принцип підставлення (plug-in estimation), який використовує оцінку 

автоковариації як основу [45]. 

Дисперсія вибірки випадкової величини демонструє два аспекти 

зміщення оцінювача: по-перше, простий оцінювач є зміщеним, що може бути 

виправлено масштабуючими множниками; по-друге, незміщений оцінювач не 

є оптимальним з точки зору середньої квадратичної помилки (MSE), яку 

можна мінімізувати, використовуючи інші масштабуючі множники, що 

призводить до зміщуваного оцінювача з меншим значенням MSE, ніж 

незміщений оцінювач. Простий оцінювач підсумовує квадратичні відхилення 

і ділиться на n, що є зміщенням. У той час як розділення на 𝑛 − 1 дасть 

об’єктивний (незміщенний) оцінювач.  

MSE можна мінімізувати діленням на інше число (залежно від 

розподілу), але це призводить до зміщеного оцінювача. Число розподілу 

завжди більше n - 1, це називається оцінювач усадки, оскільки він «скорочує» 

незміщений оцінювач до нуля; для нормального розподілу оптимальне 

значення n + 1. 

Припустимо, що ми маємо середню вибірку та некоректовану дисперсію 

вибірки  

Xp=	
1
n
IXt

n

t=1

;						ST(k) =	I (Xt -		Xp)
n-k

t=1

(Xt+k -		Xp)	.  
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Зауважимо, що тут n використовується як знаменник незалежно від лагу 

і, отже, кількості доданків суми. 

 За допомогою функції автокореляції [35] ми спрощуємо аналіз, 

визначивши  

 

Πn,k=
1

n(n-2k)
I I γ|i - j|

n-k

j=k+1

n

i=1

   . 

 

Ця формула є середнім значенням кореляції у кореляційній матриці 𝑛 ∗

𝑛, де кожна сторона усічена на k. Враховуючи стаціонарний процес з 

фіксованою середньою вибіркою та дисперсією вибірки ми маємо наступне 

рівняння коваріації 

 

Cov(Xi, Xj) = σ2γ|i-j| , 

 

з цієї формули виходить, що 

 

E(XiXj) = σ2γ|i-j| + μ2 . 

 

Тоді   

E[ST(k)] = E qI (Xt -  Xp)(Xt+k -  Xp)
n-k

t=1

r   = 

=E qIXtXt+k- Xp  (IXt + IXt+k

n-k

t=1

n-k

t=1

n-k

t=1

) + (n-k)Xp2r  = 

= E qIXtXt+k- Xp  (nXt + IXt

n-k

t=1

n-k

t=1

)+ (n-k)Xp2 r = 
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=E qIXtXt+k- Xp  I Xt

n-k

t=k+1

n-k

t=1

+ kXp2r = 

=E	 q(IXtXt+k ) - E (	Xp  I Xt

n-k

t=k+1

n-k

t=1

) -  kE(Xp2)r  = 

=(n-k)(σ2γ(k) +	μ2) - (n-2k)(σ2Πn,k + μ2) - k(	σ2Πn,0+	 μ2)=  

=(n-k)σ2γ(k) -	μ2( (n-k)Πn,k + k(Πn,0 -	Πn,k) )=  

= (n-k)σ2 sγ(k) - (Πn,k +	
k

n-k
(Πn,0 -	Πn,k) )t . 

 

Враховуючи оцінювач коваріації  

 

C:(k) = 
1

n-k
I (Xt -  Xp)
n-k

t=1

(Xt+k -  Xp) , 

 

та підставивши це в рівняння вище, отримаємо  

 

E(C:(k))
σ2   = γ(k) - ( Πn,k + 

k
n-k

(Πn,0 - Πn,k)) . 

 

Ця формула показує, що в нашому аналізі є зміщення. Однак для 

більшості стаціонарних процесів автокореляція розсіюється, оскільки 

спостереження з часом стають все далі один від одного. Це означає, що коли 

𝑛 велике, середні значення автокореляції Πv,k стають малими, і тому термін 

зміщення (другий доданок у виразі) також стає малим.  

Коли дані мають тренд, автокореляція для малих лагів, як правило, є 

великою та позитивною, оскільки спостереження, що знаходяться поблизу 

мають майже однаковий розмір. З цього можна зробити висновок, що ACF для 

часового ряду з трендом буде мати позитивні значення, які будуть 

зменшуватись по мірі збільшення лагів. Якщо дані мають сезонність, ACF 
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буде мати великі «сплески» тільки на сезонних лагах (при кратності сезонної 

частоти). Якщо дані мають і тренд і сезонність на графіку буде комбінація цих 

властивостей. Приклади наведені на рисунках 2.4, 2.5 та 2.6. 

 

 
Рисунок 2.4 - Коррелограмма ACF з трендом 

 

 

 
Рисунок 2.5 - Коррелограмма ACF з сезонністю 
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Рисунок 2.6 – Коррелограмма ACF з трендом та сезонністю 

 

Часткова автокореляція – кореляція між спостереженнями часового ряду 

враховуючи проміжні спостереження. Наприклад, у нас є y – результуюча 

змінна, та  𝑥0,			𝑥R, 	𝑥x – прогнозовані змінні (параметри рівняння регресії). 

Часткової кореляцією між y та 	𝑥x є кореляція між змінними з урахуванням як 

y та 	𝑥x пов’язані з 𝑥0,			𝑥R.  При регресії PACF можна розрахувати шляхом 

кореляції залишків з двох регресій: 

1. Регресія для прогнозу y з 𝑥0,			𝑥R; 

2. Регресія для прогнозу 	𝑥x з 𝑥0,			𝑥R;  

фактично виконується кореляція частин y та	𝑥x які не прогнозуються з 𝑥0,			𝑥R. 

Рівняння для даного прикладу наведено нижче 

 

PACF(yi,k)	= 
Cov(y , x3| x1,   x2) 

nVar(y| x1, x2) Var(x3| x1, x2)
	. 

 

У загальному випадку рівняння PACF порядку k представлено у вигляді 

 

PACF(yi,k)	= 
Cov( xt , xt-k| x(t-1),   x(t-2)  ...  x(t-k+1)) 

nVar(xt| xt-1, xt-2,  ...  ,  x(t-k+1)) Var(xt-k| xt-1, xt-2, ..x(t-k+1))
	. 



48 
Характерно, що ні в ACF, ні в PACF значення лагу не відсікається строго 

на певному лагу. Натомість обидва графіки демонструють деяку нескінченну 

поведінку, наприклад, експоненційне зменшення у величині коефіцієнтів. 

Однак варте зазначити, що можливо помітити значний спад значень після 

якогось лагу. Якщо проаналізувати рисунок 2.3 можна помітити на графіку 

ACF, що після лагу 1 значення автокореляції значно зменшилося. З цього 

можна зробити висновок, що порядок моделі ковзного середнього MA(q) = 1. 

На графіку PACF характерний спад значень часткової автокореляції 

здійснюється після лагу 2, що свідчить про те, що порядок авторегресійної 

моделі AR(p) = 2.  

 

 

2.2 Інтегрована модель авторегресії та ковзного середнього 

ARIMA(p,d,q) 

 

Інтегрована модель авторегресії та ковзного середнього (autoregressive 

integrated moving average) ARIMA [11], іноді у літературі можна зустріти як 

модель Бокса – Дженкінса. Модель ARIMA є вдосконаленою версією моделі 

ARMA [31]. Вона дозволяє зробити часовий ряд який має тренд стаціонарним 

за допомогою диференціювання, яке може бути застосовано на даних часового 

ряду один раз чи більше доки не буде виконана умова стаціонарності.  

Ця абревіатура є описовою, відображаючи ключові аспекти самої моделі:  

– AR (autoregression) – модель, яка використовує залежність між 

спостереженням та деякою кількістю відстаючих спостережень; 

– I (integrated) – використання диференціації початкових даних 

(наприклад, віднімання спостереження від спостереження на попередньому 

етапі часу) для того, щоб зробити часовий ряд стаціонарним; 

– MA (moving average) – модель, яка використовує залежність між 

спостереженням та помилкою. 
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Ці аспекти прямо задані у моделі як параметри. Стандартний запис 

моделі – ARIMA(p,d,q) [34], де параметри замінені на константи для швидкого 

запису конкретної моделі, яка є частиною ARIMA. Константи-параметри 

визначені як:  

– p – порядок лагу (відставання) - кількість лагів спостережень, що 

входять у модель; 

– d – ступінь диференціації - кількість разів початкові дані були 

продиференційовані; 

– q – порядок ковзного середнього. 

Формула моделі ARIMA(p,d,q) має наступний вигляд 

 

yt
'  = c + φ1yt-1

'  + ...  +φpyt-p
'  + θ1εt-1+ ... + θqεt-q + εt  , 

 

де yt
'  – продиференційований часовий ряд, а доданки справа – параметри 

моделей AR та MA. 

Як було зазначено, аналізувати та прогнозувати краще стаціонарні часові 

ряди, та модель ARIMA [19] за допомогою параметру d, який відповідає за 

диференціацію, приводить часові ряди до стаціонарності. Часовий ряд 

називається стаціонарним (рис. 2.7) якщо його властивості не залежать від 

часу у який проводиться аналіз. З визначення стаціонарного часового ряду 

можна стверджувати, що часові ряди які мають тренд чи сезонність не є 

стаціонарними, через те, що спостереження у різні моменти часу за наявності 

тренду чи сезонності впливають на отриманий результат. Деякі випадки 

можуть бути складнішими - часовий ряд із циклічною поведінкою (але без 

тренду чи сезонності) є стаціонарним. Це тому, що цикли не мають фіксованої 

довжини.  
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Рисунок 2.7 – Приклад стаціонарного та нестаціонарного часового ряду 

 

Оцінити стаціонарність часового ряду можливо через графік даних ACF. 

Для стаціонарного часового ряду ACF (рис. 2.8) скоротиться до нуля 

порівняно швидко, тоді як ACF нестаціонарних даних буде зменшуватися 

повільно [29]. 

 

 
Рисунок 2.8 – ACF для нестаціонарного часового ряду 
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За допомогою логарифмування можна стабілізувати дисперсію часового 

ряду. Також використовуючи диференціацію можна допомогти стабілізувати 

середнє значення часового ряду, усунувши зміни рівня часового ряду, а отже, 

усунувши (або зменшивши) тренд та сезонність.  

Продиференційований часовий ряд - це різниця між кожним 

послідовним спостереженням у початковому ряді, його можна записати 

наступним чином 

 

yt
' = yt - yt-1  . 

 

Часовий ряд на якому виконали операцію диференціювання буде мати 

T-1 значень, через те, що неможливо виконати диференціювання 𝑦#y	першого 

спостереження. 

Якщо продиференційований часовий ряд є шумом, його рівняння матиме 

вигляд  

 

yt - yt-1 = εt  , 

 

де 𝜀# – шум. Зробивши перестановку змінних ми отримаємо рівняння  моделі 

випадкового блукання  

 

yt =  yt-1 + εt   .  

 

Моделі випадкового блукання широко використовуються для 

нестаціонарних даних [39], зокрема фінансових та економічних даних. Вони 

зазвичай мають:  

– тривалі періоди тренду вгору або вниз; 

– раптові непередбачувані зміни напряму. 
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Прогнози за моделлю блукання дорівнюють останньому спостереженню, 

оскільки майбутні рухи непередбачувані і з однаковою ймовірністю будуть 

продовжуватись вгору чи вниз. 

 

  yt = с +y
t-1

 + εt  ;  yt - yt-1 = с+ εt , 

 

де с – середнє значення різниці між послідовними спостереженнями. Якщо с – 

позитивне, значення 	𝑦# буде змінюватись вгору. В іншому випадку 	𝑦# буде 

змінюватись вниз. 

Може виникнути ситуація, коли часовий ряд було продиференційовано, 

але ця операція не призвела до стаціонарності. У цьому випадку потрібно 

виконати диференціацію ще раз.  

 

yt
''=	y'

t - y
'
t-1= 

=(yt - yt-1) - (yt-1 - yt-2) = 

=yt - 2 yt-1+ yt-2		. 

 

За цих умов yt
'' буде мати T-2 значень. На практиці майже завжди 

достатньо 2 рівня диференціації. 

Крім простої диференціації існує також сезонна диференціація – коли 

розраховується різниця між спостереженнями з одного сезону.  

 

y'
m =  yt -  yt-m , 

 

де m – кількість сезонів. 

На рисунку 2.9 продемонстровано як логарифмування стабілізує 

дисперсію часового ряду, а диференціація приводить його до стаціонарного 

вигляду.  
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Рисунок 2.9 – Початкові дані (верхній графік), операція логарифмування 

(середній графік), сезонна диференціація (нижній графік) 

 

Крім аналізу графіку ACF перевірити часовий ряд на стаціонарність 

можливо за допомогою тесту Діккі-Фуллера (Dickey – Fuller; DF). Тест Діккі – 

Фуллера перевіряє нульову гіпотезу про наявність одиничного кореня в 

авторегресивній моделі, тобто нестаціонарність ряду [4]. Альтернативна 

гіпотеза різна в залежності від того, яка версія тесту використовується, але 

зазвичай це стаціонарність (всі корені характеристичного поліному лежать 

поза значенням 1) або стаціонарність за умовою виключення тренду. Для 

великих та складних структур часових рядів, де потрібно враховувати процес 

авторегресії не тільки першого порядку рекомендується використовувати 

розширений тест Діккі-Фуллера (augmented Dickey-Fuller; ADF). Він названий 

на честь статистиків Девіда Діккі та Уейна Фуллера, які розробили тест у 1979 

році. Існує три версії тесту DF, кожна з яких має свої критичні значення, котрі 

можна отримати з таблиці Діккі-Фуллера. 
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Тест DF перевіряє чи 𝛾	 = 	0 у моделі даних без константи та тренду 

 

∆yt-1 = γyt-1 + εt .  

 

Якщо γ = 1, такий ряд не є стаціонарним та потребує приведення до 

стаціонарності. 

Додавши до моделі вище вільний член ми отримаємо модель з 

константою але без тренду 

 

∆yt-1 =α +  γyt-1 + εt . 

 

Також можна додати лінійний тренд, тоді модель буде мати вигляд 

 

∆yt=α + βt +γyt-1 + εt , 

 

яку можна переписати у вигляді  

 

∆yt = yt - yt-1 = α + βt +γyt-1 + εt , 

 

де y{ – початкові дані. Такий запис у формі регресійної моделі дозволяє нам 

провести лінійну регресію ∆y{ та перевірити гіпотезу чи γ = 0. 

У випадках, коли процес, який аналізується, є процесом не першого 

порядку рекомендується враховувати лаги перших різниць, а для аналізу таких 

даних треба застосовувати розширений метод Діккі-Фуллера (ADF). 

 

∆yt =  α + βt +γyt-1 + δ1∆yt-1+ δp-1∆yt-p+1 + εt , 

 

де α – константа, β – коефіцієнт тренду, p – порядок лагів авторегресійної 

моделі [27].  
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Тест ADF також має варіації. Виключивши з рівняння константу та 

коефіцієнт тренду ми отримаємо рівняння аналогічне випадковому блуканню 

(без константи та тренду)  

 

∆yt =  γyt-1 + δ1∆yt-1+ δp-1∆yt-p+1 + εt . 

 

Виключивши з рівняння лише коефіцієнт тренду ми отримаємо 

випадкове блукання з константою  

 

∆yt =  α + γyt-1 + δ1∆yt-1+ δp-1∆yt-p+1 + εt . 

 

Як і звичайний тест DF, розширений перевіряє виконання умови 

стаціонарності ряду γ = 0. 

На рисунку 2.10 нижче наведено приклади аналізу даних. Зверху 

зображено графік шуму, тому що ми напевно знаємо, що шум є стаціонарним, 

а знизу наведено результати роботи тесту ADF. 

 

 

 
Рисунок 2.10 – Приклад виконання ADF на стаціонарному ряді 
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Якщо аналіз виконується на стаціонарному ряді, він не потребує 

додаткових математичних обчислень, як, наприклад, диференціювання, то в 

якості параметру d у моделі ARIMA(p,d,q) можна вказати 0. Так само 0 можна 

вказати в якості будь-якого з трьох параметрів, що позначить що цей елемент 

не повинен використовуватись при побудові моделі. Це дає змогу 

«перебудувати» ARIMA в простішу модель ARMA, та навіть розкласти на AR, 

I та MA [40]. 

Для того, щоб оцінити «якість» підібраних коефіцієнтів моделі ARIMA 

можна застосувати інформаційний крітерій Акаіке (Akaike information criteria; 

AIC).   

 

AIC = -2 log (L) + 2(p+q+k+1) , 

 

де k – кількість параметрів моделі,  log(L) – максимізоване значення функції 

правдоподібності. Найкращим результатом є модель з найменшим значенням 

AIC. Значення AIC буде зростати, якщо буде зростати кількість параметрів k, 

але буде зменшуватись, якщо негативне максимізоване значення функції 

зростає. Такий принцип роботи, по суті, і «штрафує» параметри які були 

надмірно апроксимовані.  

Окрім критерію Акаіке також існує інформаційний критерій Баєса 

(Bayesian information criterion, BIC). 

 

BIC = -2 log (L) + k log (n) ,   

 

де k – кількість параметрів моделі,  log (L) – максимізоване значення функції 

правдоподібності, n – кількість спостережень. Принцип роботи AIC та BIC 

схожий, але BIC має більші «штрафи» за надмірну апроксимацію. 
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2.3 Сезонна інтегрована модель авторегресії SARIMA 

 
Модель ARIMA підходить у випадках, коли потрібно проаналізувати та 

зробити прогноз на нестаціонарному часовому ряді з трендом, але вона не 

підходить для роботи з часовими рядами з сезонністю. Для цього існує 

розширення моделі яке зветься сезонна інтегрована модель авторегресії 

(seasonal autoregressive integrated moving average, SARIMA)  або сезонна 

ARIMA [33].  

Модель SARIMA формується з параметрів ARIMA, але включаючи 

додаткові параметри сезонності – SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)m [18]. На рисунку 

2.11 продемонстровано яка частина параметрів відповідає за сезонні 

параметри моделі.  

 

 
Рисунок 2.11 – Позначення сезонних та несезонних параметрів моделі 

SARIMA 

 

Для запису формули моделі SARIMA зручніше використовувати форму 

запису з лаговим оператором [32]. Лаговий оператор дозволяє компактно 

записати процес диференціації, наприклад  

 

yt
'  =	yt -	yt-1 = 

=	yt - L(yt) = 

= (1 - L)yt , 
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де 𝐿(𝑦#) – лаговий оператор. Сезонна різниця між обраним моментом у часі та 

моментом з попереднього року (враховуючи що в нас річна сезонність) буде 

мати рівняння  

 

L12yt= yt-12	. 

 

Загальна форма рівняння моделі SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)m: 

 

ϕP(Lm)φ(L)∇m
D∇dyt = ΘQ(Lm)θ(L)εt , 

 

де параметри авторегресії та ковзного середнього представлені поліномами  

φ(L) та θ(L) порядку p та q, а сезонні параметри авторегресії та ковзного 

середнього ϕP(Lm) та ΘQ(Lm) порядку P та Q. ∇m
D та ∇d – параметри 

диференціювання звичайних та сезонних даних. L – лаговий оператор, m – 

сезонність.  

 

ϕP(Lm) =  1 - ϕ1Lm - ϕ2L2m - ... - ϕpLpm ; 

φ(L) = 1 - φ1(L) - φ2(L2) - ... - φp(Lp); 

ΘQ(Lm) = 1 + Θ1(Lm) + Θ2(L2m) + ... + ΘQ(LQm); 

∇m
D = (1 - Lm)D; 

∇d = (1 - L)d; 

Lkyt= yt-k. 

 

Підбір параметрів та перевірка на стаціонарність для SARIMA також 

можна виконувати аналізуючи ACF та PACF графіки, критерію AIC та тесту 

Бокса-Дженкінса відповідно [38]. 
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Рисунок 2.12 – Приклад визначення сезонних та несезонних параметрів 

 

Якщо початкові дані мають сезонність, потрібно провести 

диференціацію за сезоном. Для отриманого результату побудуємо ACF та 

PACF. Проаналізувавши графіки ACF та PACF з рисунку 2.12 можна побачити 

що на ACF значення лагу на 1 має «сплеск», що свідчить про те, що це можна 

враховувати як MA(1) для несезонної частини моделі. Значний «сплеск» на 

лагу 4 вказує нам, що сезонність цієї моделі – 4. Сезонний параметр MA також 

буде 1. З цих графіків однаково можна обрати модель SARIMA(0,1,1)(0,1,1)� 

керуючись графіком ACF, або модель SARIMA(1,1,0)(1,1,0)� відповідно до 

PACF.  

 Також для порівняння було обрано метод Холта–Вінтерса (метод 

потрійного експоненційного згладжування), який описано у пункті 1.2.3.3 [9]. 

Методи сімейства ARIMA та Холта–Вінтерса відрізняються різним підходом 

до аналізу даних. У моделях ARIMA враховуються параметри автокореляції 

та комбінуються минулі дані часового ряду та помилки [45]. На відміну від 

методу Холта–Вінтерса, який фактично є зміненим методу ковзного 

середнього, тому як у стандартному методу ковзного середнього середнє 

значення розраховується з заздалегідь визначених минулих спостережень, а у 

методі Холта–Вінтерса «вага» спостереженням надається не рівномірно – 

найбільша «вага» присвоюється останнім спостереженням, через те, що вони 

мають більший вплив на поточні та майбутні спостереження. Через те, що 

методи ARIMA мають автокореляцію, що надає багато інформації о даних, це 

є одним із недоліків моделі, тому що це потребує додаткового аналізу даних 
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та додаткової обчислювальної потужності. Тому метод потрійного 

експоненційного згладжування вважається простіше з точки зору програмної 

реалізації, тому що він потребує менше інформації та швидше її опрацьовує. 
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ МОДЕЛЕЙ ПРОГНОЗУВАННЯ 

ЧАСОВИХ РЯДІВ 

3.1 Обґрунтування вибору середовища програмної реалізації 

 

У рамках атестаційної роботи було розроблено комп’ютерну програму 

для прогнозування часових рядів різними моделями. Ця програма призначена 

для роботи з будь-якою операційною системою. Для реалізації цієї 

комп’ютерної програми було використано мову програмування Python та 

середовище розробки PyCharm. Цей вибір обумовлено тим, що PyCharm було 

створено для роботи з Python, також є підтримка різноманітних фреймворків, 

до яких входить Django, але у рамках розробки даної програми більш 

важливою є підтримка Anaconda – дистрибутив Python для аналізу даних.  

Серед переваг слід відмітити: 

- дебагер; 

- комфортну навігацію по коду та файлам; 

- auto-complete, який дозволяє запобігти помилкам при зверненні до 

методів чи класів;  

- спеціальний набір засобів, який дозволяє глибше аналізувати та 

візуалізувати дані (рис. 3.1);  

 

 
Рисунок 3.1 – Scientific Tools для аналізу та візуалізації даних 
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- вбудована підтримка наукових бібліотек для аналізу та роботи з 

даними (рис. 3.2); 

- спеціальний графічний інтерфейс для перегляду dataframe або інших 

типів даних з консолі або графічного дебагеру (рис. 3.3); 

 

 
Рисунок 3.2 – Scientific stack support для підтримки наукових бібліотек 

роботи з даними 

 

 

 
Рисунок 3.3 – SciView для перегляду різних структур даних у комфортному 

інтерфейсу 
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3.2 Мова програмування для розробки застосунку 

 
Python – це мова програмування загального призначення та високого 

рівня, яка може використовуватись для розробки програм на основі графічного 

інтерфейсу для персональних комп’ютерів, веб сайтів та веб-застосунків. 

Оскільки це мова програмування високого рівня, вона підтримується 

основними платформами та системами, що дозволяє запускати код на 

декількох платформах без необхідності перекомпіляції. Окрім підтримки 

багатьох платформ, Python має велику стандартну бібліотеку, яка дозволяє 

використовувати різних спектр модулів, яка дозволяє розробляти функціонал 

застосунків без написання великої кількості коду, що значно спрощує його 

читабельність та прискорює процес розробки.  

Python є проектом з відкритим та доступним для всіх кодом, крім 

зниження затрат на розробку та вдосконалення, це також надає можливість для 

розробників приймати участь у розробці самої мови та створення бібліотек або 

фреймворків на основи Python без перешкод. Саме через велику кількість 

бібліотек, що були розроблені під Python та мають гарну інтеграцію зі 

стандартними можливостями мови програмування, розробники надають 

перевагу саме Python. 

Для написання комп’ютерної програми окрім мови Python було 

використано:  

- numpy – бібліотека яка підтримує роботу з масивами, матрицями та 

високорівневі математичні функції, які призначені для роботи з 

багатовимірними масивами ; 

- pandas – бібліотека для аналізу та роботи з даними, зокрема 

використовується для роботи з числовими таблицями та часовими рядами; 

- statsmodels – пакет який містить доповнення для бібліотеки scipy для 

статистичних обчислень, включаючи описову статистику та оцінку та 

висновки для статистичних моделей; 
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- scipy – бібліотека призначена для інженерних та научних обчислень 

(пошук мінімумів та максимумів функцій, обчислення інтегралів); 

- matpolib – бібліотека для побудови 2D графіків; 

- sklearn – бібліотека яка містить багато алгоритмів для навчання з 

вчителем та без. Побудована на основі numpy, pandas та matpolib. Включає 

методи регресіїї, класифікації; 

- PySimpleGUI – бібліотека для графічного інтерфейсу; 

- simple_salesforce – REST API клієнт для роботи з CRM системами   

 
 
 

3.3 Програмна реалізація  

 
У даному застосунку є декілька класів, кожний з яких відповідає за 

реалізацію відповідного методу. Також є клас з інтерфейсом, який надає 

користувачу можливість залогінитись до salesforce системи для аналізу даних 

застосунку. При запуску застосунку користувачу надається можливість ввести 

свій логін та пароль та додатковий security-token, який гарантує підключення 

до salesforce.com для отримання даних. Перевірка та підключення 

здійснюється за допомогою REST API (рис. 3.4, рис. 3.5).  

 

 
Рисунок 3.4 – Виконання запиту до salesforce.com 
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Рисунок 3.5 – REST API для підключення до salesforce 

 

После того, як ідентифікація користувача у системе salesforce відбулась 

успешно програма надає користувачеві доступ до об'єктів бази даних, які 

зберігають в собі інформацію, щоб користувач здійснив вибір об'єкта який 

цікавить його. Отримання об'єктів (таблиць) з бази даних здійснюється 

шляхом відправки SOQL запиту в salesforce систему, який повертає текстовий 

список всіх таблиць, до яких має доступ користувач (рис. 3.6). 

 

 

 
Рисунок 3.6 – Отримання об'єктів бази даних доступних для користувача 
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Після отримання результату SOQL запиту – інформації про об'єкти, 

доступних користувачеві, програма відображає імена всіх об'єктів в 

текстовому вигляді, щоб користувач міг здійснити вибір таблиці з якою він 

бажає продовжити роботу (рис. 3.7). Після вибору таблиці відправляється ще 

один SOQL запит в salesforce для отримання всіх полів обраної таблиці (рис. 

3.8). 

 

 
Рисунок 3.7 – Формування запиту на отримання полів об'єкта на основі 

вибору користувача 

 

 
Рисунок 3.8 – Запит до salesforce на отримання полів 

 

Повернений результат SOQL запиту містить у собі назви всіх полів в 

текстовому вигляді, які відображаються для користувача з метою вибору 

полів, які будуть передані в функцію для обробки і подальшого формування 

прогнозу. На рисунках 3.9 і 3.10 наведені приклади коду, які відповідають за 

отримання всіх записів з таблиці за обраними користувачем полями і 
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формування з цих даних dataframe, який в подальшому буде оброблений з 

метою складання моделі прогнозування і графіка прогнозу. 

 

 
Рисунок 3.9 – Формування запиту на основі обраної користувачем таблиці 

 

 
Рисунок 3.10– Запит до salesforce на отримання записів 

 

Для прогнозування використовуються методи ARMA, ARIMA, SARIMA 

і Холта-Вінтерса. 

Для моделі ARMA дані, після формування dataframe, передаються в 

функцію для декомпозиції і аналізу отриманого графіка, також виконується 

тест Діккі Фуллера, для перевірки їх стаціонарності (рис. 3.11, рис. 3.12). 

 



68 
 

 
Рисунок 3.11 – Декомпозиція даних 

 

 

  
Рисунок 3.12 – Тест Діккі-Фуллера 

 

Після проведення тесту, в разі, якщо часовий ряд нестаціонарний, 

проводяться операції логарифмування і диференціації (рис. 3.14), для 

приведення ряду до стаціонарності. Якщо ж після тесту результат свідчить про 

те, що ряд стаціонарний, логаріфмувати та диференціювати його не потрібно. 

Далі будуються графіки автокорреляції і часткової автокореляції для 

визначення параметрів AR і MA (рис. 3.13). 
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Рисунок 3.13 – Функції автокореляції та часткової автокореляції 

 

 
Рисунок 3.14 – Логарифмування і диференціація 

 

Крім візуального оцінювання графіків автокорреляции і часткової 

автокореляції можливо використовувати вбудовану функцію, яка здійснює 

підбір параметрів і видає найбільш підходящий до моделі (рис. 3.15). 

 

 
Рисунок 3.15 – AIC BIC для ARMA 

 

На основі підібраних параметрів можна будувати модель (рис. 3.16). 
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Рисунок 3.16 – Підбір моделі і побудова графіку прогнозу 

 

Оцінити точність прогнозу можна за допомогою графіку, на якому 

відображається крива прогнозу і реальні значення, а також можна провести 

оцінку за допомогою алгоритмів помилок MSE і RMSE (рис. 3.17). 

 

 
Рисунок 3.17 – Розрахунок MSE і RMSE для прогнозу 

 

Для моделей ARIMA і SARIMA приведення до стаціонарності не є 

обов'язковим, так як ці моделі передбачають перевірку параметрів сезонності 

і диференціацію, як показано на рисунку 3.18 для SARIMA. Для моделі 

ARIMA використовується функція auto_arima, замість SARIMAX. 

 

 
Рисунок 3.18 – Функція підбору параметрів моделі SARIMA 
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Для методу потрійного експоненційного згладжування або ж методу 

Холта-Вінтерса так само необхідно підібрати параметри, тільки в даному 

випадку це параметри тренда, сезонності і рівня (рис. 3.19). Наводити ряд до 

стаціонарності не є необхідною умовою 

 

 
Рисунок 3.19 – Підбір параметрів тренда, сезонності і рівня для набору даних 

 

Модель з підібраних параметрів можна оцінити за допомогою SSE, чим 

менше значення SSE тим краще підібрані параметри. Параметри які дали 

найменшу помилку вибираються для побудови моделі прогнозування (рис. 

3.20, рис. 3.21). Оцінка підібраною моделі здійснюється при використанні AIC. 

 

 
Рисунок 3.20 – Встановлення часового проміжку для прогнозування 
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Рисунок 3.21 – Прогнозування за допомогою методу Холта–Вінтерса 

 

 

3.4 Порівняння результатів прогнозування 

 
Для прогнозування були обрані кілька наборів даних: 

- щомісячні дані про продаж автомобілів в період з 2007 до 2017 року, 

які мають 2694 записи; 

- щомісячні дані про продаж автомобілів в період з 2016 по 2018 рік, 

які мають 36 записів; 

- щотижневі дані про ціну авокадо в період з 2015 по 2018 рік, які 

мають 18249 записів. 

Для даних про продаж автомобілів в період з 2007 до 2017 року графік 

показано на рисунку 3.22.  
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Рисунок 3.22 – Графік вихідних даних 

 
На рисунку 3.22 можна помітити деякі сильні сплески значень продажів 

під кінець року і то що з роками кількість продажів в загальному збільшується. 

Це свідчить про наявність тренда і, можливо, сезонності. Для того щоб 

упевнитися зробимо декомпозицію даних - розкладемо на такі компоненти як 

тренд, сезонність і залишкові дані. 

 

 
Рисунок 3.23 – Графік декомпозиції даних 
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На рисунку 3.23 ми бачимо декопозовані дані. З цього графіку можна 

зробити висновок, що дані мають тренд і мають сезонність. Тобто нам 

потрібна модель, яка враховує і тренд і сезонність. Для цього підійде SARIMA 

та модель Холта-Вінтерса. 

Для методу SARIMA стационарность даних не є обов'язковою умовою і 

наявність тренда і сезонності свідчить про те, що дані не стаціонарні, так само 

це можна спостерігати на графіку вихідних даних. 

А на рисунку 3.24 дані представлені в стаціонарному вигляді. 

 

  
 

Рисунок 3.24 – Дані в стаціонарному вигляді 
 
 
Даними для тренування обрані дані про продажі з 2007 по 2016 рік. 

Прогноз буде виконаний з 2016 по 2017 рік. 

В результаті запуску алгоритму SARIMA на даних, алгоритм перевірив 

80 комбінацій сезонних і несезонних параметрів, для вибору найменшого 

значення AIC (рис 3.25). 
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Рисунок 3.25 – Приклад підбору параметрів SARIMA 

 
В результаті порівняння AIC всіх пар значень, як несезонних параметрів 

було вибрано (2,2,0), в якості сезонних (2.2,0) і сезонність 12, так як однаковий 

сплеск зростання продажів можна помітити щороку взимку, AIC для цих 

значень 999.582. Отже у нас вийшла модель SARIMA(2,2,0)(2,2,0)0R. 

Результати прогнозування можна побачити на рисунку 3.26. 

 

  
 
Рисунок 3.26 – Справа спрогнозовані значення, зліва реальні значення 
 
Візуально прогноз виглядає як на рисунку 3.27. 
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Рисунок 3.27 – Графічний вид прогнозу 

 
Так само ми можемо провести аналіз залишків. Для цього ми можемо 

побудувати графік Q-Q (quantile-quantile), гістограму нормального розподілу і 

коррелограму залишків. 

Якщо аналіз залишків покаже, що розподіл не є гаусовим (нормальним), 

то це може свідчити про те, що прогноз обраною моделлю, можливо, 

неправильний і слід вибрати іншу модель. 

 

 
Рисунок 3.28 – Аналіз залишків даних 

 
 
На рисунку 3.28 видно, що гістограма і щільність розподілу 

відповідають нормальному розподілу. Графік Q-Q показує, що значення 

результату прогнозу (точки) лягають на лінію, яка є нормальним розподілом. 

І гістограма і графік квантилів свідчать про те, що отримані результати 
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відповідають нормальному розподілу. Коррелограмма показує, що 

аномальних значень які виходять за межі немає. Тому ми можемо вважати, що 

результати даної моделі прийнятні. 

Середній квадрат помилки розподілу (MSE) для SARIMA = 

3187963.083907801, середньоквадратичне відхилення (RMSE) = 

1785.4867918603602. Час роботи алгоритму – 34.98427605628967 секунди. 

Для методу Холта-Вінтерса мінімальне значення AIC - 1690.183, що 

продемонстровано на рисунку 3.29. 

 

 
Рисунок 3.29 – Значення AIC для Холта-Вінтерса 

 

Оптимальні значення alpha, beta, gamma - 0.3294017, 0.0525675 та 

0.4403398 відповідно (рис. 3.30). 

 

 
Рисунок 3.30 – Параметри alpha, beta, gamma 
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На рисунку 3.31 продемонстровані спрогнозовані і реальні значення за 

2016 - 2017 рік. 

 

  
Рисунок 3.31 – Зліва спрогнозовані дані, праворуч реальні дані 

 

Графік отриманого прогнозу продемонстровано на рисунку 3.32. 

 

 
Рисунок 3.32 – Графік прогнозу методом Холта-Вінтерса 

 
Середній квадрат помилки розподілу (MSE) = 1693979.5785449299, 

середньоквадратичне відхилення (RMSE) = 1301.5297071311627. Час роботи 

алгоритму – 1.0705358982086182 секунд. 

Виходячи з результатів, отриманих цими двома методами, можна 

стверджувати, що метод Холта-Вінтерса є більш ефективним, так як 
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середньоквадратичне відхилення менше ніж у SARIMA і час роботи набагато 

швидше. 

Так само можна провести порівняння з методами ARMA і ARIMA. 

Для ARMA додатково буде потрібно привести ряд до стаціонарного 

виду за допомогою диференціації і логарифмирования (рис. 3.33). 

 

  
Рисунок 3.33 – Приведення до стаціонарності 

 

Після застосування операції діфференціірованія дані стали 

стаціонарними. Отже можна приступити до підбору параметрів (рис. 3.34). 

 

 
Рисунок 3.34 – Підбір параметрів 

 

Оптимальними параметрами для ARMA є (0,1). На рисунках 3.35 і 3.36 

можна побачити чисельний і графічний результат прогнозу. 
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Рисунок 3.35 - Результати прогнозу 

 

 
Рисунок 3.36 – Графік прогнозу ARMA 

 
Середній квадрат помилки розподілу (MSE) = 4062076.4028056245, 

середньоквадратичне відхилення (RMSE) = 2015.4593528041255. Час роботи 

алгоритму – 5.379272937774658 секунд. 

Прогноз вийшов значно гірше за значенням RMSE так як дана модель 

даних не враховує сезонність, яка впливає на прогнозування. Але час роботи 

алгоритму менше, ніж у SARIMA, так як приведення до стаціонарності не було 

проведено програмно і кількість параметрів для підбору менше. 

Для ARIMA результати продемонстровані на рисунках 3.37 і 3.38. 



81 

  
Рисунок 3.37 – Зліва спрогнозовані значення, праворуч реальні 

 

 
Рисунок 3.38 – Графік прогнозу 

 
Середній квадрат помилки розподілу (MSE) = 3170203.3754457813, 

середньоквадратичне відхилення (RMSE) = 1780.5064940757113. Час роботи 

алгоритму – 5.434921026229858 секунд. 

ARIMA показала меншу помилку, ніж у ARMA, але більшу ніж у 

SARIMA і Холта-Вінтерса. 
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Результати роботи алгоритмів на даних про продаж автомобілів в період 

з 2016 по 2018 продемонстровані на рисунку 3.40. Тестовими даними були дані 

в період з 2016 по 2018 рік. Прогноз виконувався з 2017 по 2018 рік. 

Декомпозиція даних показана на рисунку 3.39 показує, що ці дані мають 

тренд і сезонність. 

 

 
Рисунок 3.39 – Декомпозиція даних 

 
 

 
 

Рисунок 3.40 – Результати прогнозу зліва зверху ARMA, ARIMA, SARIMA, 
Holt-Winters 
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Час роботи і значення cреднього квадрату помилки розподілу (MSE), 

середньоквадратичного відхилення (RMSE) і час роботи наведені в таблиці 

3.1. 

 

Таблиця 3.1 – Результати помилок та час роботи для моделей 

прогнозування 

Модель MSE RMSE Час роботи, сек 

ARMA 5482.969408571299 74.0470756247085 3.946199655532837 

ARIMA 3692.1699377032046 60.76322849967079 3.3478260040283203 

SARIMA 3059.4659177788835 55.3124390872332 4.662951946258545 

Holt-

Winters 

2666.8783640405545 51.64182765976195 2.9529340267181396 

 
 

Для даних про продаж авокадо в якості тестових даних були взяті дані з 

2015 по 2018 рік. Так як моделі ARMA і ARIMA не призначені для аналізу 

даних які мають тренд і сезонність, результати роботи цих алгоритмів на двох 

наборах даних підтвердили їх неефективність, для передбачення зростання цін 

на авокадо було вибрано моделі SARIMA і Холта-Вінтерса. 

Графіки прогнозів представлені на рисунку 3.41. Таблиця 3.2 містить 

інформацію про MSE, RMSE і часу роботи кожного з алгоритмів. 

 

 
Рисунок 3.41 – Зліва результати прогнозу Холтом-Вінтерсом, праворуч 

SARIMA 
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Таблиця 3.2 – Результати помилок та час роботи для моделей 

прогнозування SARIMA та Холта–Вінтерса 

Модель MSE RMSE Час роботи, сек 

SARIMA 81.21933549380245 9.012177067379582 21.364629983901978 

Holt-

Winters 

42.05946680058604 6.485327038830504 2.7933509349823 
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ВИСНОВКИ 

 

У рамках атестаційної роботи було розроблено і досліджено методи 

прогнозування часових рядів а також комп’ютерна програма, яка дозволяє 

користувачам входити до CRM системи під своїми логіном та паролем та 

обравши таблиці для аналізу зробити прогноз, також є можливість загружати 

csv файли з комп’ютера для аналізу та прогнозування. У рамках дослідження 

було протестовано моделі ARMA, ARIMA, SARIMA та Холта-Вінтерса. Для 

дослідження було обрано три набори даних:  

- щомісячні дані про продаж автомобілів в період з 2007 до 2017 року, які 

мають 2694 записи; 

- щомісячні дані про продаж автомобілів в період з 2016 по 2018 рік, які 

мають 36 записів; 

- щотижневі дані про ціну авокадо в період з 2015 по 2018 рік, які мають 

18249 записів. 

Такий вибір даних обумовлено тим, що вони мають різну кількість та 

різну щільність записів, що впливає на точність прогнозу. Наприклад, дані 

шодо росту цін на авокадо мають щотижневі записи, у відмінності від двох 

інших наборів де записи тільки щомісячні. Тобто за 1 місяць росту цін часовий 

ряд має більш детальну інформацію ніж за 1 місяць продажу автомобілів. Два 

набори даних з продажу автомобілів були обрані для того, щоб показати як 

детальність та кількість записів може вплинути на прогноз. Також продаж 

автомобілів за 2 роки потребує менше часу на опрацювання алгоритмом, тобто 

це дозволяє порівняти час роботи.  

Після усіх тестів можна зробити висновок, що алгоритм потрійного 

експоненційного згладжування працює ефективніше та швидше, ніж SARIMA. 

На всіх наборах даних Холт-Вінтерс продемонстрував кращий результат. 

Результати методу Холта-Вінтерса мають кращу точність, але похибка 

SARIMA не сильно більше.  
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На датасеті з продажу авокадо результат потрійного експоненційного 

згладжування був кращий ніж всі інші, та прогноз практично співпадав з 

реальними даними. Самий гірший результат був на наборі даних з продажу 

автомобілів за 2 роки, через те що інформації мало та вона не щотижнева, 

тобто алгоритм не має достатньо інформації для побудови реалістичного 

прогнозу.  

Результати порівняння усіх моделей на одному наборі даних 

підтвердили, що обирати модель до конкретних даних є важливою умовою 

прогнозування, тому що моделі ARMA та ARIMA показали найгірший 

результат, через те, що вони не є оптимальними для такого набору даних. 

Також, через те, що Холт-Вінтерс не обчислює авторегресію та не має 

багато параметрів для вибору на всіх тестах він має кращий результат з точки 

зору часу роботи. Навіть ARMA, яка потребує лище 2 параметри та не робить 

жодних додаткових операцій працює довше, ніж Холт-Вінтерс. 

Результати атестаційної роботи були апробовані на 23-ому 

міжнародному молодіжному форумі «Радіоелектроніка і молодь в XXI 

столітті» в 2019 р. 
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