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Розглядається задача математичного моделювання нестаціонарних 

процесів перемішування у плоскій двозв’язній області. Для її чисельного 

аналізу запропоновано метод, заснований на сумісному використанні 

принципу суперпозиції та методів R функцій і Гальоркіна.

Вступ

Однією з актуальних наукових проблем є кінематика перемішування 

в’язкої рідини при різних умовах їх повільного руху. Результати вивчення 

механізмів перемішування і керування ним активно застосовується у різних 

областях науки і техніки: хімічній та харчовій промисловості, геології, 

океанології тощо [1]. Тому інтерес до математичного моделювання в цій 

області постійно зростає.

Постановка задачі

Розглянемо нестаціонарну задачу перемішування в’язкої нестисливої 

рідини в двозв’язній області W М (мал. 1) з кусочно гладкою межею. 

Вважатимемо, що ділянки межі ¶W нерухомі, а коло, що знаходиться 

всередині області і має межу ¶W , рухається проти годинникової стрілки з 

кутовою швидкістю t . Припустимо, що в початковий момент часу рідина 

знаходиться у стані спокою ( t =



¶W

¶W

Мал. 1. Область W

Математичною моделлю задачі перемішування є система 

диференціальних рівнянь Нав’є Стокса, яка складається з рівнянь руху для 

вектору швидкості 
=

і тиску та рівняння неперервності [2]:
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де n – коефіцієнт в’язкості рідини, D – оператор Лапласа, – час.

Введемо функцію течії y = y , яка пов’язана з вектором 

=
швидкостей рідини за допомогою співвідношень 
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Використовуючи функцію течії y , заданою співвідношеннями (4), 

система рівнянь Нав’є Стокса (1) – (3) зводиться до одного нелінійного 

диференціального рівняння:

¶Dy ¶y ¶Dy ¶y ¶Dy
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Відомо, що для повільної течії відношення порядку конвекційних сил 

інерції до порядку сил в’язкості невелике і нелінійним доданком у рівнянні 

(5) можна знехтувати. Тоді отримаємо лінеаризоване за Стоксом рівняння 

в’язкої нестисливої рідини:
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Початкові та крайові умови для функції течії можуть бути отримані з 

відповідних умов, які накладаються на вектор швидкості . Враховуючи 

припущення, наведені вище, крайові та початкові умови запишуться так:
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де деяка невідома функція часу, t – кутова швидкість ¶W

Метод розв’язання

Відповідно до принципу суперпозиції, функцію y = y

шукатимемо в наступному вигляді:

y = y + y

де y = y y = y – нові невідомі функції.

Для знаходження y і y необхідно розв’язати дві допоміжні задачі:
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Функцію знайдемо з умови однозначності тиску у двозв’язній 

області 
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. Враховуючи, що для лінеаризованої задачі
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та беручи до уваги (4), отримаємо задачу Коші для невідомої функції 
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Кожна з задач (9), (10) може бути розв’язана за допомогою 

структурного методу R функцій [3] з використанням методу Гальоркіна [4] 

для апроксимації невизначених компонент структур. Побудовані відповідно 

до методу R функцій структури розв’язку задач (9), (10) мають вигляд

t w
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де w w і w – нормалізовані рівняння ¶W ¶W і ¶W відповідно, 

F і F – невизначені компоненти структури, = Сw С

Для апроксимації невизначених компонент їх треба подати у вигляді

=
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=
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де 
t

– деяка повна у просторі W система функцій.

Для визначення функцій та відповідно до методу 

Гальоркіна маємо задачу Коші для звичайних диференціальних рівнянь.

Знання функції течії дозволяє дослідити траєкторії руху окремих 

частинок рідини, розв’язуючи задачу Коші 
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Обчислювальний експеримент

Для обчислювального експерименту було обрано 
-t = - +

w = w Щ w [ ] ( )w = - Щ -й щл ы

ж цж ц ж ц
з чw = - + - -з ч з чз чи ш и ши ш



У якості координатних функцій було обрано сплайни Шенберга п’ятого 

порядку.
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Описано особливості розроблених аналітичних, чисельних та 

аналітично чисельних підходів до моделювання лінійного і нелінійного 

деформування циліндричних оболонок некругового поперечного перерізу. 

Циліндричні оболонки некругового поперечного перерізу 

(еліптичного, овального, параболічного, тощо) знаходять широке 

застосування в сучасній інженерній практиці, наприклад, при проектуванні 

фюзеляжів літаків і корпусів ракет. Розв’язування крайових задач для 

некругових циліндричних оболонок пов’язане із значними математичними 

труднощами, обумовленими зміною кривизни в поперечному напрямку, а 

також врахуванням нелінійностей і деформацій поперечного зсуву.

Автори доповіді запропонували три підходи до розв’язання лінійних і 

нелінійних задач статики для циліндричних оболонок некругового 

поперечного перерізу, при розробці яких були враховані специфіка та 

особливості даних задач.


