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Введение

Одна из самых известных задач комбинаторной 
оптимизации — это задача коммивояжёра (англ. 
Travelling salesman problem). Задача коммивояже-
ра (ЗК) состоит в том, чтобы найти кратчайший 
маршрут, проходящий через каждый город точно 
один раз, при заданных расстояниях между двумя 
городами [1].

ЗК является так называемой NP-трудной за-
дачей, и при большом количестве вершин графа, 
точное решение может быть получено только за 
экспоненциальное время и решать ее переборны-
ми алгоритмами будет неэффективно.

В статье будет рассмотрен один из этапов по-
строения приближенного решения СЗК, алго-
ритм нахождения гамильтонова цикла в i -дереве 
T V Ei= ( , )  полного графа H V En n= ( , )  с невысо-
кой погрешностью.

1. Постановка задачи

Суть задачи коммивояжёра сводиться к на-
хождению гамильтонова цикла минимальной 
стоимости. Частным случаем постановки задачи 
коммивояжера есть симметрическая задача ком-
мивояжера (СЗК), это задача с симметричной ма-
трицей весов, которая моделируется неориентиро-
ванным графом.

Входными данными является i -дерево 
T V Ei= ( , )  полного графа H V En n= ( , ) .

Выходными данными является гамильтонов 
цикл полученный с помощью алгоритма преобра-
зования i -дерево T .

2. Преобразование i-дерева в гамильтонов цикл

В СЗК для матрицы стоимостей [ ]dij n , в которой 
d d i j d dij ji ij ii= ≠ ≥ = ∞, , ,0  и i j n, ,=1 , минимизируе-
мый функционал определяется по формуле

D d ii

n
( ) [ ]τ τ=

=∑ 1
,                                  (1)

где τ τ τ τ= ( [ ], [ ], ... [ ])1 2 n  — циклическая переста-
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новка или обход, которому соответствует маршрут 
коммивояжера τ τ τ τ τ= ( [ ], [ ], ... [ ], [ ])1 2 1n , а величину 
D( )τ  называют стоимостью обхода [2].

Матрице [ ]dij n  отвечает полный взвешенный 
граф 

H V E V n E Cn n n n= = =( , ), , 2 , 

где ребру ( , )i j  приписан вес d dij ji= . Допустимым 
решением СЗК является гамильтонов цикл, стои-
мость которого определяется из матрицы [ ]dij n  и 
выражения (1). 

В СЗК число всех допустимых решений равно  
( / )( )!1 2 1n − .

Быстродействие и точность приближенных ме-
тодов решения СЗК заданной размерности n за-
висит от свойств матрицы стоимостей [ ]dij n  и зна-
чений ее элементов. Для [ ]dij n  число значений dij  
будет не больше n n( ) /−1 2 , если же значения dij  
принадлежат промежутку [a, b], то в случае выпол-
нения неравенства 

n n
b a

( )−
> − +

1
2

1

матрица [ ]dij n  содержит несколько элементов оди-
накового веса, то есть i j< .

Решение СЗК точными методами не представ-
ляться возможными. Нахождение минимального 
обхода в СЗК гарантируют, как известно перебор-
ные методы, но применение, например алгорит-
ма ветвей и границ, приводит к быстрому росту 
числа вершин дерева ветвлений и неэффективной 
работе правил отсева из-за большого количества 
числа оценок, принимающих близкие значения. 
Единственной альтернативой точным методам яв-
ляются приближенные алгоритмы решений.

Работоспособность приближенных алгорит-
мов комбинаторной оптимизации характеризуется 
двумя противоречивыми показателями: точностью 
и временем решения, полиноминально зависящих 
от размера входных данных задачи. При рассмотре-
нии матриц стоимостей фиксированного размера 

БИОНИКА ИНТЕЛЛЕКТА. 2017. № 1 (88). С. 36–40	 хнурэ



37

СЗК наблюдается характерная для приближенных 
алгоритмов тенденция роста времени и погрешно-
сти решения с увеличением числа близких значе-
ний dij .

Рассмотрим СЗК, где матрица стоимостей dij  
содержит достаточно большое число равных или 
близких друг к другу значений, образуя широ-
кую область поиска в окрестностях оптимума (1). 
Рассматривая работу приближенных алгоритмов с 
подобными условиями СЗК можно заметить тен-
денцию уменьшения быстродействия работы алго-
ритмов. 

Основная идея предлагаемого метода состоит 
в построении i -дерева, обобщающего понятие 
1 -дерева [2].

Под i -деревом T V Ei= ( , )  будем понимать 
подграф полного графа, H V En n= ( , )  который 
содержит дерево, стягивающее множество вер-
шин V i\ { } , и два ребра, инцидентные вершине 
i i n V n, { , , ..., },∈ =1 2 . Рассмотрим работу алгорит-
ма, который использует і-дерево для уменьшения 
погрешности приближенных алгоритмов СЗК.

В i -дереве T  обозначим δk k n, ,=1 , степень 
вершины k . Множество вершин V  дерева пред-
ставим разбиением на три подмножества V1 , V2 , 
V3 , где V1  – множество вершин с единичною сте-
пенью (конечных или висячих вершин), V2  – мно-
жество вершин со степенью 2, а V V V V3 1 2= ∪\ ( ) .

При построении алгоритма будем использо-
вать Лемму [1], где для любого i -дерева графа 
H V E V n i n nn n= = ∈ ≥( , ), , { , , ..., },1 2 3  справедливо 
равенство [1]:

V kk

n
1 1

2 0= −
=∑ max{ , }δ                          (2)

В i -дереве графа H V En n= ( , ) , представленном 
гамильтоновым циклом, V V= 2 . По определению 
любое i -дерево содержит один цикл, отсюда следу-
ет, что V2 ≠ ∅ . Связный граф T V E V En n= =( , ), ,  
в котором число вершин степени 2 меньше n , не 
является гамильтоновым циклом. Кроме того, 
из (2) следует, что если в i -дереве T V3 ≠ ∅ , то и 
V1 ≠ ∅ . Заметим, что для любого i -дерева графа 
H V En n= ( , )  выполняется условие 1 31≤ ≤ −V V .

По теореме 2.1 [1] подграф полного гра-
фа H V En n= ( , )  представленный i -деревом 
T V E V E n i ni i= = = ∈( , ), , { , , ..., }1 2 , корректно пре-
образуется в гамильтонов цикл за время O nVi( ) ,  
где Vi  - число висячих вершин в T .

i -дерево T  полного графа H V En n= ( , )  преоб-
разуется в гамильтонов цикл в результате следую-
щих действий:

S0. По i -дереву T V E E ni i= =( , ), , построить 
матрицу смежности. Взять i  как начальную верши-
ну и проделать проход по i -дереву по левой цепи 
или правой цепи, изменяя δk . В результате постро-
ить матрицу смежности, в которых δ δi k= = 2 .

Определить k  как текущую вершину, k i= .

S1.	 Пока V1 0>  выполнять
начало
		  S2. Пока δk = 2  выполнять
		  начало
			�   запомнить текущую вершину как прой-

денную, l k= ;
			�   определить k  как следующую верши-

ну, смежную с пройденной
		  конец;
			�   удалить из матрицы смежности ребро 

( , )l k  и соответственно ( , )k l ;
			   взять любую вершину f из V1 ;
			   из V1  удалить f;
			�   добавить в матрицу смежности ре-

бро ( , )l f  и соответственно ( , )f l ;
			�   определить k  как следующую вер-

шину k f= ;
конец
На шаге S0 определяем вершину, которая будет 

начальной и направление прохождения по матри-
це смежности: по правой или левой цепи. В цикле 
S1 удаляется ребро ( , )l k , соответственно степень 
вершины уменьшается на единицу δ δk k= −1 , если 
δk > 2 , и добавляем новое ребро ( , )l f , где f, ви-
сячая вершина, соответственно степень вершины 
увеличивается на единицу δ δk k= +1 , при этом из 
массива висячих вершин удаляем вершину f. 

Пример. Преобразуем 10-дерево T V E= ( , )10  
полного графа H V E11 11= ( , )  рис. 1, в гамильтонов 
цикл.

Рис.1. 10-дерево T V E= ( , )10  полного графа H11

Входная матрица смежности 10-дерево  
T V E= ( , )10  полного графа H11  изображена  
на рис. 2.

Рис. 2. Матрица смежности 10-дерево T
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Перед началом работы определим массив ви-
сячих вершин V1 1 2 3 11= { , , , } , начальную вершину 
k =10 , обход матрицы начинаем справа. Так как 
δ10 2=  запоминаем текущую вершину l k= =10  и 
выбираем следующую вершину k = 9 . Цикл повто-
ряется до тех пор, пока δk = 2 .

При k l= = =6 4 96, ,δ , удаляем ребро ( , )6 9 и соот-
ветственно ( , )9 6 ) из матрицы смежности рис. 3 а), 
ребро изображено пунктирной линией на рис. 3 б).

а

б
Рис. 3. а — Матрица смежности после выполненных 

операций, б — Граф, построенный после выполненных 
операций

Из массива висячих вершин выбираем лю-
бую вершину f, например f =1 и добавляем ребро 
( , )9 1   и соответственно ( , )1 9  в матрицу смежности 
рис. 4, а, на рис. 4, б, ребро изображено жирной ли-
нией, при этом степень текущей вершины умень-
шается на 1 и δ6 3= . Текущей вершиной становит-
ся вершина 1, k =1 предыдущая вершина l = 9 .

Рассмотрим вершину 1, степень вершины δ1 2= ,  
переходим к следующей вершине l k= =1 7, .  
Вершина 7 имеет степень δ7 3= , проделываем все 
предыдущие шаги: удаляем ребро (7, 1) и соответ-
ственно (1, 7) из матрицы смежности рис. 4, а, на 
рис. 4, б, ребро изображено пунктирной линией. 
Из массива висячих вершин выбираем любую вер-
шину f, например f = 11 и добавляем ребро ( , )1 11  
и соответственно ( , )11 1  в матрицу смежности 
рис. 4, а), а на рис. 4, б, ребро изображено жирной 
линией, при этом степень текущей вершины умень-
шается на 1 и δ7 2= . Текущей вершиной становит-
ся вершина 11, k =11  предыдущая вершина l =1 .

 
а

 
б

Рис. 4. а — Матрица смежности после выполненных 
операций, б — Граф, построенный после выполненных 

операций

а

б
Рис. 5. а — Матрица смежности после выполненных 

операций, б — Граф, построенный после выполненных 
операций
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Рассматриваем вершину 11 - δ11 2= , перехо-
дим к следующей вершине l k= =11 7, . Вершина 
7 - δ7 2= , переходим к следующей вершине  
l k= =7 6, .

Вершина 6 имеет степень δ6 3= , проделываем 
все предыдущие шаги: удаляем ребро ( , )6 7  и соот-
ветственно ( , )7 6  из матрицы смежности рис. 5, а, 
удаленное ребро изображено пунктирной линией 
на рис. 5, б. Из массива висячих вершин выбираем 
любую вершину f, например f = 2  и добавляем ре-
бро ( , )7 2  и соответственно ( , )2 7  в матрицу смеж-
ности рис. 5, а, ребро изображено жирной линией 
на рис. 5, б, при этом степень текущей вершины  
уменьшается на 1 и становится δ6 2= . Текущей 
вершиной становится вершина 2, k = 2  предыду-
щая вершина l = 7 .

Проделываем с оставшимися вершинами все 
предыдущие действия и на выходе получаем ма-
трицу смежности и граф, изображенные на рис. 6.

а

б
Рис.6. а — Матрица смежности, полученная после на-
хождения гамильтонова цикла, б — Гамильтонов цикл 

( , , , , , , , , , , , )10 9 1 11 7 2 3 4 5 6 8 10 , полученный  
при преобразовании 10-дерева T V E= ( , )10

Предложенный алгоритм будем рассматривать 
как одну из стадий построения приближенного ре-
шения СЗК.

Обозначим i -дерево минимальной стоимости 
в полном взвешенном графе H V E V nn n= =( , ), . 
Для его построения найдем в полном взвешенном 
графе с множеством вершин V i\ { } , минимальное 
остовное дерево (МОД) и добавим к нему пару 

ребер с наименьшими весами, инцидентных вер-
шине i . Стоимость d Ti( )  дерева Ti , равная сумме 
весов входящих в него рёбер, является оценкой 
снизу стоимости оптимального решения τ*  СЗК:

d T D i ni( ) ( ), ,*≤ =τ 1

Трудоемкость нахождения дерева Ti  оцени-
вается временем работы градиентного алгорит-
ма построения МОД. Известно, что МОД графа 
с множеством ребер Е можно получить за время 
O E E( log )2 .

Сформулируем СЗК в терминах введенных по-
нятий.

Пусть построено МОД T nϑ ϑ, { , , ..., }= 1 2  в пол-
ном взвешенном графе H V En n= ( , )  с весами (сто-
имостями) ребер { , }, , , , , ,i j i j n d i j dij ii= ≥ ≠ = ∞1 0 .  
Каждое ребро { , }k l  дерева Tϑ  представим па-
рой ( , )δ δk l , где δ δk l,  – степени вершин k l,  в 
T k l nk lϑ δ δ, , , { , , ..., }≤ ∈ 1 2 . Требуется найти в дере-
ве Tϑ  все такие ребра, замена которых на ребро из 
Hn  преобразует Tϑ  в маршрут коммивояжера ми-
нимальной стоимости, представленный n парами 
( , ), , , , { , , ..., },δ δ δ δx y x y x n y n x y= = = ∈ ≠2 1 1 2 .

Ясно, что такая формулировка не приводит к 
простому и быстрому способу построения опти-
мального решения. Преобразования дерева Tϑ  
в обход минимальной стоимости τ*  в силу NP-
полноты рассматриваемой задачи остается в луч-
шем случае ограниченным перебором множества 
всех маршрутов коммивояжера. Однако с помо-
щью конечного числа операций 1- замены, опре-
деляемого соотношением (2), можно получить 
приближенное решение τϑ  за время соизмеримое 
со временем построения Tϑ .

Обозначим n( )ϑ  число висячих вершин в дереве 
T nϑ ϑ, ,=1 . Если в результате нахождения дерева Tϑ  
построен маршрут коммивояжера, то он является 
решение СЗК, т.е. в случае n n( ) , { , , ..., }ϑ ϑ= ∈0 1 2 , 
получим d T D T( ) ( ),* *

ϑ ϑτ τ= = .
Алгоритм построения приближенного решения 

τϑ  СЗК состоит из двух стадий. На первой стадии 
строится дерево Tϑ . Его стоимость:

d T diji j T
( )

{ , }ϑ
ϑ

=
∈∑ .

На второй стадии выполняется алгоритм пре-
образования – дерева T V E= ( , )ϑ  в гамильтонов 
цикл полного взвешенного графа H V En n= ( , ) . 
Стоимость полученного решения τϑ  равна сумме 
весов ребер, входящих в гамильтонов цикл графа 
Hn :

D d T d diji j E klk l E
( ) ( )

{ , } { , }
τϑ ϑ

ϑ ϑ
= = + +

∈ ∈− +∑ ∑ ,

где Eϑ
−  множество ребер удаленных из Eϑ , Eϑ

+   
- множество ребер графа Hn , добавленных к 
E E E E nϑ ϑ ϑ ϑ ϑ− = =− − +, ( ) .

Так как в любом градиентном алгоритме по-
строения МОД ребро с наименьшим весом dmin  
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включается в Tϑ , а в результате выполнения вто-
рой стадии оно может быть заменено  на ребро с 
наибольшим весом dmax  в Hn , то в худшем случае 

D d T n d d

D n d d

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ).

max min

*
max min

τ ϑ

τ ϑ
ϑ ϑ= + − ≤

≤ + −                 (3)

Из (3) следует, что предложенный алгоритм обе-
спечивает невысокую погрешность СЗК в случае 
незначительного расхождения между элементами 
матрицы стоимостей, т.е. тогда когда применение 
метода ветвей и границ связано с предельными 
объемами вычислительных ресурсов.

Оценим стоимость обхода τϑ , построенного 
для метрической задачи коммивояжера (МЗК), т.е. 
СЗК, удовлетворяющей неравенству:

d d d i j i j k nij ik kj≤ + ≠ =, , , , ,1

Согласно Теореме 2.2. [1] в МЗК стоимость об-
хода τϑ  удовлетворяет равенству

D D d( ) ( )*
minτ τϑ ≤ −2 3                     (4)

где τ*  — оптимальное решение, d di j n ijmin min= ≤ ≠ ≤1  
Тот факт, что оценка (4) приближенного реше-

ния τϑ  не улучшаемая, следует из примера МЗК с 
матрицей стоимостей [ ] ,d n kij n = +2 1 , в которой, 

di i( ) ,+ =1 1

i n= −1 2, ,

d n1 1 1( ) ,− =

d k i d i kim in= − + = −1, ,

i k n= + −1 1, ,

а все остальные значения d i jij , ≠  равны 2. При k = 3

[ ]dij 7 =

1 2 3 4 5 6 7
1 ∞ 1 2 2 2 1 3
2 1 ∞ 1 2 2 2 2
3 2 1 ∞ 1 2 2 1
4 2 2 1 ∞ 1 2 1
5 2 2 2 1 ∞ 1 2
6 1 2 2 2 1 ∞ 3
7 3 2 1 1 2 3 ∞

На рис. 7, а утолщенными линиями представле-
но дерево Tϑ ϑ, = 7 , а на рис. 7, б изображен обход 
τϑ , стоимость которого D n k k( )τϑ = − + = −2 2 4 1 .  
Но точное решение τ* ( , , , , , , )= 2 3 7 5 6 1 4 , соответ-
ствующее гамильтонову циклу ( , , , , , , , )7 4 5 6 1 2 3 7 ,  
имеет стоимость D n k( )*τ = = +2 1  (рис. 7, в) и ра-
венство (4) для приведенного примера выполняет-
ся при любом k ≥ 2 .

Алгоритм построения обхода τϑ  на стадии пре-
образования дерева Tϑ, в гамильтонов цикл распо-
лагает ресурсами, повышающими точность при-
ближенного решения СЗК.

а

б

в
Рис. 7. а — Граф, соответствующий матрице [ ] ,dij 7   

и дерево Tϑ ϑ, = 7 ;  
б — Обход τϑ  стоимостью D k( ) ;τϑ = −4 1   

в — точное решение τ*  стоимостью D k( ) ;*τ = +2 1  

Выводы

В статье рассмотрен алгоритм нахождения га-
мильтонова цикла по i -дереву T V Ei= ( , )  полного 
графа H V En n= ( , ) , как один из этапов построения 
приближенного решения СЗК, с оценкой погреш-
ности меньшей, чем у большинства приближен-
ных алгоритмах.

Из приведенных расчетов следует, что полу-
ченная оценка для данного алгоритма является не 
улучшаемой, а алгоритм преобразования i -дерева 
в гамильтонов цикл располагает ресурсами, кото-
рые повышают точность и быстродействие при-
ближенного решения симметричной задачи ком-
мивояжера.
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