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где   iXp   – вероятность внутренней погрешности i–й части ЛКС;

 iYp – вероятность погрешности управления соответствующей i–й

части ЛКС. Следовательно, зная вероятности погрешностей преобразо-
вания входного сигнала в каждой части системы, можно определить
апостериорную энтропию полезного сигнала на выходе анализируемой
ЛКС.

В заключение следует отметить, что основным достоинством предла-
гаемого алгоритма моделирования информационных характеристик,
входящих в показатель эффективности функционирования ЛКС, яв-
ляется возможность учета параметров предварительной части лабора-
торной системы. Это позволит конкретной лаборатории объективно
сравнивать функционирование или оптимизировать системы различ-
ных производителей независимо от их конструктивных особенностей и
технологии проведения лабораторного анализа.
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УДК 519.7

О МЕТОДЕ И ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ

ИНТЕЛЛЕКТА. IV1

З.В. ДУДАРЬ, О.В. КАЛИНИЧЕНКО,
С.Ю.  ШАБАНОВ-КУШНАРЕНКО

Рассматриваются проблемы построения эффективного ма-
тематического аппарата для формализации и моделирования ме-
ханизмов интеллекта.

На основании результатов, полученных в предыдущих частях статьи
[1-3], можно перейти к рассмотрению вопроса: как получить разбиение
множества A. Предположим, что испытуемому дано задание P. Пусть

на набор идей  ),...,,',,...,,(' 1121 nii    он реагирует положи-

тельным ответом, а на набор идей  ),...,,",,...,,(" 1121 nii    –

отрицательным. Имеется в виду, что  nii   ,...,,",',,...,, 1121  –

идеи исследователя, произвольно выбранные из множестваA и высту-
пающие в роли имен идей испытуемого. Своими ответами испытуемый

свидетельствует о том, что идеи исследователя  '  и  "  порождают в

его сознании различные идеи. Следовательно,  '  и  "  обозначают

различные идеи испытуемого. Таким образом, идеи исследователя  '  и

"  должны быть размещены в разных классах разбиения множества

A. То же самое надо сделать, если окажется, что  0)'( P  и  .1)"( P

Если же опыт покажет, что  0)'( P  и  0)"( P  или  1)'( P  и

1)"( P , то одного этого факта еще не достаточно, чтобы признать

идеи испытуемого, порождаемые идеями исследователя  '  и  " , иден-
тичными и поместить их в одном классе разбиения. Такой исход
эксперимента означает лишь то, что испытуемый по-одинаковому

реагирует на свои идеи  '  и  "  (вне зависимости от того, совпадают
ли они друг с другом или нет). Отсюда, однако, еще не следует, что он
будет реагировать на те же идеи по-одинаковому и при любом другом

режиме их анализа. Достаточное основание к размещению идей  '  и

"  в одном классе разбиения мы получим лишь тогда, когда равенство

)"()'(  PP   будет  иметь  место  при  любом  выборе  идей

nii   ,...,,,...,, 1121 , числа i и задания P. В этом случае с полным
правом можно будет утверждать, что испытуемый не имеет никакой

возможности различить свои идеи, числящиеся под именами  '  и  " .
Таким образом, мы приходим к выводу, что в данном случае идеи

исследователя  '  и  "  порождают в сознании испытуемого одну и ту
же идею.

Напрашивается вопрос – а что будет, если исследователь не сможет

отыскать эксперимент, разделяющий идеи  '  и  " , а между тем
объективно такой опыт существует (в том смысле, что будучи кем-то
указан, он мог бы быть реализован на практике)? Такой случай вполне
реален, если принять во внимание астрономическое число возможных
экспериментов. Не сделает ли это препятствие неэффективной предло-
женную выше процедуру формирования множества A, не превратится

,
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ли она в безрезультатные поиски “иголки в стоге сена”? Обнадеживаю-
щим обстоятельством здесь служит то, что пропуск исследователем
некоторых из экспериментов, выявляющих различие идей, не отменяет
всей остальной его работы по формированию классов разбиения. Со-

вершив такой пропуск, исследователь получит разбиение множестваA
более грубое, чем истинное разбиение. Если в процессе дальнейшей
работы исследователь произведет новые эксперименты, разделяющие
неизвестным ранее способом его идеи, то ничто не помешает ему

детализировать полученное ранее разбиение множества A. В истории
развития физики случаи подобной корректировки знания об окружаю-
щем нас мире встречались неоднократно. И всегда они воспринимались
не как фиаско науки, а как нормальный процесс ее развития.

Рассмотрим еще и такой вопрос: всегда ли описанная выше проце-
дура разделения идей исследователя на классы приводит к вполне

определенному разбиению множества M ? Оказывается, не всегда.
Разбиение получится вполне определенным только в том случае, когда
ответы испытуемого однозначно определяются данным ему заданием и
предъявленным ему набором идей, иначе говоря, когда при повторении
любого эксперимента его результат всегда повторяется. Это условие

означает, что испытуемый при каждом задании P реализует своим
поведением вполне определенную двоичную функцию (т.е. предикат)

),...,,( 21 nxxxP . Сформулированное условие назовем законом однознач-
ности поведения испытуемого. Закон этот не будет выполняться, если
испытуемый просто выдумывает ответы, а не получает их в результате
сравнения своих идей; если он недостаточно внимательно выполняет
задание исследователя; если в процессе проведения опыта действуют не
учтенные исследователем факторы. Проверка закона однозначности
поведения испытуемого всецело находится во власти исследователя,
поэтому он всегда сможет не допустить неоднозначных реакций испы-
туемого. Значит, исследователь всегда сможет сформировать интересу-
ющее его множество идей испытуемого при условии, что последний
обладает способностью воспроизводить своим поведением любые пре-
дикаты, которые потребуются исследователю.

После того как множество идей испытуемого сформировано, иссле-
дователь вводит на нем бинарный предикат D, пользуясь следующим
правилом: если идеи исследователя, порождающие идеи испытуемого x

и y, принадлежат одному классу разбиения, то принимаем  ,1),( yxD  в

противном случае полагаем  .0),( yxD  Нетрудно убедиться в том, что

так введенный на множестве  AA  предикат D является предикатом
равенства. В самом деле, ранее было установлено [2], что свойства
рефлексивности и подстановочности однозначно определяют предикат
равенства.

Рефлексивность предиката D непосредственно вытекает из факта

существования разбиения множества A. Возможность же построения
разбиения обусловлена способом отбора заданий для испытуемого. Как
было сказано выше, исследователь проводит свои эксперименты лишь
с теми заданиями, которые обеспечивают однозначные реакции испы-
туемого на любые наборы идей. Свойством подстановочности предикат

D обладает по той причине, что разбиение множества A формирова-
лось именно так, чтобы это свойство выполнялось. Таким образом,

наличие свойств подстановочности у предиката D обусловлено самим

способом образования множества A. Итак, единственность предиката

D предопределена той методикой, с помощью которой обследуется

поведение испытуемого. Существование предиката D обусловлено тем,
что такая методика оказывается эффективной, т.е. фактически приво-
дит к построению вполне определенного предиката, описывающего
поведение испытуемого.

Предположим, что исследователь дал задание испытуемому опреде-
лять, равны или нет предъявляемые ему идеи. Сможет ли он, не
опираясь на интроспективное свидетельство испытуемого, вывести из
своих экспериментов на испытуемом, что тот производит именно
отождествление своих идей, а не какую-либо иную операцию над
ними? Да, сможет. Для этого исследователю достаточно при данном
задании определить реакции испытуемого на всевозможные пары его
идей  yx,  и убедиться, что все они совпадают со значениями предиката

).,( yxD
Но если мы спросим, сможет ли исследователь вывести из чисто

объективных наблюдений за поведением испытуемого существование у
него субъективно переживаемых им идей, то на это придется дать
отрицательный ответ. Удостовериться в наличии субъективных пере-
живаний может только сам испытуемый, но объективной проверке эта
информация не поддается. Исследователь может верить в существова-
ние субъективных состояний у испытываемого, а может и не верить.
Если исследователь не верит в это, то тем самым лишает себя мораль-
ного права утверждать, что он изучает внутренний мир испытываемого.
В этом случае исследователь может претендовать лишь на то, что он
изучает поведение испытуемого.

Сказанное в предыдущем абзаце может привести читателя к выводу,
что утверждения противоречивы. Действительно, выше утверждалось,
что из экспериментов, в которых изучается только поведение испытуе-
мого, выводится существование классов разбиения множества A, кото-
рые психологически интерпретируются как идеи испытуемого. Вместе
с тем утверждается, что существование субъективных состояний из
наблюдений за поведением испытуемого невыводимо. На самом деле
никакого противоречия между этими двумя утверждениями нет. Дело в
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том, что термин существование имеет в русском языке два различных
смысла, назовем их логическим и фактическим. Субъективные состоя-
ния испытуемого, которые он переживает в текущий момент времени,
существуют в фактическом смысле. Классы же разбиения множестваA
существуют в логическом смысле. Поведение испытуемого таково, что
дает возможность ввести классы разбиения множества A. Но возмож-
ность – это еще не действительность. Классы вводятся не как реально
существующие объекты, а лишь как логически возможные абстракции.
Классы разбиения можно психологически интерпретировать как реаль-
но существующие идеи испытуемого лишь в том случае, когда призна-
ется фактическое существование идей испытуемого.

Логическое существование слабее фактического. Если предмет су-
ществует фактически, то он существует и в логическом смысле, обрат-
ное же верно не всегда. Когда мы говорим, что предмет существует в
логическом смысле, то утверждаем лишь то, что этот предмет может
существовать и фактически, т.е. ничто не мешает, чтобы данный
предмет действительно находился в реальном мире. Например, в логи-
ческом смысле всегда существует отрезок прямой, соединяющий любые
две точки. Но две точки, отмеченные чернилами на листе бумаги, могут
быть отрезком прямой и на самом деле не соединены, в данном случае
отрезок прямой фактически не существует. Тем не менее, при желании
такой отрезок мы всегда можем нарисовать, тогда он будет существо-
вать и фактически. Логически не существует окружности диаметра 5
см, которую можно было бы провести через две точки, отстоящие друг
от друга на расстоянии 10 см. Отсюда следует, что и реально такая
окружность не может существовать: нельзя практически подобрать
такое положение окружности заданного диаметра на листе бумаги,
чтобы она проходила через две указанные выше точки.

Если поведение какого-то физического устройства, например, вы-
числительной машины таково, что допускает введение классов разбие-
ния множества его входных сигналов, отсюда следует, что существова-
ние субъективных образов этих сигналов в логическом смысле гаранти-
ровано. Но ошибочно было бы только на этом основании утверждать,
что устройство на самом деле переживает какие-то субъективные состо-
яния. Для внешнего наблюдателя испытуемый представляет собой
всего лишь устройство, преобразующее сигналы, поэтому фактическое
существование субъективных состояний у испытуемого из анализа его
поведения никак не вытекает. Исследователь вынужден просто верить
заявлениям испытуемого, что у того действительно имеются субъектив-
ные состояния (мысли, ощущения и т.п.). Если исследователь в это
верит, то перед ним появляется задача математического описания
субъективных состояний испытуемого, и для ее решения он может
воспользоваться приведенным выше методом сравнения. Если же ис-
следователь не склонен верить испытуемому, то он лишается предмета
исследования в виде субъективных переживаний испытуемого, и при-

менение каких бы то ни было методов их математического описания
становится для него неуместным: теперь их просто не к чему приме-
нять.

4.1.Понятие алгебры идей

Любую алгебраическую систему  nL , которая состоит из множества

,...}),2,1{( nSn  содержащего  n2  элементов, отношения равенства  yx

и операции  yx ),,,( nSyzyx   назовем алгеброй идей, если для нее

выполняются следующие условия:

1) для любого  nSx xxx   (аксиома идемпотентности);

2) для любых  nSуx , xууx   (аксиома коммутативности);

3) для любых  nSzуx ,, )()( zуxzуx   (аксиома ассоциа-

тивности);

4) в множестве  nS  содержится элемент 0 такой, что для любого

nSx xx0  (аксиома нуля);

5) в множестве  nS  содержатся такие не совпадающие с нулем

различные элементы  nеее ,...,, 21 , что из них и из элементов 0 можно с

помощью операции   получить любой из элементов множества  nS
(аксиома n-мерности).

Введенные алгебры идей  ,..., 21 LL  являются частным случаем ком-

мутативных идемпотентов [4, c. 83].

Множество  nS  назовем носителем алгебры идей  nL . Число n

назовем размерностью алгебры  nL . Элементы множества  nS  называем

идеями алгебры  nL . Будем говорить, что идеи алгебры  nL  n-мерны.
Операцию  yx  называем дизъюнкцией идей x и y . Идею  yxz  ,

получаемую в результате выполнения операции дизъюнкции над идея-
ми x и y, будем называть их логической суммой. Идеи x и y будем

называть слагаемыми суммы  yx . Элемент 0 называем нулевой идеей

или нулем алгебры  nL . Элементы  nеее ,...,, 21  называем базисными

идеями алгебры  nL , а множество  nВ ={ nеее ,...,, 21 } – ее базисом.

Нулевую и базисные идеи будем называть образующими идеями алгебры

nL .

Понятие алгебры идей размерностиn ( ,...}2,1{n ) нами было введе-

но не прямым определением, а задано неявно системой логических
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условий. При таком способе задания понятия не исключен случай,
когда не существует ни одного объекта, соответствующего вводимому
понятию. Так случилось бы, если бы система условий, задающая
понятия алгебры идей размерности n, оказалась бы противоречивой.

Поэтому важно доказать, что для каждого  ,...}2,1{n  существует хотя

бы одна конкретная алгебра  nL , являющаяся алгеброй идей размерно-

сти n. Если этого не сделать, то у нас не будет гарантии того, что при
каждом натуральномn алгебра идей есть нечто реальное, а не просто ни
на что не годная фикция. Такую гарантию дает доказываемая ниже
теорема о существовании алгебр идей.

Теорема 4.1. Алебра идей любой размерности n ( ,...2,1n ) существу-

ет.
Доказательство. Теорема будет доказана, если нам удастся построить

ряд конкретных алгебр  ,..., 21 LL , являющихся алгебрами идей размер-

ности 1,2,... . Алгебры  ,..., 21 LL  будем строить с помощью специальной

порождающей процедуры, начиная с алгебры  1L  размерности n=1 и

переходя от алгебры  1kL  размерности  1kn  к алгебре  kL  размернос-

ти  kn . Проверку алгебр  ,..., 21 LL  на их соответствие определению
алгебр идей размерности 1,2,... будем вести методом математической

индукции по k , начиная с алгебры  1L  и переходя от алгебры  1kL  к

алгебре  kL .

Алгебру  1L  с номером k =1 определяем следующим образом. В роли

носителя алгебры  1L  используем множество  1S ={0,  1е }. В качестве

элементов множества  1S  берем символы 0 и  1е . Таким образом, в

множестве  1S  содержится  122  элемента. Операцию  дизъюнкции

элементов  множества 1S   определяем  следующим  образом:

0 0=0, ,0 11 ee    ,0 11 ee  .111 eee   Докажем, что так определен-

ная алгебра  1L  удовлетворяет всем аксиомам алгебры идей размерности

1. Проверяем идемпотентность дизъюнкции. По только что принятому

определению операции дизъюнкции имеем: 0 0=0,  .111 eee   Следо-

вательно, при любом  1Sх   xxx  . Проверяем коммутативность дизъ-

юнкции:  .00 111  eee  Итак, при любых  1, Syх  ,  xyyx  . Из

определения операции дизъюнкции выводим аксиому ассоциативнос-
ти:
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Мы получили, что при любых  1,, Szyх    ).()( zyxzyx 

Проверяем аксиому нуля. В роли нуля алгебры  1L  берем символ 0.
Это мы имеем право сделать, поскольку для символа 0 аксиома нуля

выполняется. В самом деле: 0 0=0,  .0 11 ee   Это означает, что при

любом  1Sх  0 x= x. Проверяем аксиому одномерности. В роли

базисного элемента алгебры  1L  принимаем символ  1е . Элемент  1е  –

ненулевой, поскольку он не удовлетворяет аксиоме нуля:  ,0 11 ee 

следовательно,  .001 e  Все элементы множества S1 выражаются

через базисный и нулевой элементы с помощью операции  , так как

0=0 0,  .0 11 ee   Итак, аксиома одномерности в алгебре  1L  выпол-

няется. Как видим, построенная нами при k =1 алгебра  1L  есть алгебра
идей размерности 1. Следовательно, одномерная алгебра идей суще-
ствует.

Предположим теперь, что уже построена алгебра  1kL , и сконструи-

руем на ее основе алгебру  kL . В роли носителя алгебры 1kL  использу-

ется множество  1kS , состоящее из  12 k  различных символов. Пусть в

алгебре  1kL  роль нулевого элемента выполняет символ 0, а в качестве
базисных элементов выступают не совпадающие с нулем различные

символы  121 ,...,, kеее . Полагаем, кроме того, что в алгебре  1kL  задана

двуместная операция  дизъюнкции элементов множества  1kS , значе-

ниями которой служат элементы того же множества. Имеется в виду,
что операция  идемпотентна и ассоциативна, а также удовлетворяет

аксиомам нуля и (k -1)-мерности.
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В роли носителя алгебры  kL  берем множество  kS , которое форми-

руется следующим образом. Во-первых, включаем в его состав  12 k

символов, образующих множества  1kS . Во-вторых, включаем в состав

множества  kS  символ  ke , отличающийся от любого элемента множе-

ства  1kS . В-третьих, включаем в состав множества  kS  всевозможные

символы вида  kхe , где х – произвольный ненулевой элемент множе-

ства  1kS . Символ kхe  представляет собой последовательность символов

x  и  ke . Каждый из  12 k -1 символов вида  kхe  отличается от всех

других элементов множества  kS . Действительно, символы  kхe  и  kуe

различны. Каждый из символов вида  kхe  отличается от любого симво-

ла из множества  1kS  наличием в его составе символа  ke , стоящего

справа. От символа же  ke  каждый из символов вида  kхe  отличается

наличием левой части х. Таким образом, множество  kS  составлено из

k2  различных символов. Полагаем, что в алгебре  kL  роль нулевого

элемента выполняет символ 0, а в качестве базисных элементов ис-

пользуются символы  kеее ,...,, 21 .

Операцию дизъюнкции элементов в алгебре  kL  определяем следую-
щим образом. В качестве логической суммы  yxz   любых двух

символов  1,  kSyх  берем символ  1 kSz , получаемый в алгебре  1kL  в

результате выполнения операции дизъюнкции символов x и y. Дизъ-

юнкцию символа  kе  с самим собой задаем правилом  kkk еее   (1), с

символом 0 – правилами  kkk еее  00  (2, 3), с любым ненулевым

элементом  1 kSх  – правилами  kkk xеxееx   (4, 5), с любым

элементом вида  kхе  – правилами  kkkkk xееxеxее   (6, 7). Дизъ-

юнкцию произвольного символа  1 kSх  с символом вида  kуе  задаем

правилами  kkk еyxxyеyеx )(   (8, 9). Наконец, дизъюнкцию

любых  символов  вида  kхе   и  kуе   определяем  правилом

kkk еyxyеxе )(   (10).

Итак, мы полностью построили алгебру  kL . Осталось показать, что

введенная в ней операция дизъюнкции обладает свойствами идемпо-
тентности, коммутативности и ассоциативности, а также удовлетворяет

аксиомам нуля и k -мерности. Проверяем идемпотентность дизъюнк-

ции. Для любого элемента  1 kSх , согласно свойству идемпотентности

операции   в алгебре  1kL , имеем  xxx  . Для символа  kе  по

правилу (1) имеем  kkk еее  . Для любого символа вида  kхе , согласно

правилу (10) и аксиоме идемпотентности в алгебре  1kL , получаем

.)( kkkk xееxxxеxе 

Проверяем  коммутативность.  Для  любых 1,  kSух   равен-

ство xyyx   имеет место ввиду коммутативности дизъюнкции в

алгебре  1kL . В случае, когда одно из слагаемыхх есть элемент из  1kS ,

а другое – символ  kе , коммутативность вытекает из равенств (2)-(5):

если  х=0,  то ;00 xеееееx kkkkk    если  же  х 0,

то .xеxееx kkk   Для случая, когда одно из слагаемых есть сим-

вол  1 kSх , а другое – символ вида  kуе , коммутативность вытекает из

правил (8) и (9): .)( xyееyxyеx kkk   Для случая, когда одно

слагаемое есть символ  kе , а другое – символ  kхе , коммутативность

следует из правил (6) и (7): .kkkkk еxеxеxее   Остался нерас-

смотренным случай, когда оба слагаемых являются символами вида kхе

и  kуе . Коммутативность в этом случае следует из правила (10) и

аксиомы  коммутативности  дизъюнкции  в  алгебре  1kL :

.)()( kkkkkk xеyееxyеyxyеxе 

Проверяем ассоциативность дизъюнкции. Множество kS  разбиваем

на четыре класса элементов: а) нулевой элемент 0, б) ненулевые

элементы множества  1kS , в) элемент  kе , г) элементы вида  kхе .

Поскольку в аксиоме ассоциативности )()( zyxzyx   фигуриру-

ют три элемента  yx,  и z , то приходится проверять  34 =64 типа

равенств. Если  1,,  kSzyх , то, согласно свойству ассоциативности

операции   в алгебре  1kL , имеем  )()( zyxzyx  . Проверяем

ассоциативность для случая, когда  },0{,, kezyх  :
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Рассматриваем все оставшиеся случаи, когда в условии ассоциатив-

ности присутствует любые элементы, кроме элементов вида  kхе :
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kkkkkkkk

kkkk

kkkkk

kkkk

еxеxxеxееx

xеxееxxеxе

xеxеxеxеxе

xеxеxе

еxеxеx

еxxееxеxеx

xееxееxеxеxее

еxеxееxееxееxе

ееxеxxееxеееx

yxееyxyxеyxе

yеxyеxеyxyxеyеx

еyxyеxеyxеyx

Рассматриваем случаи, когда в условии ассоциативности присут-

ствуют нулевые элементы вида  kхе :

),0(00)00( kkk хехехе 

),00(00)0(

)0(0000)0(





kkk

kkkkk

хехехе

хехехехехе

),0(

)0)((0

)(0)()0(

kkkk

kkkk

kkkkkk

yехеyехе

yехеyехе

еyxеyxyехеyехе







),0(

)(0)(0)(





kkkk

kkkk

хехеyехе

еyxеyxyехе

).()(

))(()()(

kkkkk

kkkkkk

zеyехееzyхе

еzyxzееyxzеyехе





Проверяем ассоциативность при наличии ненулевых элементов мно-

жества  1kS  и элементов вида  kхе :

),()(

))(())(()(

kk

kkk

zеyxеzyx

еzyxеzyxzеyx





),()(

))(()()(

zyеxеzyx

еzyxzеyxzyеx

kk

kkk





),())((

))(()()(

zyxееzyx

еzyxzеyxzyхе

kk

kkk





),())((

))(()()(

kkk

kkkkk

zеyеxеzyx

еzyxzееyxzеyеx





),(

)())(())((

)()()(

kk

kkkk

kkkkk

zеyxе

еzyxееzyxеzyx

zееyxzеyxzеyхе







).()())((

))(()()(

zyеxееzyxееzyx

еzyxzеyxzyехе

kkkkk

kkkk





Рассматриваем случай, когда в условии ассоциативности присут-

ствуют элементы вида  kхе , а также элементы  kе  и 0:

),()( kkkkkkkk xеееxееzеее 

),()( kkkkkkkkk еxееxееxееxее 

),()( kkkkkkkk ееxееxееехе 

),(

)()(

kkk

kkkkkk

yеxее

еyxyеxеyеxее





),()( kkkkkkkk yееxеyеxеyеехе 

),(

)()()(

kkkkk

kkkkkk

еyеxеyеxе

еyxееyxеyехе





=

=

=

=
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),(00)0( kkkkkkkk xееxеxеxееxее 

),0()0( kkkkkk xееxееxее 

),0(00)(  kkkkkkkk еxееxеxеxеехе

),(00)0( kkkkkkkk еxеxеxееxеехе 

).0(00)(  kkkkkkkk xееxееxеxеxее
Осталось проверить два случая, когда в аксиоме ассоциативности

фигурируют элемент  0 и элементы вида x,  kуе  или элементы вида

kе , х,  kуе , где х, у – любые ненулевые элементы множества  1kS :

),(0

)(0)()0(

k

kkkk

yеx

еyxеyxyеxуеx





),0()0( kkk yеxyеxуеx 

),0()0( yxеyxеуxе kkk 

),0()(0)(  xxеyxееyxyxе kkkk

),(0

)(0)()0(

yxе

еyxеyxyxеyxе

k

kkkk





),0(0

)(0)(0)(





k

kkkk

yе

yеxеyxеyxyеx

),(

)()(

kk

kkkkkk

yееx

yеxеyxyеxеyееx





),()(

)()(

kkkk

kkkkk

yеxееyxе

еyxyеxеyеxе





),(

)()()(

kkk

kkkkk

eyexyex

eyxeeyxeyex





),(

)()()(

kkk

kkkkk

eyxeyxe

eyxeeyxeyxe





),()(

)()(

yxeeeyxe

eyxyxeyxeе

kkkk

kkkk





).(

)()(

yexeyexe

eyxyxeyexе

kkkk

kkkk





Проверяем аксиому нуля. Для любого  1 kSх , согласно аксиоме

нуля в алгебре  1kL , имеем  xx 0 . Для символа  kе  по правилу (2)

имеем  kk ее 0 . Для любого символа вида  kхе , согласно правилу (8)

и аксиоме нуля в алгебре  1kL , получаем :  )0(0 xxеk    kk хее  .

Проверяем аксиому k -мерности. По индуктивному предположению

для всех  1 kSх  аксиома  )1( k -мерности выполняется. Следователь-

но, все элементы множества  kS , принадлежащие вместе с тем и

множеству  1kS , можно получить из базисного и нулевого элементов

алгебры  1kL  (а значит, из базисных и нулевого элементов алгебр  kL ) с

помощью операции дизъюнкции. Элемент  kе  выражается в виде

kk ее  0 . Остальные элементы множества  kS  имеют вид  kхе , где

1 kSх . Все они выражаются, согласно (4), в виде  kk еxхе  . Итак,

мы убедились в том, что введенная в алгебре  kL  операция дизъюнкции

обладает свойством идемпотентности, коммутативности и ассоциатив-

ности, а также удовлетворяет аксиомам нуля и k -мерности. Следова-
тельно, теорема доказана.

При доказательстве теоремы о существовании алгебр идей нам

пришлось построить ряд конкретных алгебр идей  ,..., 21 LL . Эти алгеб-

ры будем называть каноническими алгебрами идей. Носителем канони-

ческой алгебры идей  nL  служит множество  nS , образованное из

всевозможных символов вида  ,,...,,,0 21 nеее  а также из всевозможных

символов  вида  piii еее ,...,, 21 ,  где  piii еее ,...,, 21 },...,,{ 21 nеее ,

piii  ...21 ,  .2 np  Каждый такой символ представляет собой

последовательность, составленную из двух или более (не обязательно
всех) символов, называемых базисными, которые расположены в поряд-
ке возрастания их номеров. Любой из базисных символов может

входить в последовательность  piii еее ,...,, 21  не более одного раза. Напри-

мер, множество  1S  состоит из двух символов 0 и  1е , множество  2S  –

из четырех символов  ,,,,0 2121 ееее  множество  3S  – из восьми симво-

лов 0,  ,1е   ,2е   21ее ,  3е ,  ,31ее   ,32ее   321 ,, еее . Множество  nS  состоит из

n2  символов.
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В канонической алгебре идей  nL  операция дизъюнкции определена

следующим образом. Дизъюнкция любого элемента х с нулем дает в

результате элемент х. Например,  ,0 2121 ееее    .0 432432 ееееее 

Логическая сумма  yxz   любых ненулевых элементов 
piii еееx ,...,,

21


и 
pjjj еееy ,...,,

21
  ( },...,2,1{, nqp  ) формируется по следующему пра-

вилу: 
rkkk еееz ,...,,

21
 , где  },...,,{

21 rkkk еее },...,,{
21 piii еее },...,,{

21 pjjj еее .

Для получения логической суммы  yxz   по этому правилу нужно

выбрать из обоих слагаемых 
piii еееx ,...,,

21
  и 

pjjj еееy ,...,,
21

  все

входящие в них базисные символы  piii еее ,...,, 21 , pjjj еее ,...,, 21  и соста-

вить из них последовательность 
rkkk еееz ,...,,

21
 , не допуская в ней

повторений базисных элементов и располагая базисные символы в

порядке  возрастания  их  номеров.  Например,  4114 ееее  ,

,21121 еееее    .432143132 еееееееее 

Элементы множества  nS  канонической алгебры идей  nL  можно

естественным образом расположить в ряд. Начинаем этот ряд символом

0, после него помещаем символ  1е . Это – первый шаг, в результате

которого получаем  122   члена ряда. На втором шаге получаем еще два
члена ряда, формируя их из членов ряда, полученных на первом шаге: 0

заменяем на символ  2е , а к символу  1е  дописываем справа символ  2е .

В результате имеем уже  22  членов ряда:  2121 ,,,0 ееее . На третьем шаге

получаем еще  22  членов ряда, формируя их из элементов уже имеюще-

гося отрезка ряда: 0 заменяем символом  3е , а остальные члены ряда

получаем дописыванием справа символа  3е  к последующим членам

уже имеющегося отрезка ряда. В результате имеем уже  32  членов ряда:

0,  1е ,  2е ,  21ее ,  3е ,  ,31ее   ,32ее   321 ,, еее . Процесс построения ряда

продолжаем аналогичным образом. На n-м шаге формируем  12 n

элементов, заменяя в уже имеющемся отрезке ряда 0 на символ  nе  и

дописывая справа символ  nе  к остальным членам ряда. В результате

получаем искомый ряд элементов множества  nS , состоящий из  n2
элементов.

Пронумеруем элементы множества  nS  в том порядке, в каком они

располагаются в построенном нами ряду. Нулевому символу присваи-

ваем номер 0, элементу  1е  – номер 1 и т.д. От каждого элемента

нетрудно перейти к его порядковому номеру. Для этого символ  1е

снабжен весовым коэффициентом  02 , символ  2е  – коэффициентом

12 , символ  nе  – весовым коэффициентом  12 n . Тогда произвольному

элементу  piii еее ,...,, 21  соответствует порядковый номер

,2...22 111 21   piii

представляющий собой сумму весовых коэффициентов всех символов,

составляющих этот элемент. Например, элемент  742 ,, еее  имеет номер

.423282222 171412  

Нетрудно также от заданного номера N  перейти к соответствующе-

му ему элементу множества  nS . Для этого нужно перевести число N  в

двоичный код  .,,...,, 121  nn  Здесь  nn   ,,...,, 121  – двоичные

цифры 0 или 1. Элемент множества  nS  с номером N  строим по

следующему правилу. Если в двоичном коде числа N   1i ),,...,2,1( ni 

то символ  iе  включается в последовательность  piii еее ,...,, 21 , представ-

ляющую искомый элемент. Если же  0i , то символ  iе  в состав

элемента  piii еее ,...,, 21  не включается. К примеру, отыщем элемент,

соответствующий номеру 154. Переводя число 154 из десятичной систе-
мы в двоичную, получаем двоичный код 10011010. В нем единицы
стоят на втором, четвертом, пятом и восьмом местах (считая справа

налево). Искомый элемент имеет вид  8542 ееее .

Важно отметить, что если какой-либо элемент принадлежит множе-

ству  iS , то он принадлежит также и всем множествам  1iS ,

2iS ,... ,...)2,1( i  большей размерности. Например, элемент  21ее , вхо-

дящий в состав множества  2S , входит также и в множество  3S . Номер

любого элемента остается одним и тем же вне зависимости от того, в

составе какой алгебры  iL  он рассматривается. Например, в алгебрах  2L

и  3L  элемент  21ее  имеет один и тот же номер 3. Логическая сум-

ма yx  любых двух слагаемых x и y (а также ее номер) будет одной и

той же во всех алгебрах, где имеются элементы  yx,  и  yx . Все
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сказанное приводит к выводу, что при любых  ji   ,...})2,1{,( ji

алгебра  jL  является просто расширением алгебры  iL . Иначе говоря,

алгебра  iL  является подалгеброй алгебры  jL . Имеет место вложение

любой канонической алгебры меньшей размерности в каноническую
алгебру большей размерности. Поэтому можно иметь дело всего лишь с

одной алгеброй идей  nL , размерность n которой выбрана достаточно
большой с таким расчетом, чтобы все нужные нам алгебры идей

оказались фрагментами алгебры  nL . Алгебру идей  nL , обладающую

таким свойством, назовем универсальной канонической алгеброй идей.
Для примера в табл. 4.1 представлены значения операции дизъюнк-

ции  yx  в алгебре  3L .

Части табл. 4.1, очерченные жирными линиями и имеющие размер

22  и  44  ячейки, характеризуют операции дизъюнкции соответ-

ственно в алгебрах  1L  и  2L . Табл. 4.1 имеет размер  88  ячеек.

Достраивая ее до размера  1616  ячеек, можно получить таблицу,

задающую операции дизъюнкции идей в алгебре  4L .

Переход от таблицы дизъюнкции идей в алгебре  iL  к таблице

дизъюнкции идей в алгебре  1iL  можно осуществить следующим спо-
собом.

1) Удваиваем вертикальный и горизонтальный размеры уже имею-

щейся таблицы, добавляя к ней снизу  i2  строк и справа  i2  столбцов.

2) Новые строки и столбцы помечаем элементами множества  1iS ,

отсутствующими в множестве  iS . Располагаем эти элементы в порядке

роста их номеров.

3) Ячейки верхней правой четверти таблицы заполняем, приписывая

справа символ  1ie  к элементам, расположенным на соответствующих

местах верхней левой четверти таблицы. Исключение составляет лишь

верхняя левая ячейка, в которую следует занести символ  1ie .

4) Остальные две четверти таблицы (нижнюю левую и нижнюю
правую) заполняем точно так же, как и верхнюю правую четверть.

4.2. Изоморфизм алгебр идей

Рассмотренные в предыдущей части работы канонические алгебры
идей являются конкретным случаем алгебры идей. Теперь мы снова
возвратимся к изучению алгебр идей в абстрактном их понимании. Для

î áî çí à÷åí èÿ n-мерных идей алгебры  nL  вводим формулы алгебры идей

nL . Формулы будем строить из символов  neee ,...,,,0 21 , обозначающих

образующие идеи алгебры  nL , символа  , обозначающего операцию

дизъюнкции алгебры  nL , и двух вспомогательных символов – скобок

(и). Символы  neee ,...,,,0 21  будем называть образующими символами

алгебры  nL , а символы  neee ,...,, 21  – базисными символами алгебры  nL .

Любые конечные последовательности введенных символов будем назы-

вать выражениями алгебры  nL .

Понятие формулы определяем индуктивно с помощью порождаю-
щей процедуры, основанной на следующих двух правилах. 1) Все

образующие символы называем формулами алгебры  nL . 2) Если выра-

жения А и В – формулы алгебры  nL , то выражение  )( ВА  называ-

ем формулой алгебры  nL . Будем считать, что формула  )( ВА  обозна-

чает идею, получаемую в результате дизъюнкции идей, обозначенных
формулами А и В. Нетрудно видеть, что введенные формулы пред-
ставляют собой графическое изображение всевозможных способов по-

лучения идей в алгебре  nL . Из аксиомы n-мерности следует, что для

каждой идеи алгебры  nL  найдется хотя бы одна обозначающая ее

формула. Это означает, что язык формул логической алгебры  nL  при

любом  ,...}2,1{n  полон. Отметим, что выражения и формулы алгебры

идей  nL  являются вместе с тем выражениями и формулами любых

алгебр идей  1nL ,  2nL … большей размерности.

Рассмотрим примеры образования формул алгебры идей. Берем

трехмерную алгебру идей. В роли символов  321 ,, eee  используем в ней

буквы  .,, cbа  По правилу 1) образуем формулу  ),0( b  из формул c  и

Таблица 4.1
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)0( b  образуем формулу  )),0(( bc   из формул  )0( b  и b образуем

формулу  ))0(( bb  ,  из  ))0(( bc    и  ))0(( bb    образуем

)))0(())0((( bbbc  . Итак, мы построили ряд все более удлиня-

ющихся  формул:  ,,,0 cb   )0( b ,  ))0(( bc  ,  ))0(( bb  ,

)))0(())0((( bbbc  .

Формулы, обозначающие одну и ту же идею, назовем тождествен-
ными формулами. Из аксиомы ассоциативности следует, что все форму-
лы, отличающиеся друг от друга лишь положением имеющихся в них
скобок, тождественны. Например, формулы

))))0((()0((

)),()0)0(((((

)),)0(())0(((

bbbc

bbbc

bbbc







тождественны друг другу. В связи с этим появляется возможность
выбросить из формулы все скобки и записывать любые идеи в виде
выражений более простых, чем формулы. Выражения, получаемые из
формул исключением всех скобок, будем называть бесскобочными фор-
мами. Например, всем трем только что записанным формулам соответ-

ствует одна и та же бесскобочная форма  bbbc  00 .
Далее, из аксиомы коммутативности вытекает возможность сузить

класс бесскобочных форм для обозначения всех идей, оставив лишь те

из них, у которых образующие символы следуют в порядке  nеее ,...,,,0 21 .

К примеру, одну и ту же идею, представленную тремя различными

скобочными  формами  bbbc  00 ,  cbbb  00   и

bbbc  00 ,  можно  записать  единственной  формой

cbbb  00 . Кроме того, основываясь на аксиоме идемпотент-
ности, можно упростить запись идеи, оставляя в обозначающей ее
бесскобочной форме лишь по одному вхождению образующего симво-

ла. Например, идею, записанную в форме  cbbb  00 , можно

представить более короткой бесскобочной формой  cb 0 . Наконец,
из аксиомы нуля вытекает возможность еще большего упрощения
представления идей: из любой бесскобочной формы, кроме формулы 0,
можно исключить символ 0, если он там имеется. К примеру, идея,

представленная формой  cb 0 , после выбрасывания из этой формы

символа 0 запишется более экономной бесскобочной формой  cb  .
Формулу 0 и все бесскобочные формы, в которые не входит символ

0, а базисные символы входят не более, чем по одному разу и располо-
жены в порядке роста их номеров, будем называть стандартными
формами идей. Формулу 0 будем называть нулевой стандартной фор-
мой. Ниже приводится теорема о стандартной форме.

Теорема 4.2. Для каждой идеи алгебры  nL   ,...)2,1( n  существует

единственная стандартная форма.
Доказательство. Существование. Каждая ненулевая стандартная форма

алгебры  nL  имеет вид  ,...21 piii eee   где  piii ,...,, 21 },...,2,1{ n ,

piii  ...21 ,  np  . Как было сказано ранее, для каждой идеи

алгебры  nL  найдется хотя бы одна обозначающая ее формула. Вместе с

тем, только что было установлено, что для каждой формулы A алгебры

идей  nL  существует стандартная форма, обозначающая ту же идею, что

и формула  A. Таким образом, любую идею алгебры  nL  можно

представить в стандартной форме.

Единственность. Пусть  piii eeeA  ...
21  – произвольно выб-

ранная ненулевая стандартная форма. Множество  },...,,{
21 piiiA eeeE 

всех базисных символов, присутствующих в форме A, назовем ядром
ненулевой стандартной формы A. Ядром нулевой стандартной формы 0
назовем пустое множество  . Ядро каждой стандартной формы явля-

ется одним из подмножеств множества  },...,,{ 21 nn eeeB  . Каждому

подмножеству множества  nB  соответствует своя стандартная форма.

Таким образом, между стандартными формами и подмножествами

множества  nB  имеет место взаимное однозначное соответствие. Всего

имеется  n2  подмножеств множества  nB . Следовательно, всего суще-

ствует  n2  различных стандартных форм. С другой стороны, множество

nB  состоит из  n2  различных идей алгебры  nL . Таким образом, каждой

идее алгебры  nL  соответствует единственная стандартная форма. Теоре-

ма доказана.
Ниже формулируется и доказывается теорема об изоморфизме алгебр

идей.

Теорема 4.3. Все алгебры идей размерности n  ,...})2,1{( n  изоморф-

ны друг другу.
Доказательство. Только что было доказано, что каждой стандартной

форме и ее ядру соответствует своя идея алгебры  nL . Следовательно,

каждой идее  nLx  соответствует свое подмножество  xE  базиса  nB .

Множество  xE  будем называть ядром идеи x. Обозначим через  nC

систему всех подмножеств базиса  nB . Существует биекция  ,: nn CS 
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которая ставит в соответствие каждой идее  nLx  ее ядро  xx CE  , так

что  ).(xEx 

Докажем, что любая алгебра идей  nL  размерности n изоморфна

канонической алгебре идей  nL  той же размерности. Все символы,

относящиеся к алгебре  nL , будем записывать тонким шрифтом, а

символы, относящиеся к алгебре  nL , – жирным. Введем биекцию

,: nnSФ S   определив  ее  следующим  образом:  0)0(Ф ,

)...( 21 piii eeeФ  piii eee ...
21

 . Имеем:

),0()0()0()00( ФФФФ  000

 )...())...(0(
2121 pp iiiiii eeeФeeeФ

),...()0(...0...
212121 ppp iiiiiiiii eeeФФ  eeeeee

 )...()0)...((
2121 pp iiiiii eeeФeeeФ

).0()...(......
212121

ФeeeФ
ppp iiiiiiiii  0eeeeee

В алгебре  nL  логическая сумма 
rkkk eeez  ...

21
 любых нену-

левых идей 
piii eeex  ...

21
 и 

qjjj eeey  ...
21

 может быть

определена, согласно аксиомам идемпотентности, коммутативности и

ассоциативности,  следующим  правилом:   }...{
21 rkkk eee

= }...{
21 piii eee    }...{

21 qjjj eee  . Для получения логической

суммы  yxz   по этому правилу нужно выбрать из стандартных

форм обоих слагаемых 
piii eeex  ...

21
 и 

qjjj eeey  ...
21

 все

входящие в них базисные символы  piii eee  ...21 , qjjj eee  ...21

и составить из них стандартную форму 
rkkk eeez  ...

21
, не допус-

кая повторений базисных символов и располагая последние в порядке
возрастания их номеров. Как мы знаем, аналогичное правило исполь-

зуется и для образования логической суммы в алгебре  nL .

В силу сказанного имеем:

 ))...()...((
2121 qp jjjiii eeeeeeФ

= 
prr iiikkkkkk eeeФ eeeeee ......)...(

212121

 )...(...
2121 pq iiijjj eeeФeee )....(

21 qjjj eeeФ 

Итак, при любых  nSyx ,  имеем:  )()()( yФxФyxФ  .

Это означает, что любая алгебра идей  nL  изоморфна [5, с. 49]

канонической алгебре идей  nL . Отсюда непосредственно следует, что

все алгебры идей размерности n изоморфны друг другу. Теорема
доказана.

Смысл теоремы 4.3 сводится к тому, что ранее введенному понятию
алгебры идей размерности n удовлетворяет единственный абстрактный
математический объект. Это означает, что все возможности алгебры
идей размерности n отличаются друг от друга лишь используемыми в
них обозначениями. По существу же, т.е. в абстрактном смысле, все
такие алгебры неразличимы.

Объединяя теоремы о существовании и изоморфизме алгебр идей,
мы можем утверждать что алгебра идей каждой размерности

,...})2,1{( nn  существует и единственна (с точностью до изоморфиз-

ма).
Рассмотрим некоторые из возможных интерпретаций алгебры идей

размерности n.

а) Алгебра множеств. В качестве носителя  nS  алгебры идей  nL  при

теоретико-множественной интерпретации берем систему  nT  всех под-

множеств множества  },...,,{ 21 nn аааR   каких-нибудь символов

.,...,, 21 nааа  В роли элементов множества  nS  выступают подмножества

системы  nT . В роли нулевой идеи алгебры  nL  берем пустое множество

 . В роли базисных идей  neee ,...,, 21  в алгебре множеств берем

одноэлементные  множества  }.{},...,{},{ 21 nааа   Под  элементом

piii eee  ...21   в  алгебре  множеств  понимается  множество

},...,,{
21 piii ааа . Роль операции дизъюнкции в алгебре множеств вы-

полняет операция объединения множеств. Легко проверить, что все

аксиомы алгебры идей  nL  в алгебре множеств выполняются.
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б) Алгебра двоичных наборов. В роли идей алгебры при двоично-

кодовой интерпретации берем n-компонентные наборы  ),...,,( 21 n

двоичных цифр  n ,...,, 21 . В роли носителя  nS  алгебры  nL  в

алгебре двоичных кодов принимаем n-ю декартову степень множества

{0, 1}. Нулевой идеей алгебры  nL  при такой интерпретации служит

набор (0,0,...,0), составленный из одних нулей. В роли базисных идей
используются всевозможные двоичные наборы, в состав которых вхо-
дит по одной единице (1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1). Под эле-

ментом  piii eee  ...21  в алгебре двоичных наборов понимается на-

бор, у которого на  piii ,...,, 21 -м местах стоят единицы, а на остальных

местах – нули. Дизъюнкция идей при двоично-кодовой интерпретации
определяется как дизъюнкция двоичных наборов:

).,...,,(

),...,,(),...,,(

2211

2121

nn

nn





Нетрудно убедиться, что все аксиомы алгебры идей  nL  в алгебре n-
компонентных двоичных наборов выполняются.

Между алгеброй множеств и алгеброй двоичных наборов существует
взаимно-однозначная связь. Пусть A – произвольно выбранный эле-

мент алгебры множеств, а  ),...,,( 21 n  – соответствующий ему

элемент алгебры двоичных наборов. Тогда: если  Aai  , то  1i ; если

Aai  , то  0i ; если  1i , то  Aai  ; если  0i , то  Aai 

}),...,2,1{( ni . Например, элементу  ),,( 532 aaa  шестимерной алгебры

множеств соответствует элемент (0,1,1,0,1,0) шестимерной алгебры дво-
ичных наборов. Элементу (1,0,0,0,1,1) алгебры двоичных наборов соот-

ветствует элемент ( 651 ,, aaa ) алгебры множеств.

в) Алгебра одноместных предикатов первого порядка [6, с. 10].
Идеями в n-мерной алгебре одноместных предикатов первого порядка

служат всевозможные предикаты  )(xP , заданные на множестве

),...,,( 21 nn aaaR   букв  naaa ,...,, 21 . Нулевой идеей здесь служит тож-

дественно ложный предикат. В роли базисных идей используются

предикаты узнавания букв  ,,...,, 21 naaa xxx  обращающиеся в 1 соответ-

ственно при  naxaxax  ,...,, 21  и в 0 – при остальных значениях

переменной х. Идеей  piii eee  ...21  в алгебре одноместных преди-

катов первого порядка служит предикат  )(хР , обращающийся в 1 при

},...,,{
21 piii аааx  и в 0 – при всех других значениях переменной х.

Роль дизъюнкции идей выполняет операция предикатов. Аксиомы 1) -
5) в алгебре одноместных предикатов первого порядка выполняются.

Всего имеется  n2  одноместных предикатов первого порядка.
Между алгеброй множеств и алгеброй двоичных наборов, с одной

стороны, и алгеброй одноместных предикатов первого порядка – с

другой, имеют место следующие связи. Пусть  },...,,{
21 piii ааа  – произ-

вольно выбранный элемент алгебры множеств. Ему взаимно-однознач-

но соответствует элемент  piii aaa xxx ,...,, 21  алгебры одноместных преди-

катов первого порядка. Нулевому элементу   алгебры множеств

соответствует тождественно ложный предикат 0. Элементу  ),...,,( 21 n
алгебры двоичных наборов взаимно-однозначно соответствует элемент

na
n

aa xxx  ,...,, 21
21  алгебры одноместных предикатов.

г) Алгебра многоместных предикатов первого порядка. Рассмотрим

множество N  всевозможных предикатов вида  ),...,,( 21 mxxxP , задан-

ных на декартовом произведении  mMMMM  ...21  множеств

},...,,{ 21 iiiii аааM  , где  },...,2,1{ mi . Множество N  принимаем в

роли носителя алгебры идей  nL . Всего в области М  имеется

mnnnn ...21  наборов, в множестве N  содержится всего  mnnn ...212  пре-

дикатов. Размерностью алгебры многоместных предикатов первого
порядка служит число n. Дизъюнкцией идей в алгебре многоместных
предикатов первого порядка служит операция дизъюнкции предикатов.
Нулевой идеей служит предикат 0, тождественно равный нулю. В
алгебре многоместных предикатов первого порядка имеется n базис-
ных  идей.  В  их  роли  выступают  всевозможные  предикаты

),...,2,1( njPj  , обращающиеся в единицу на единственном наборе

значений аргументов  ),...,,( 21 msss :












).,...,,(),...,,(  если  ,0

),,...,,(),...,,(  если  ,1

),...,,(

2121

2121

21

mm

mm

mj

sssxxx

sssxxx

xxxP

             (4.1)

Нетрудно проверить, что все аксиомы алгебры идей размерности n
в алгебре многоместных предикатов первого порядка выполняются.
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В теоретико-множественной интерпретации алгебре многоместных
предикатов первого порядка соответствует алгебра всех подмножеств

декартова произведения  mMMM  ...21 . Если P и  ),...,,( 21 msss  –

соответствующие друг другу элементы алгебры многоместных предика-
тов первого порядка и алгебры подмножеств декартова произведения

mMMM  ...21 , то взаимно-однозначная связь между ними опреде-

ляется правилом:  1),...,,( 21 mxxxP  в том и только в том случае, когда

),...,,( 21 msss mMMM  ...21 . В двоично-кодовой интерпретации

алгебре многоместных предикатов первого порядка соответствует ал-

гебра двоичных кодов длины  mnnnn ,...,, 21 . Связь между многомест-

ным предикатом первого порядка и соответствующим ему двоичным
кодом длины n может быть установлена следующим образом. Двоич-

ному коду  mxxx ,...,, 21  взаимно-однозначно соответствует предикат

,...),...,,( 21

21
21

,...,,
21

m

m

a
m

aa
i

aaa
m xxxxxxP               (4.2)

где i – номер набора [4, с. 65]  ),...,,( 21 msss .

д) Алгебра предикатов произвольного порядка [7, с. 6]. В ней роль

идей алгебры  nL  выполняют всевозможные предикаты p -го порядка
вида

f (
200201 ,...,, mxxx ,

111211 ,...,, mxxx ,…,  112,11,1 ,...,,  pmppp xxx ),

заданные на декартовом произведении

.... 110
110


 pm
p

mm MMMM                        (4.3)

Множество  iM   )1,...,2,1(  pi  образовано из предикатов i -поряд-

ка. Алгебра предикатов p-го порядка имеет размерность

.... 110
110


 pm
p

mm nnnn                                               (4.4)

Числа  121 ,...,, pnnn  определяются по следующей рекуррентной фор-

муле:

.2
1

1
1

1
0

0 ... 

pm

p
mm nnn

in ,                             (4.5)

где  0n  – число элементов в множестве  0M . В остальном алгебра

предикатов произвольного порядка рассматривается аналогично алгебре
многоместных предикатов первого порядка.

е) Алгебра булевых функций [8, с. 200]. К алгебре булевых функций

приходим, принимая в алгебре идей  nL  в роли  nS  множество всех m-

местных булевых функций. Размерностью алгебры идей в этом случае

служит число  mn 2 . Всего в множестве  nS  содержится 
m

n 22
векторов. Нулевой идеей служит m-местная булева функция, тожде-
ственно равная нулю. В роли базисных идей выступают всевозможные
булевы функции, обращающиеся в единицу лишь на одном наборе
значений аргументов. Всего в алгебре m-местных булевых функций

имеется  m2  различных базисных идей. В роли операции дизъюнкции

идей в данном случае выступает операция дизъюнкции m -местных
булевых функций. При m=1 приходим к алгебре логики. В этом случае
в роли операции дизъюнкции идей выступает дизъюнкция двоичных

знаков:  000  ,  .1110110   Нулевой идеей служит знак 0,
единственной базисной идеей – знак 1.
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