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СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧЕ ДИФРАКЦИИ ВОЛН НА
РЕШЕТКЕ ИЗ НЕИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩИХ ПЛОСКИХ НЕРЕГУЛЯРНЫХ ЛЕНТ

_. Дифракционные решетки нашли широкое применение в различных областях физики и техники, 
исследованию задач дифракции на одномерных идеально проводящих плоских ленточных решетках 
посвящено большое число работ [1-4]. В этих работах решение электродинамических задач своди­
лось к решению первой и второй краевых задач. Учет конечной (неидеальной) проводимости лент 
усложняет соответствующие краевые задачи, но позволяет изучить, например, поглощение при рас­
сеянии электромагнитных волн на одномерных решетках из резистивных лент[5]. Введение импе- 
дансных краевых условий на лентах решетки приводит к решению третьей и четвертой краевых задач 
математической физики[6]. Численно-аналитический метод решения третьей и четвертой краевых 
задач для одномерной ленточной решетки предложен в [6]. Целью настоящей работы является разви­
тие подхода, основанного на применении интегрального преобразования Конторовича- Лебедева и 
сингулярных интегральных уравнений [7] для решения задачи дифракции волн на трехмерных ре­
шетках из нерегулярных лент, на которых заданы третье и четвертое краевые условия.

1. Постановка задачи. Третье краевое условие на лентах
Рассмотрим скалярную задачу дифракции волн на периодической решетке из N  бесконечно 

тонких неограниченных неидеально проводящих плоских нерегулярных (угловых) лент, имеющих 
общую вершину. Решетка расположена в плоскости г  = О декартовой системы координат; ее период 
/ = 2 л /  N  , ширина лент а , ширина щели с1 =  1' — а  -  величины двугранных углов, которые образо­
ваны плоскостями, проходящими через ось ,
0 1  и ребра соседних лент (рис.). Введем сфе­
рическую систему координаг г ,Э ,(р  с нача­
лом в вершине лент (плоскость решетки опре­
деляется уравнением 1.9 -  п /2  ). Источник

о
4) принципу предельного поглощения.

Выполнимость условий 2-4 обеспечивает единственность решения поставленной задачи. Учиты­
вая, что п = ё 9, краевое условие ( 1) записывается в виде

1) уравнению Гельмгольца всюду вне лент и 
источника Аи -  д 2и = 0 , д  > О ;
2) краевому условию на лентах решетки £

сферических волн расположен в точке В{г{}), 
г0 = (г0, Э(), (р() ). поле которого меняется по 
гармоническому закону. Требуется найти по­
тенциал « (г), г = (г, 3 , (р), соответствующий 
полному полю и удовлетворяющий

Рис.

3) условию ограниченности энергии

(2)

L =  и  Ls ,LS =  ((.V - 1)/ +  d / 2 , s i  -  d/ 2) ,  CL =  [0,2тс] \ L .
N

s=\

Предположим, что один из нижеуказанных случаев имеет место:

ISSN 048—8972. Радиотехника. 2001. Вып. 120. 101



2. £  = g  ■ г  , С, -  c o n s t , % = £ ,  £ = . 
Тогда условие (2) принимает вид

<9и
(3)

где £,>£>- постоянные величины. В дальнейшем будем использовать краевое условие (3). Искомый 
потенциал и представим в виде

(4)и =  и 0 +  ил ,

где и0 = ех р (-^ г )/4 д гс,|г ~ г0| соответствует полю источника (первичное поле), а потенциал их обу­
словлен наличием решетки и соответствует вторичному полю. Для решения задачи используем пару 
интегральных преобразований Конторовича-Лебедева относительно радиальной координаты

g { r ) =  jg ( r )
О

2

к Л ч г )
“ V T

d r ,

g { r )  = ïrsh 7r r g ( r ) ~ ~ X l T ,
п  о V F

(5)

(6)

где K u {z )  — функция Макдональда. Учитывая представление

2T l * h K r f , a . rU jZ !-e -‘- ’’ - К>' т
Я

Щ = —  
я  J 

и ® (Э ,9 „ ,т ,т )

d r ,

1

О т=~ оо

' (c°s (“  COS 50 ), .9 < 50,

^-T/2+ir ( - cos <9)Pf/2+!r (cos ,90 ), «90 < >9,

is- r \ 1 - m  +  i t )
K i M ro) 1 2

(7)

я T ,T ( -  +  m  +  i t )
2

где r ( z ) - гамма-функция, P ”y2+iT (cos $ ) -  присоединенная функция Лежандра первого рода, потен­

циал щ ищем в виде интеграла Конгоровича-Лебедева (5-7)

У «

Tw

2 >

2 |п / 1Л-г £  Ь „ и Ц  ■ K ':y ' X h
Я- о OT--ÛO V V

Ь , п г  = ~ a m r P ' u 2+ n ( ^ S & 0 ) ,  <90 < яг/2 ,
m+nN

i(nN+m)<p

(8)

,0 0 -
^ -m «y(cos^)

d

d&
-Ш+l r (cos i9)

, 0  < 5  < яг/2 ,

3 = » i 2

V  „  ^  ^ ( “ COSJO 
2. I Уm,n+m0 (?)

J(nN+m)<p

d&
cos ,9)

, я 12 <  & <  n.

В=пП

2. Функциональные соотношения. Сингулярное интегральное уравнение
Для определения неизвестных коэффициентов хда>и+ и воспользуемся краевым услови­

ем (3)
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д щ

~д§ 9=Tt/ 2+0 L 

и условием сопряжения в щелях

(. „  дгц 
Е-щ  + с — -  

1 3S

дщ

ô&

du.

&= л / 2 - 0

д щ

~ô&
= g ( 4> ) ,< p z L  (9)

S=7î /2

ÿ= --02
33

Ф 6 CL ( 10)
5 = -+ 02

Применяя к условиям (9, 10) преобразование Конторовича-Лебедева (5),(6) и учитывая представление 
(8), приходим к системе уравнений (в силу периодичности решетки эти уравнения рассматриваются 
на периоде) относительно искомых коэффициентов

i,2 ï  Е  A'(n + v ) . H ( l - e» „ ) Z„ e^ = ^ g ( 4,)
n=_œ N (n  + v )  п пп=-со

ji|/| <  7 ta / /

4-QO

^ z „ - e mv/= 0 ,  J ta /l <\ц/\<7С,

(И)

( 12)

Ш „ ^  т . I -  1
где —  = m0 + v , от0 -  ближайшее целое число к — , - 1/2 < v < 1/2 ;

iV
1 я

А” (я + v) о ( i - Л )

N
ytn+nN
-1/2+/r (0)

p ; ; " , ( c o s 5 ) |a, £
|(m-0 + w) n \

1, Г( + it + N(n + v))
1 . (_ i  ) N^ ' * l c h m — 2-----------------------

r ( i  + i r ~ N ( n  + v)

(13)

n d

d&
pN(n+v)
-1/2+Zr (cos#)^

1 -  4 2) =  7 - -Ц 7 = ( -  !)" • C>V„ -  ) ; ¥  = N<p -  И  Я ;

g  -  трансформанта (5) функции g  (9).

Для s'n! ] имеет место оценка

м о
N 2{n + v Y

, N (n  +  v ) »  1, / —1,2.
/

Умножим обе части (12) на е т¥ и продифференцируем по у/ с добавлением дополнительного 
условия при у/ ~ л :

Y j i(n  + v ) z n -e ,{n+v^  = 0 ,
п?=- 00 
+00

n a f t  <Щ  < ж, 

( у =*■).I ( - l ) " z „ = 0 ,
и=-со

Введем в рассмотрение функцию
-НХ)

F (y /)  = i ^ N ( n  +  v ) z ne l(,nv)w, у/ e  [-яг,яг].
И =-00

Поскольку представление (16) является разложением функции -  i ■ e~‘v'l/F (у/) в ряд Фурье, то

1
2 nN i(n  + V') _»

- e ~ i n v d y / , п  +  у ф О.

(14;

(15)

(16) 

(17)
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Для п + V = 0 ,  а это возможно при п = 0 и V = 0 , г 0 находится из (15). В соответствии с (14)

е ( у )  = О, ал/1  < \ у / \ <п

и тогда из (17)

2жШ(п + V)

Принимая во внимание, что

1 ------ [F(y/)-e^w  ■e~in4'di//, S -.Ы < ö ,  Ö = а л / І .
и и 4. і/W  1

(18)

К

sm KV

+cc ґ—і ) ”
~iVß = 111 , ro (15) и (18) имеем

%  = - Х ( - і Ґ Ч
пФ 0 2 т: И Р >

-ixfj

й=—зо

-ігф ^

п + V

І  ( - 1Г — ---------
~ 0 * ( «  + v)

У
2iziN

J^Cß) -Sin TCV V
c/ß

Потеучим сингулярное интегральное уравнение (СИУ) для определения неизвестной функции 
Ь из уравнения (11) подстановкой в него представлений для 2п (18),(19):

< 2 Fп  I  ß -ц г

vß
<tß + -  f К  m { ß  -  w )F (ß )e-" ß ä ß  = f  ■ g ( v ) ,  r e S ,  (20)

rr j

где

1 П  і
c t g -------  + —

ч 2 2 0 j  2 iN 52 - ^ - ç2 - 4
t  /

і — 2 _ е ^ ) + 
sinTtV y

Y  1 Hi -/яв у  •• Н  (і) ,-ш9
Zj 9 9 ’е 2-І 9 , 9 ’ П̂ 4 е

.........................  n* o N 2 (n + v )2 п

і и

„*0 N J’(n  +  v )2 п
* ? < ? ■

* и*0 п

Щ д  +  V ) п

Полученное СИУ (20) с ядром Коши и гладкой функцией К тг(в )  может быть численно решено пу­
тем дискретизации и использования гауссовых квадратур.

3. Четвертое краевое условие на лентах
Рассмотрим задачу дифракции волн на периодической решетке из лент, на которых задано чет­

вертое краевое условие. Искомый потенциал н’(? ) удовлетворяет уравнению Гельмгольца всюду вне 
лент и источника, краевому условию

f  r  êw ґ  dw^
ç  5 — h —

en  o ç
0 , Ç - Ç 3 * 0 . (21)

ow
условию ограниченности энергии и принцип}' предельного поглощения. В условии (22) —  и

бп

дд
-  нормальная и тангенциальная производные соответственно,

bl : £  (г, ç>) * Сг = С2 ('% <P%n =  e 9 , ç  =  Urë r +  ц е

Учитывая (22), запишем (21) в виде

Ç2r v r ~  + Çl —  + Ç2ß p
V

Полагая v r -  0 из (23) получаем

dw
dr dS

=  0 .

(22)

(23)
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Для условия (24) возможны случаи:

Ь Ci - Х \  = const , = х 2 -  const,  0;

2. Ci *=Х\ - к ( г ,(р ) ,  Х\ =  c o n s t,

£гМг  =  ^ 2  1 ф ) > Х г =  c o n s t » *  0

3. &  -  Zi • Ж1 = содаг, = / 2 = c o n s t ,

в каждом из которых оно преобразуется к виду

%\ “  +  Ж2 ~  = 0. & -  ^ /2  , r  е  (0 ,+оо),р  е  L 
д 9  дер

(25)

где Х\ и Х г -постоянные величины. При сделанных допущениях исходное краевое условие (21) 
свелось к (25), которое в дальнейшем и будем рассматривать. Первичное поле такое, как и в случае 
третьего краевого условия на лентах. Потенциал м>1, соответствующий вторичному полю, ищем в 
виде (8):

w, - - з
2_ 

л 7
IvshTïT £  bmTV ®  f X i r

0 т~~ »  VV

^тт =  ~ а к ~ Р  \ .  2Пт ' C 0 S  Л  )  ’ *^0 <  ТЧ  2  >

P ^ it(cos 9) ,

V i l ) = \
X,n.n+m,, (*")  pm+nN /7Л  

-l/2+іг \ /
s
1=—oo 

+ 0 0

Z  У п , » + т Ж )

р ~ » г ( г  cos 9 )  ,
pm+nN
-1/2+Zr(o)

_ g i(nN+m)p  ; 0  <  <  Ж  /  2,

to"+m* > i c n < 3 < n .

(26)

В результате использования граничною условия

cHvi 6>h’i 
Xl - г г -  +  X2

и условия сопряжения в щелях

9=--+0
2

öh-’i <3wi
Х1Ж + Х 2 ^ а = - - о?

ÔH’i бПі’і
Xl - ^ r  + X2 30 ôcp

Э=-
/ ( ф ) ,ф є £

приходим к системе уравнении

х г

2 2

-І—_пП ftn -’-со

ХГ' S  Д,г(о + v) • ^  (1 -  )хпе1Щ -%22 E  + V )  • ^  (1 -  s ® „  ) z ne imv =X l -7 (v ) .
и= -00 и n=-co n

\ f \ < s ,

+ 0 0

2 Щ п  +  v ) z „  • =  0 ,  0 < \ y / \ < 7 l ,
П--oo

£ ( - 1) ” -z„ = 0 , 0/  = л-),
n~-co

Zn '(?« *  ~ * * Д

(27)

(28) 

(29)
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где /  -  трансформанта функции / .  После введения функции
-К О

ф(у/ )  -  1 V Ы{п + V )!пе*(п™)4' , у / е [ -  ТС, тг] 

и использования алгоритма ( 17)-(20) получаем СИУ:

* U ± * îL  + -  f o mr i ß  -  у ) Ф ( ß Y ivpd ß  =  Х г • 7  W  ¥  6 S , (30)
п i ß -if/ n i

где

ß „ ( e ) = (  

1 / 2

2 2 
+ ^2

1 в  1
, - c t g --------
V2 2 в .

+ -
2 i

1 2 . x r 2 . , 2  A v . .  2
' Z x + X V K * Z {

TC

v sin 7TV

1
V ve - i

V
+

У

1 и;)У-
;é t i V 207 + v) 2 И

-in№ . X\

+ Z i
2 /' 11*0

о  m,n
1

7V2(ra + v)2

+

- in  в

. • Z "2/ „̂Q ïl
«,(2)О ОТ.И

1 \

N  (n  +  v)~
+

СИУ (30) имеет ядро Коши, причем ( в )-гладкая функция.
Таким образом, использование вышеописанного подхода позволяет свести третью и четвертую 

краевые задачи для уравнения Гельмгольца к сингулярному интегральному уравнению первого рода 
с ядром Коши. Однозначная разрешимость СИУ (20) и (30) следует из их эквивалентности парным 
сумматорным уравнениям (11),(12) и (27),(28) соответственно, а последние - исходной краевой зада­
че. Численное решение сингулярных интегральных уравнений может быть получено путем их дис­
кретизации и применения гауссовых квадратур.
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