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Для задач грануляции — представления информации с различной степенью ее детализации или обоб- 
щения — исследуются метрические свойства конечных разбиений произвольных измеримых множеств. 
Вводится и обосновывается метрика, для которой указываются равносильные Фформы представления, 
предлагаются её вероятностные интерпретации. Обсуждается гипотеза об общем виде функционала, 
являющегося метрикой на разбиениях измеримых множеств. 

ГРАНУЛЯЦИЯ, МНОЖЕСТВО, РАЗБИЕНИЕ, МЕТРИКА. 

Введение 

Granular Computing — грануляция информации, 

включающая в себя огрубление-детализацию дан- 
ных, их стратифицированную структуризацию и 
причинно-следственные отношения B процессе ре- 
гистрации, трансформации и интерпретации [1], 

оперирует, K&K правило, с разбиениями исходного. 
(или индуцированного признакового) пространства 
[2]. Применение классов эквивалентностей, высту- 
лающих B качестве, пожалуй, основного объекта 
изучения и манипуляций, приводит к необходимо- 
сти решения целого класса задач. В первую очередь 
следует указать поиск и анализ внутренних эквива- 
лентностей [3, 4], установление правомочности (со- 
тласованности) использования совокупности экви- 
валентностей [5, 6], в том числе внешних, введение 
которых диктуется предметной областью, наконец, 
разумное определение контекстно-зависимых опе- 
раций на классах эквивалентностей [7, 8]. Достаточ- 

но общим вопросом для задач указанного типа яв- 
ляется анализ сходства (различия) между ансамбля- 
ми группировок данных. Однако метрические свой- 
ства, вообще говоря, хорошо изучены лишь для ана- 
лиза в форматах «точка-точка», «точка-множе- 
ство», «множество—-множество», 

Наибольшего развития сравнение разбиений 
достигло при исследовании эффективности класте- 
ризации [9, 10] и сегментации изображений [11—-13] 
в основном B рамках «ground truth» подхода. Иначе 
говоря, когда результаты автоматической грануля- 
ции сравниваются с результатами, полученными 
человеком. Как правило, самые распространенные 
коэффициенты сходства (различия) не удовлетво- 
ряют неравенству треугольника, что ограничивает 
диапазон их использования. Вместе с тем известен 
и ряд метрик на разбиениях. Прежде всего — это 
метрика, имеющая структурное сходство с метри- 
кой Хаусдорфа, в основу которой положены суммы 
максимальных мощностей пересечений каждого 
класса эквивалентностей со всеми элементами раз- 
биений второго множества [14]. Достаточно широ- 

кое распространение получила метрика энтропий- 
ного типа, названная вариацией информации, KO- 
торая базируется на понятиях теории информации 
[15]. При использовании метрики MiCRoM 

(Minimum Cost Region Matching) поиск расстояния 

между разбиениями сводится K решению задачи 
математического программирования, а именно — 
транспортной задачи [16]. 

На интуитивном уровне понятно, что метрика 
на разбиениях должна интегрально учитывать ха- 
рактеристики и сходства, и различия классов экви- 
валентностей. В этом плане можно выделить про- 
стейший инструмент — операции пересечения и 
симметрической разности, соответственно. Конеч- 
номерный случай построения метрики такого типа 
обоснован в [17}, некоторые метрические свойства 

для разбиений произвольных множеств проанали- 
зированы в [18]. Цель работы — обоснование, ана- 

лиз и интерпретация инструментальных средств 
«множественного» сравнения, T. €. сравнения фак- 
тор-множеств. 

1. Постановка задачи 

Пусть некоторое измеримое множество О сме- 
рой ц(е) характеризует информацию, подлежащую 
в процессе анализа грануляции. Под мерой пони- 
мается количество точек (B конечном случае), дли- 
Ha, площадь, объем, распределение масс, вероятно- 
стей и T. п. Будем полагать, что мера конечна, т. €. 
Q) <ю и Ё, — множество всех измеримых под- 
множеств множества ©. Рассмотрим П. — множе- 
ство конечных (по числу элементов) разбиений 
множества @ ‚ т.е, ае П, >0 = {4 

Аре Ё, Vie{l2, . ,n}; 

KA =0, Vizi'e{l,2,..,n}; () 

Au..ud,=Q. 

Пустьданы произвольные разбиения o, B, ¥,... € Па 

и o= {4, B={B V1), у ={Ckuy, ... Задача заклю- 
чается B установлении, изучении и интерпретации 
соотношений между @, В, у, ... 
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2. Метрические свойства разбиений 

Введем на ПдхПд функционал 

я 
оер =3 SHACBMANE), @) 

V= 

тде «А» — симметрическая разность множеств, и 

покажем, что он представляет собой метрику на про- 

извольных разбиениях измеримых множеств, Пред- 

варительно укажем несколько полезных свойств 

разбиений и найдем эквивалентную форму функ- 

ционала (2). 

Свойство 1. Для любого множества D < @ и про- 

извольного разбиения ае П, справедливо равен- 

ство н(0) = 5 [ w(DNA). 
Действительно, разбиение ое П, дробит мно- 

жество D на непересекающиеся подмножества 

DN A, итогда U3 свойства аддитивности меры 
сле- 

дует требуемое равенство 

Свойство 2. Пересечение aNB={4 75,}!:51.; 

пары а,ВеП, произвольных разбиений также яв- 

ляется разбиением. 

Действительно, если выбрать произвольный элё- 

мент ое@ , то, поскольку 0, и В ЯВЛЯЮТСЯ разбие- 

ниями, найдутся номера 7е {|,...,п} и jefl,..,m}, 

для которых @е A и o€ B), т. ©. @ЕА N B, . Таким 

образом, 

ЦОЛ пв)-о. © 

С другой стороны, в силу ассоциативности и 

коммутативности операции пересечения множеств 

можно записать: 

(д пврп( п) =(4ПА)О(В, ПВ). 
Нопоскольку пары (i, j) и (i', /) не равны, то либо 

Т« й', либо /+ ', либо эти неравенства выполняют- 

ся одновременно, что означает: одно из множеств 

АПА, или В,Г В, равно @, т. K. они принадлежат 

разбиениям o и В ‚ соответственно. Таким образом, 

витоге имеем 

(ANB)N(ANB) =2 
для любых пар (i), (') е {1,... „л х {1,...,т} . В сово- 

купности с равенством (3) получаем выполнение 

соотношений (1) ‚ т. €. справедливость свойства 2. 

Рассмотрим пересечения трех произвольных раз- 

биений а, В, уе П, иобозначим ® = АП ПС,), 

i=ln j=Lm К= 11 

Свойство 3. Для пересечений трех произвольных 

разбиений а, В, уе П, верны соотношения: 

„‹с„)=2;е„ й (& 

$ 

К4 пВ)= Yoy, & я 
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WANG) =30 ‚ ® 
„! 

K(B,NC) =2 
= 
O [0] 

Действительно, если в соответствии со свойством 

(2) рассмотреть разбиение L= «NB и применить 

свойство 1, полагая, что О — это MHOXECTBO Ср 10 

кС))= ЁЁР‹С:: 0(4 ПВ‚”‘ЁЁ%Ъ S5 i=lj=1 

T. e. получаем равенство (4). Рассуждая совершенно 

аналогично и используя в качестве О поочередно 

множества 4 N В,, 4, ПС,, В, ПС ‚ ав качестве соот- 

ветствующего разбиения — у, В и ‚ получаем спра- 

ведливость равенств (5) — (7). 

Лемма. Функционал р(с, В) имеет эквивалент- 

ную форму 

о«х‚в›=Ё\[»‹АК›1*+ЁЬ›‹В,-›Р—2Ё AN B, 
=] Jj=l 1 BV 

Доказательство. Для любых измеримых 

множеств Е и F имеет место 

WEAF)=p(E)+u(F)-2u(ENF). ®) 

Действительно, учитывая равенства 

E=(E\F)U(ENF) и F=(FE)U(FNE), 

причем Е\ F и ЕПЕ не пересекаются, из свойства 

аддитивности меры получаем: 

WE)=wW(E\F)+w(FNE), 

W(F)=uw(F\E)+WENF), 

складывая которые с учетом EAF =(E\ F)U(F\E), 

имеем: 

WE)+u(F)=w(E\ F)+W(F\E)+20(ENF)= 

=wW(EAF)+2(ENF), 

что равносильно (8). 

Применяя (8) к 4, и В, ‚ представим (2) в виде: 

кер = 3 S HABB СА П.В)= 
а 

=33 пв)[нса) +u(B)- 20 (40 B)] = 

=SS 4N B+ 
il = 

£33 ВнА ПБ;>—2Ё`Ё[МА‚ пв)] = 
ча == 

SuaiZuans) и Т 

+Зквру ж па - 23 S wans)]
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В цепочке этих равенств выделим суммы вида 

Sw4ns,), Ёи‹в‚ п) 
J=l # 

M, применяя к ним свойство 1, лодразумевая под ) 
А; и В‚ ‚ соответственно, получим: 

x я 
Ука пв)=к(А), У кВ, пА -В 
= = 

для любых inj, где i=1,n, /=1, т . Таким образом, 

о‹ы‚в›=Ё|[ъл‹4›Г+Ёі[нщ›] 222[„‹‚… B 
=y 

что и требовалось доказать. 
Теорема 1. Функционал (2), определенный на 

произвольных измеримых разбиениях с B измери- 
мого множества,©, является метрикой. 

Доказательство сводится к проверке вы- 
полнения аксиом рефлексивности, симметричнос- 
ти и неравенства треугольника. 

Симметричность непосредственно следует из 
вида функционала (2). Докажем рефлексивность, 
аименно: р(а В) = 0 <> o =B . Рассмотрим необходи- 
мость. Для этого представим функционал (2) ввиде: 

оь) ЭУ аАААа П) = 
=yt 

—ZM(AAA,);A(A,M,)MZ WALANNANA), 
/‘l 

T. €. p(0t,0) состоит U3 п слагаемых с совпадающи- 
ми номерами, а значит, и с совпадающими элемен- 
тами разбиения, и из 1 — пслагаемых с различными 
элементами разбиения. Первая группа слагаемых 
состоит M3 нулей,т. K. н( А ̂ А) =0 , для i =Ги ‚а вто- 
рая группа дает нулевые слагаемые, т.к. 1(4 П.А) =0 
для Vi, Тл и ## }. Таким образом, B одну сторо- 
ну рефлексивность доказана. 

Покажем достаточность, T. €. пусть для двух, 
в общем случае, различных разбиений o,Bell, 
имеет место р(е, B)=0. Поскольку все слагаемые 
Функционала (2) положительны, то он равен 0 толь- 
KO тогда, когда каждое из них равно 0. Выберем не- 
который элемент разбиения А’еа. В исходном 
функционале он входит в набор «нулевых» слагае- 
мых p(A'8B)u(A'NB;)=0, где / =Т, т . Если пред- 
положить, что A4’ неявляется элементом разбиения 
В, то для всех В, еВ выполняется p(A'4B))#0. Ho 
тогда для всех HOMEPOB / должно выполняться 

W(A'NB))=0. Однако это возможно только тогда, 
когда '# @,т.к. М’е@ , а весь набор B={B,}}., по- 
крывает множество ©. Вто же время 4' — элемент 
покрытия В этого же множества © M, естественно, 
А' # ©. Тогда найдутся элементы разбиения В, по- 
крывающие A' иимеющие сним непустые пересе- 
чения. Но тогда для этих элементов выполняется 
неравенство u(A'NB;)#0, т. е. получаем противо- 
речие. В итоге можно утверждать, что произволь- 
ный элемент А’еа является элементом В, или 
аВ. В силу симметрии абсолютно аналогично 
можно показать, что Вса,т. €. а =B . Таким обра- 
30M, рефлексивность доказана. 

Приступим к доказательству неравенства треу- 
тольника. Допустим, имеется три произвольных 
разбиения @, В, уе П, множества Q. Необходимо 
доказать, что 

Р(а у) + р(у, В) 2 р(а B) . ©) 

Используя лемму 1, получим: 

n 
ple, 1) +p(r, B) = Y [w(4)] *Ё[“(В/)Г + 

J=l = 

+2Ё[М(С‚‹>Г—2Ё1;[Р(А‚ПС„)Г— 
k=l i=] k=] 

233 ucn)7. 
Отсюда: 

o, у) +p(v, В) - р(е, В) = 
! я 

= Z[u(ck Ъ —ХЕ[и‹А. NCIF - 

-ZZME ПСЕ +ZZIu<A,mB Ъ 
Ра я 

Тем самым, неравенство (9), используя свойство 

3, можно представить в виде: 

л 
A0 D0 
=== на 

235G 0u) + 53 (S 
- k=l = 

(10) 

Зафиксируем /= 

для любых g; >0 ; 
1, тогда, обозначая g =6, 

n,j=1,m. имеем: 

ГЕЕЗ‹/] *‘и S З,Ё[Ёга)г—‘;@ш]‚.‹п) (e =1 j=1 =1\ j=1 

Заметим, если интерпретировать набор чисел &; 
как (лхт) матрицу G, то в правой части этого не- 

равенства в скобках, соответственно, стоят сумма 
элементов строк и сумма элементов столбцов. 
Структура левой части неравенства имеет вид: 
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2ув У sk, 
i ) ) 02 

а правой: 

22& + 2 & +ZZM/ В 
Т 787 

(3) 

Сравнивая (12) и (13), отметим: у них есть об- 

тщая часть (удвоенная сумма квадратов), в (12) вхо- 

дят все поларные произведения элементов матри- 
цы G снеравными индексами, а в (13) — все попар- 

ные произведения с неравными индексами, но U3 
одной строки или из одного столбца (т. €. отсутству- 

ют попарные произведения, например, диагональ- 
ных элементов). Таким образом, в (13) число слага- 

емых меныше, чем в выражении (12), и при этом все 

слагаемые выражения (13) содержатся в (12), т. ©. 

неравенство (11) доказано (выполняется (10) при 

/= 1). Рассмотрим теперь числа 0/ как набор из 

I матриц: 

Тем самым, неравенство (10) трансформирует- 

ся к виду: 

уОн) ов) 23 Ta) -5 Ea) 

?;[;(;35 vk ‘;(Zl:g.}‘)‘]. 

где 5 =!2(;3„‘ » - JZk(g: ) 20, 

поскольку состоит только издвойных произведений 
элементов матриц С, ‚а все g; >0. Сдругой сторо- 

ны, применяя (11) к каждой из матриц С, ‚ сумми- 

руя по К и добавляя в левую часть S, получаем пос- 
леднее неравенство, а следовательно, справедли- 
вость (10), что завершает доказательство неравен- 

ства треугольника и теоремы в целом. 
Таким образом, показано, что введенный нами 

функционал (2) на конечных разбиениях на изме- 

римые подмножества измеримого множества © 
является метрикой. 

Теорема 2. Для произвольной области Qc ®` и 

почти всюду (заисключением множеств меры ноль) 
положительной функции f(X), для которой спра- 

ведливо In f(x)dx <o ‚и пары произвольных разби- 

ений o, ВеП, , имеет место 

20 

( Jf(x)dx] S| f(X)de 
== 408 

*2 Z [/сдах [ f(x)dx+ 
Ра 

53 [уодак [ flx)dx. 
лН, 

(14) 

Доказательство. Посколькуфункции f(x) 

индуцируют меру на измеримых подмножествах 

Ac Q ввиде интеграла p(4) = Lf(x)dx ‚ тогда для 

двух конечных разбиений @, В будем иметь: 

dop)=33 | лодах | ло 
i=1 =1 448, 408, 

В соответствии с леммой, принимая BO внима- 
ние неотрицательность функции d(a, В) ‚ получаем 

интегральное неравенство 

..1[ ооа +2[ одё ] 
„л 

22373 
J=1 B i=l J=l 

[ ле ] 
Абв, 

дополняя в KOTOPOM левую часть до сумм полных 

квадратов, находим 

[Ё[/‹х›‹іх]* @ jrooad 2235 [ /одах? + 
i=l В, 11 J=L 408, 

+221 Z. [/одах jf(x)dx …22 Z j f(x)dx jf(x)dx. 
ба я j=tart 

Учитывая, что o, В. — конечные (по числу клас- 
сов эквивалентностей) разбиения множества Q, 
имеем: 

]/‹х)ах jf(x)dx ijmdx jf(x)dx 
A, 

откуда сразу же следует неравенство (14), что и тре- 

бовалось доказать, 
На множестве разбиений П., введем функцио- 

нал 

S(@)= Эк)р 
= 

(15) 

и обозначим оВ = ОВ , тогда справедлива. 

Teopema 3. Для любых трех разбиений а, B,y € [T, 

множества © справедливо неравенство 

$()) > S(ay) + 5(Ву) - 5(ар) . 

Доказательство. Во-первых, метрика 
на разбиениях p(o, В) сучетом леммы 1 может быть 

выражена через функционал (15): 

(16)
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Р(а В) = $(а + 5(В) - 25(а). 

Во-вторых, 13 неравенства треугольника для метри- 
ки (2) и любых трех разбиений а, В, уе П, получаем: 

5(а)+5(1)-25(с) + 5(В) + 5()) - 25(Ву) > 
2 5(а) + 5(В) - 25(е.р), 

откуда следует требуемое неравенство (16). Таким 
образом, теорема 3 доказана. 

Изтеорем 2 и 3 вытекает 
Следствие 1. Для произвольной области © <R’ 

и функции fx), удовлетворяющей условиям теоре- 
мы 2 и произвольных разбиений o, В, уе Па , имеет 
место 

WSy ( уеа 
NCe skl g, 

[Уод - <313 ( о). 
A 40, 

( jf(x)dx)‘aii 
=1 ko1 

+ZZ ¥ [уодак 
kT G, 

е
 
—
 

©
2
,
 

Доказательство. Для произвольного конеч- 
ного разбиения а е П, функционал (12) примет вид: 

S(a)= д I f(x)dx]’ ‚ 
L4 

Неравенство (16) B этой ситуации станет интег- 
ральным и будет иметь форму: 

);(Ср(х)м)* zz (Jrdx) + 
ik AN 

& (o33 () 
‚ /Г ВС 11791 408, 

Если к левой и правой части этого неравенства 
прибавить слагаемое 

1 

j fx)dx J Х, 
Iz 1K'=k+1C, 

то его правая часть сразу примет требуемый вид, 
алевая часть с учетом того, что у = С, )}Ы — разбие- 
ние области Q, будет представлена в форме: 

Z( [rxaxy + 22 Z [ f(x)dx j Sx)dx= 
=0 K=k G, 

(; [одак)? =( [/сда), 

что и требовалось доказать. 

3. Вероятностная интерпретация метрики 

Изсвойства | следует, чтодля любого D < Q при 

К4 )+0 

р(В)=Ё›ъ(0ПА‚)= & (DN 4) p(4) 
кО) T oW T w4 e 

тогда, прибегая K терминологии теории вероятнос- 
тей, можно говорить о наборе {4 }! , как о наборе 

гипотез, и соотношение (17) представляет собой 

формулу полной вероятности 

@7 

р‹п›=Ё1р‹А„›р‹В/А‚›‚ & 
тде p(D)=p(D)/u(Q), p(4)=p(4)/n(Q) — вероят- 
ности события В и гипотез 4, , a 

uDN4) wQ) _ к(рОА)/кО) _ РО/А)= о) к(4) WA p4) 
является условной вероятностью события D при ус- 

ловии выполнения гипотезы 4,. Таким образом, 
можно заключить: свойство | MOXET быть получено 
и как следствие формулы полной вероятности. Но 
тогда возможна и более тесная связь метрических 
свойств грануляции информации с иными поняти- 
ями теории вероятностей. Остановимся на этом 
подробнее. 

Нетрудно заметить, что если Q = @* — некото- 

рое измеримое множество и имеет место схема гео- 
метрической вероятности, тогда вероятностьлюбо- 
го события D равна 

pDN4) 

WD) D)= 
wa)” 

тде н — мера, соответствующая R (;=1 — длина, 
5=2 — площадь и т. д.). С другой стороны, если 
Р(а, В) нормировать, а именно разделить на p*(Q) , 
то получим 

= © В) _ 5а «5 и(4АВ)) W(ANB) _ 
TR P @) — к) 

=35 кААВжАВ), 
нЫ 

(8) 

тде p(42B;) и p(4NB;) — вероятности событий 
ДАВ)и 4, ПВ‚› ‚ соответственно. Для метрики (18), 
использовался функционал (2). В случае, если мы 
будем пользоваться равенством из леммы, TO 

Bla,p)= Z[P(A,)]'+[P(B AP 222[1›(4 п8)} (19) 
Са 

Если рассматривать множество @ как про- 
странства элементарных исходов, являющееся эле- 
ментом вероятностного пространства (€2, Я, р) ‚ где 
© — в общем случае произвольное множество, 
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„Е, — 6 -алгебра его подмножеств, включающая B 

себя пустое множество 2 и © , @ p-— вероятностная 

Mepa, относительно которой все элементы Я) 13- 
меримы, T. е. для любого D e F, существует число 

0 < р(Р) =1 ‚ удовлетворяющее аксиоматике теории 

вероятностей А. Н. Колмогорова, то на исходном 

вероятностном пространстве можно рассматривать 
различные полные группы событий или наборы ги- 

потез. Более точно, учитывая, что для произволь- 
ного набора гилотез {5,}", имеет место: ;€ 7, 

i=Ln | )5 =0, 505 =2 Viitizi'e(l...,n}, 
то метрику (2) и ее равносильную форму из леммы 

для двух паборов гипотез K, = (S}, и K, ={Q,}]; 

можно представить в виде: 

Б(К…К‚)=ЁЁР(Ё‚АО,-)Р(З‚П@,Ь 

'Z[P(S )]Z+Z[11(B - 222 2(5 по)}: 
я 

С другой стороны, можно рассматривать две 

дискретные случайные величины &; и &, ‚ заданные 

конечным числом значений, T. €. 

& | % X X, 
Р | & | - Гч ‚ 

& | м У Уп 

Р | " | - 1» У, 

Здесь u = р(& =x;), i=Lm у = р(& = у)), / =1, т, 
а {х;йн,(у)Мы — наборы различных действитель- 

ных (комплексных) чисел. Используя равенство 
(19), можно ввести метрику на множестве этих слу- 

чайных величин: 

вб„в)= З =хо? + Sl = рр - 

23 ol = & = ))) 
аПя 

Если &, и &, независимы, TO 

=y)=pE =х) р& =у)), (334) 

тогда, подставляя (3.32) в равенство (3.31), получим: 

Б(ё..&‚)=Ё[щё‚ —x)F + b =y - 
i=l J=! 

Р(& =X, 

23Ut =5 S =T = 
л 

Эке =х)1 -З; = ))) + 
A э 

+Ё[р‹ -)- Ё![Р(ёг›я)]‘}‹ 

Если предположить, что распределения случай- 
ных величин &, и &, равномерны, T. €. все их значе- 
ния равновероятны: р(& = х;) = /п, Р( = » = /т 
при любых j=1,n и j=1,m,T0 

e, &) = (1T )+ (1) =5+ = 

Takum образом, фактически доказана 

Теорема 4. Расстояние между двумя независимы- 

ми конечными равномерными распределениями 
в смысле равенства (2) равно 

L 2 DI S Y (20) 

Отметим, что если товорить о независимых слу- 
чайных величинах, то нельзя говорить об их равен- 
стве. В связи с этим свойство рефлексивности в дан- 

ном случае отсутствует, что видно и 13 равенства (20). 

Рассмотрим вероятностные интерпретации тео- 
рем предыдущего раздела. Из теоремы 2 вытекают 

три люболытных следствия. 
Следствие 2 (для гипотез). Если в некотором Be- 

роятностном пространстве имеется два набора ги- 

потез K, = (S}, и Ky =(0))7. › 10 

33 б пр S 3 5)р 
а i=li'=isl 

лм 
+> 2, MOIMQ)<L 
э 

Доказательство с учетом неотрицательности 
функционала p(K,, K,) совершенно аналогичнодо- 

казательству теоремы 2. 

Следствие 3. Если в некотором вероятностном 

пространстве произвольное событие О разбито на 
два набора попарно нелересекающихся подсобытий 
{Б и {@;}]; ‚ образующих относительно D пол- 

ную группу, т. е. D= Z..] = /_1Ф 

22[1›‹15 ne)r ?Z 2 P(B)P(E;)+ 
=1 j=1 =i+l 

+Z , b )p(@,) <D 
J=lj=j+L 

Следствие 4 (для дискретных случайных величин). 

Пусть на одном вероятностном пространстве 
заданы дне дискретные случайные величины 
£, и &, сконечным числом значений, T. ©. 

и = р@ =x),i=Ln; v;=pE, =y, =Lm, 
а {x M., {y;}]., — наборы различных действитель- 
ных (комплексных) чисел, то 

S8 =0, 843, У ми 3 vl 
V=l i кЫа



МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ГРАНУЛЯЦИИ ИНФОРМАЦИИ 

Если эти случайные величины & и &, ещеи не- 

зависимы, T. €. 

P& =%.5=y))=pE =x)pE =y))= uy, 

для любых i=1,n и j=1,m,T0 

VJ+Z Z Wit +Z Z v/v, < 
Ра 

Следствие 4 для своего обоснования использует 
рассуждения, полностью аналогичные рассуждени- 
ям, доказывающим теорему 3, неотрицательность 
Функционала 5§, &) и равенства 

=2l 
Рассмотрим теперь следствия U3 теоремы 3. 
Следствие 5 (для гипотез). Для любых трех набо- 

ров гипотез, K, ={S}., К, =10}, К 1В 
заданных на одном пространстве элементарных ис- 
ходов © , BEPOATHOCTH, связанные с этими гипоте- 
зами, удовлетворяют неравенству 

Z PR BZZ[MS R+ 
ik 

S50 пАр -5 ST 0 оР 
J=lk=l i=l j=1 

Следствие 6 (для дискретных случайных величин). 

Пустьна одном пространстве элементарных ис- 
ходов заданы три дискретные случайные величины 
с конечным числом значений, т. ©. ¥, = p(§, =X,), 

1=1,п; v,=p(%=y;), j=Lm; 1 = РС = ), 
к=11 ‚ где к ) › {Ууты › (2 л — наборы действи- 
тельных (комплексных) чисел, тогда: 

/ 

Z PG =%, 5 =2 + 
= &>> 

!к:і = 

m ! 

+ZZ 
J=lk=1 

5300, =55, =37 
=yt 

(P&, = у)› 6 = &) - 

Если эти случайные величины независимы в со- 

вокупности, T. €. 

(P& =x, & =3))=uy,, i =Гт 
1 р& =8 =20 = ра @ 5 
P& =8 =2 =y =Tk =T, 

то вероятности их распределений будут удовлетво- 
рять неравенству 

2 ‚.Н‹ 1 

Приведенные вероятностные интерпретации 
могут найти широкое применение в мульталгебра- 
ических системах [6, 8] и методах грануляции ин- 

Фформации [1-5]. 

Результаты и перспективы исследований 

'Необходимо подчеркнуть, что проведенное изу- 
чение метрических свойств разбиений направлено 

нестолько на получение инструментария для оцен- 
ки эффективности алгоритмов продуцирования 

классов эквивалентностей (B задачах кластеризации 
данных, сегментации изображений и T. п.), сколь- 

ко на создание объективных предпосылок для син- 
теза методов интеллектуальной интерпретации фак- 

тор-множеств. В качестве типичного примера мож- 
но указать поиск компромисса между чрезмерной 
и недостаточной сегментацией изображений. 
Вэтом плане (точнее говоря, при стратифицирован- 
ной грануляции информации) возникает необходи- 

мость исследования метрических свойств частично 
упорядоченных фактор-множеств — вложенных 
разбиений. Определенную перспективу составляет 

и поиск на разбиениях так называемых подобных 
метрик первого типа ( р'(о,В) =ср"(/(с), /(В), 
= const) и второго типа (p'(f(@), /(В)=р'(/0), 

S@)ep"(@,B)=p"(1,8),2,8,7,8I1). Поясним под- 
робнее на примере. 

Поскольку подэнтропией понимается функци- 
онал вида Н(@)=-»)/.4; 1 д rae §=(,..,q,) — ВО- 
обще говоря, некоторое дискретное распределение: 

ZL]q, =1, 0<g, <1, i =1, 7,70, если даны два любых 

распределения й =(u,...,4,) и У =(v,,...,V,), ИЛИ, 

что равносильно, в нашем случае (cM. раздел 4) 

ц = Р(А), i=Ln, v;=p(B), j= =1, т ‚ тогда метрика 
энтропийного типа примет вид [15]: 

к(а %)= п(о, B)=—3 p(A)In p(4) 3. p(B)In p(B))+ 
i=l J=1 

233 MANB)In HANB)= 
=1 

H(o)+ H(P)-2H(wnp). 
Сравнивая полученное равенство с (19), можно 

отметить явное сходство между ними. Напрашива- 
ется вывод об общей формуле: 

р@ в›=}”:1/(р(А,›)+_Ё1/‹р‹В,›)—г(ЕЪЁ;/‹р‹А.ПВ,›)« 

В нашем случае используется /(х)=х?. В энт- 

ропийной метрике — f(x)=-xInx. Возможно, 

допустимо использовать другие функции /(х) для 

получения новых метрик на множестве конечных 
разбиений измеримого множества Q . Ответы на 

вопросы, каковы эти функции и каким свойствам 
они должны удовлетворять, остаются открытыми 
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