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Изучение вероятностных свойств стохастических колебаний, воз­
никающих в нелинейных радиофизических системах, представляет 
собой важную научную и практическую задачу. Ее решение способ­
ствует дальнейшему прогрессу в Нвдимании об1цих физических законо­
мерностей возникновения сложных хаотических режимов, харак­
терных для широкого класса динамических систем, а также позво­
ляет вырабатывать рекомендации по созданию источников случайных 
колебаний с управляемыми вероятностными характеристиками. Наи­
более подробно с этой точки зрения изучены статистические свойства 
процессов, порождаемых одномерными и двумерными дискретными 
отображениями [1; 2]. В ряде случаев статистический анализ проведен 
также для хаотических колебаний в нелинейных осцилляторах, описы­
ваемых дифференциальными уравнениями [3].

Исследованы вероятностные свойства хаотических колебаний, воз­
никающих в осцилляторе Ван дер Поля при его двухйастотном воз­
буждении. Математическая модель динамики колебаний, возника­
ющих в такой системе, представляет собой совокупность неавтоном-
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пых укороченных уравнений для амплитуды а и фазы ср колебаний 
осциллятора:

^  =  (1 — а2) а +  26 cos Q t sin ф; 

а ^  =  (—А +  ра2) а +  26 cos Qx cos ф.

Здесь х — безразмерное медленное время; р — параметр неизо-
хронности колебаний осциллятора; при записи уравнений (1) произ­
ведена нормировка всех величин такая, что амплитуда автономных ко­
лебаний и инкремент нарастания при а =  0 равны 1. Амплитуды обеих 
частотных составляющих внешнего сигнала считаются одинаковыми 
и равными Ь, нормированные расстройки их частот относительно час­
тоты автоколебаний соответствующего изохронного осциллятора при 
(р =  0) равны А/.=А +  й  и Дя =  A + Q . Системы типа (1) широко ис­
пользуются при описании процессов синхронизации автогенераторов 
томпсоновского типа в различных диапазонах частот, начиная с обыч­
ных ламповых устройств и кончая квантовыми генераторами [4].

Для анализа динамики осциллятора при его двухчастотном воз­
буждении важное значение имеет информация о характере возбужда­
емых колебаний в случае одночастотного воздействия. Есдй границы 
диапазона изменения частотной расстройки, в котором осуществляется 
синхронизация колебаний осциллятора одночастотным источником, 
обозначить через б:., 8 r , ( 8 l < C 8 r ) ,  т о , как показано в работе [5], 
стохастизация колебаний осциллятора при его двухчастотном возбуж­
дении имеет место, когда A t.~ 6 i., A r c z 8 r .  Ниже приводятся ре­
зультаты расчетов для фиксированных значений параметра неизохрон- 
ности р ** 3 и амплитуд внешних частот Ь *= 0,3 (относительно слабое 
воздействие), в этом случае 8  ̂~  1,80; 8# — 3,85.

При исследовании вероятностных свойств, возбуждаемых в осцил» 
ляторе хаотических колебаний, основной операцией является процеду» 
ра статистического усреднения, т. е. усреднения величин, характер» 
ных для каждой конкретной фазовой траектории, по ансамблю реали­
заций. Для проведения соответствующих вычислений на ЭВМ важное 
значение имеет правильный выбор размера ансамбля, его начального 
распределения, времени устранения переходных явлений и т. д. Про­
ведение таких предварительных расчетов — необходимый 'и ответ­
ственный этап исследования, на характерных результатах которого 
мы остановимся прежде всего.'

Расчеты показали, что начальное распределение ансамбля (рас­
пределение начальных значений а, ф) не оказывает существенного 
влияния на значения статистических средних в режиме хаотических 
колебаний, если только размер ансамбля выбран достаточно большим 
(рис. 1, а). На рисунке приведены рассчитанные статистические сред­
ние значения амплитуды а  (сплошные кривые) и фазы ф (штриховые 
линии) в фиксированный момент времени в зависимости от размера 
ансамбля N  для двух различных распределений а и ф при т =  0. Кри­
вые 1 отвечают равномерному распределению начальных фаз в интерг 
вале [0,2л;] и единичным начальным амплитудам каждой реализации^
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•фрпАОе выбору всех начальных амплитуд равных 0,1 и таком\ 
же -распределению фаз. Эти случаи моделируют две физические ситуа 
ции, различающиеся порядком «включения» генератора и подачи н; 
него сигнала от внешнего источника: в первом случае предполагается 
•что в момегаг т =  0 внешние колебания начинают воздействовать на 
генератор, уже работавший до этого в автономном стационарном ре­
жиме, во втором — моделируется ситуация, когда самовозбуждение 
•колебаний в осцилляторе, начиная с небольших их начальных значе­
ний, происходит под воздействием поданного ранее сигнала от внешне­
го источника. Из приведенных на рис. 1, а зависимостей следует, что 
С увеличением размера ансамбля N  выборочные средние а и "<р прибли­
жаются к своим предельным значениям, независящим от начального

Рис. 1

распределения ансамбля. Для устранения переходных нестационар­
ных явлений, связанных с процессами установления колебаний, ока­
залось достаточным анализировать статистические характеристики, 
начиная с момента времени, на порядок большего времени релаксации 
автономного генератора, которое в нашем случае равно 2.

Методика определения статистических характеристик хаотических 
колебаний существенно зависит от того, к какому классу случайных 
процессов принадлежит исследуемый процесс. Оказалось, что возни­
кающие в системе (1) хаотические колебания являются периодически 
нестационарными. Для иллюстрации этого на рис. 1, б  приведены за­
висимости средних по ансамблю значений а, <р от времени, рассчитан­
ные путем усреднения по 1200 реализациям. По оси абсцисс на этом 
рисунке отложены значения величины т/71 — времени, нормированного 
на интервал Т  =  2л/£2, равный периоду явной.зависимости от времени 
правых частей уравнений (1). Особенностью изображенных зависимо­
стей является наличие явно выраженной периодичности в изменении 
а и ф во времени. Отклонение этих зависимостей от строго периодиче­
ских обусловлено эффектом конечности ансамбля реализаций, неиз­
бежным в численных расчетах, и уменьшается при увеличении N.  
Период изменения а для рассматриваемого случая в два раза меньше 
периода изменения <р, который совпадает с периодом явной зависимо­
сти от бремени уравнений (1). При других значениях параметров си­
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стемы в режиме хаотических колебаний наблюдались также процессы, 
период нестационарное™ которых в целое' число раз превосходил Т.

Аналогичным образом ведут себя другие величины, характеризу­
ющие вероятностные свойства хаотических колебаний, такие как дис­
персия, моменты высших порядков и др. Периодически зависят от вре­
мени также функции распределения вероятностей. Представление об 
их форме дает рис. 2, где показаны функции плотности вероятности 
амплитуды (сплошная линия) и фазы (штриховая линия) в.фиксирован­
ный момент времени для Д*. =  1,9 и Ля = 3 ,7 2 5 ; 4,350» (регулярные 
колебания) и Дд = 3 ,8 2 5 ; 4,025 (хаотические колебаний). Видно, что 
значения амплитуд сосредоточены вблизи а =  1 — амщштуды автоко-
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Рис. I

лебаний, а их распределения в случае хаоса близки к р — распреде­
лениям с резкими выброс,ами на краях, в то время как фаза распре­
делена в интервале [0,2л] более равномерно.

Таким образом, проведенные исследования показали, что хаотиче­
ские колебания, порождаемые системой уравнений (1), являются пе­
риодически нестационарными. Учитывая, что величины а и ср — мед­
ленно меняющиеся амплитуда и фаза высокочастотных колебаний 
осциллятора, можно утверждать, что последние есть квазипериоди­
чески нестационарные процессы (по аналогии с соответствующими ре­
гулярными колебаниями). Можно ожидать, что дальнейшие деталь­
ные исследования статистических характеристик хаотических процес­
сов позволят с новой точки зрения подойти к описанию бифуркаций 
странных аттракторов и классификации соответствующих хаотиче­
ских колебаний.
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