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МЕТОД ЭКСТРАПОЛЯЦИИ СИГНАЛОВ 
С ОГРАНИЧЕННЫМ СПЕКТРОМ

Одна из важных задач теории случайных процессов, имеющая мно­
гочисленные практические применения, заключается в следующем: 
требуется наилучшим образом оценить значение случайной величины Ь 
через значения’величины Ъа (а £ А ). Речь идет об отыскании функции 
I (Ъа/а £ А), зависящей от Ьа, а £ А ,  с наименьшей ошибкой, удовле­
творяющей приближенному равенству Ь ж Ь — } (Ьа/а £ А) (1). В ка­
честве примера можно рассмотреть прогноз (экстраполяцию) случай­
ного процесса, когда необходимо оценить значение случайной вели­
чины в момент времени I по его значениям на некотором множестве 
моментов времени Т ,  предшествовавших t [1]. При этом критерий опти­
мального наилучшего приближения зависит от практического харак­
тера рассматриваемой задачи. В теории линейного предсказания 
в качестве указанного критерия используют критерий минимальной 
среднеквадратической ошибки, заключающийся в подборе параметров 
(коэффициентов) предсказания, минимизирующих среднюю мощность 
сигнала ошибки экстраполяции 82=  М  \(Ь — Ь)2] (2). Некоторые
методы прогнозирования и предсказатели, обеспечивающие минималь­
ное значение 82, приведены в работе [2].

Рассматривается метод экстраполяции случайного сигнала, обла­
дающего ограниченным спектром, который можно использовать при 
построении систем управления и связи, обладающих запаздыванием, 
и позволяет уменьшить значение среднеквадратической ошибки про­
гноза. Суть прогнозирования основана на выборе в качестве предсказа­
теля устройства с передаточной функцией

<3>

где т — время прогноза. Выражение (3) запишем таким об разом:
+/ШТ

К (/*>) =  - .  (4)

Числитель выражения (4) соответствует передаточной функции «иде­
ального» экстраполятора, а знаменатель определяет ошибку прогно­
за, которая будет иметь периодический характер и явно выраженный 
максимум на критической частоте. Чтобы обеспечить минимальную 
ошибку прогноза в области эффективной ширины спектра случайного 
сигнала, время прогноза т надо выбирать достаточно малым (в этом 
случае знаменатель в выражении (4) близок к единице), что не всегда 
соответствует требуемому. В то же время выбор достаточно малого 
значения времени прогноза и использование п последовательно соеди­
ненных устройств с передаточной функцией (3) позволяют обеспечить
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заданное время прогноза т3 =  т  и минимизировать ошибку прогноза 
в области эффективной ширины спектра прогнозируемого сигнала. 
Тогда передаточная функция устройства имеет вид

к а  со)
e+/wnx

(5)COSraCOT

Устройство с передаточной функцией (5) обеспечивает минимум ошиб­
ки прогноза в области низких частот, достигая на критической частоте 
большого значения. Теоретические расчеты показали, что наилучшие 
результаты достигаются при следующей передаточной функции (3):

где А  (© )— некоторая периодическая функция, по своему значению 
не превышающая на периоде единицы. Один из вариантов определе­
ния А  (со) можно представить как А  (со) =  a cos 2сот -f- Ь (7). Однако 
устройство с передаточной функцией (6) в случае, когда А (со) опреде­
ляется (7), не может быть реализовано физически.

Устройство с передаточной функцией (5) позволяет обеспечить 
минимум среднеквадратической ошибки прогноза в области эффектив­
ной ширины спектра случайного сигнала, может быть физически реали­
зовано, но, как отмечалось, оно дает большое значение спектральной 
плотности ошибки прогноза на критической частоте. Максимум спек­
тральной плотности ошибки прогноза при т3 =  const можно «сдвинуть» 
вправо в область более высоких частот путем увеличения параметра п. 
Такой «сдвиг» максимума спектральной плотности ошибки прогноза 
позволяет разнести его по частоте е максимумом спектральной плот­
ности прогнозируемого сигнала и использовать их взаимнофильтру- 
ющие свойства. Как видно из выражения (4), взаимной фильтрации не 
будет на критической частоте, когда знаменатель равен нулю. Чтобы 
избежать этого, предлагается синтезировать устройство с передаточ­
ной функцией

ё, О  — некоторые постоянные коэффициенты. Значение ©а должно 
быть больше эффективной ширины спектра прогнозируемого сигнала.

Возникает задача синтеза устройства, которое бы имело переда­
точную функцию (8). Решить ее можно с помощью метода наимень­
ших квадратов, аппроксимируя передаточную функцию (8) выра­
жением

и

К ( М  =  ПU
где

(8)

лг
S  <Ч*Ч Ш

Ki. (/©) = м
1 +  S

(9)
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Тогда задачу синтеза устройства с передаточной функцией (8) сформу­
лируем так: найти значения коэффициентов а1 и Ьь выражения (9), 
которые бы минимизировали целевую функцию

g—/2шт____
м

1 +  £  bke - ’k™
ско 4 -

2  ate ~ ^
1=0

Л1

А=1

d w . (10)

Подынтегральное выражение в (10) представлено в виде дроби, в чис­
лителе и знаменателе которой стоят суммы по параметрам I и к соот­
ветственно. Минимизировать целевую функцию (10) достаточно слож­
но. Поэтому в некоторых случаях используют замену минимизации 
целевой функции (10) максимизацией другой функции:

oil М /V
— п  i t + Y t  v ~ /fetoT) ( 1 — e - v m) + ^  ъ е -} 1™ ja d® +

0 £=1 i=0
ш, M N

+  J !(1 +  2  bke~Ikm) (1 -  D) +  £
i= 0

(11)

Проинтегрировав выражение (11) и взяв частные производные по at и 
Ък, получим

N  '
dFx __ n  sin ico2t  —  sin iffljT , sin (I —  2) ajX sin (г— s) со3т

~  h («— 2) т b a s~ d ~ s ) ida£ IX
s~0

, V I , fsm (i — k  —  2 )ш 1т . „ s i n # — k ) a 2x —  sin (г —  й о д  \2j \ U— k — 2) т +  --------- (7=lj7------- J;
d F t _ n  n 2 . / sin —  sin feWjT . y i  , s in  ( 6 — п)со2т — sin (Й— n) © M  .

 kx— — + L  " --------------  J+
n=1

N
. Г 1  - / sin (t —  A —  2) Wit . p. sin ( i  —  k) ©2t  —  sin ( i  —  £) © jt  \

+  2 Л  [— ( Г - А - 2)т  +  D --------------- (T=*T7------------------- ) '
i= 0

Коэффициенты aiy bk найдем, решив систему линейных уравнений



Тогда выражение для передаточной функции экстраполятора предста­
вим как

ё
К  ( /с о ) -

1 +  .
2  Я{Є~1ІЄ,Х
*=о 

м
(13)

1 +  ^
4=1

Проанализируем, как изменяется значение среднеквадратической 
ошибки прогноза, которая определяется выражением

62 =

е +/(»пх_

1 +
V
<=о

і і +  2  
'  А=1

,—/А:шт

5  (со)йы,

(14)

где 5  (со)— спектральная плотность прогнозируемого сигнала. Квад­
рат модуля подынтегрального выражения однозначно определяет ошиб­
ку прогноза синтезированного устройства в сравнении с «идеальным* 
экстраполятором. Д ля нахождения зависимости среднеквадратиче­
ской ошибки прогноза исследуем квадрат модуля подынтегрального 
выражения, обозначив его как спектральную плотность ошибки про­
гноза 5„ (со). После несложных преобразований выражение для спек­
тральной плотности ошибки прогноза в формуле (14) представим как

5„ (со) =

М N М
(1+ ^ 6^” ^ + 2  аіЄ~ІІт ) е+1ап% -  +  %  ьке~>ы%)п

к= 1__________і= 0_____________.________к= 1 ________
М N

(1 +  2  +  2  а1е~ !Ш)п й=1 1=0
(15)

Чтобы привести выражение (15) к виду, 
удобному для решения, необходимо вое- У  
пользоваться формулой бинома Ньютона. ^  
Дальнейшие преобразования выражения ' 
для спектральной плотности ошибки про- 
гноза из-за их громоздкости опустим. Ре- 0,8 
зультаты вычислений спектральной плот- дд  
ности ошибки прогноза представлены в ви- ' 
де графиков на рисунке для случаев п — 4, '
п — 5, п — 6 (16). Как видно из графиков, 02 
максимум спектральной плотности ошибки 
прогноза с ростом параметра п сдвигается 
вправо по оси частот, что позволяет обес-

/  Я 3 4 о?
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печить эффективное прогнозирование сигналов со спектральной плот­
ностью, определяемой выражением:

( В ,  0 < с о < ю 0;
5(со) =  | в    п — 2, 4, 6, . . .  (17)

1 /3 +  (со — ш0)« ’ ® о < ® < ® 1 >
При этом значения среднеквадратической ошибки прогноза для сигна­
лов со спектральной плотностью (17) и условий (16) при В ~  1, п — 6, 
(|'„= 2 определяются площадями под кривыми 1, 2 , 3 соответственно. 
На максимум спектральной плотности ошибки прогноза влияет пара­
метр Э выражения (8). Его значения лежат в пределах от нуля до 
единицы. С ростом D максимальное значение спектральной плотности 
ошибки прогноза уменьшается. Выбирать значения параметра необ­
ходимо с учетом характера спектральной плотности прогнозируемого 
сигнала, так как одновременно с уменьшением максимального значе­
ния спектральной плотности ошибки прогноза происходит увеличение 
его значений в области низких частот. Это можно увидеть, проанализи­
ровав значения спектральной плотности ошибки прогноза, представ­
ленные в таблице для случая N — М  =  5, Т  =  1 с при различных 
значениях параметра I).

Значения спектральной плотности ошибки прогноза 5  (ю)

£> ш =  0 (О =  1 <0 — 2 0) =  3 <о =  4 СО яга  5 <» =  6 0) =  7

0,1 0,00 0,10 0,04 4,71 385 6316 4555 505
0,3 0 ,02 0,09 0,10 4,06 356 2519 1338 183
0,5 0,03 0,29 0,21 3.46 280 927 476 89
0,6 0,04 0,36 0,29 3,20 232 563 300 69
0,7 0,05 0,44 0,38 3,01 185 346 195 58
0,8 0,06 0,53 0,48 2,91 143 216 129 50
Таким образом, предложенный метод прогнозирования непрерыв­

ного случайного сигнала с ограниченным спектром позволяет умень­
шить значение среднеквадратической ошибки прогноза в результате 
разнесения максимумов спектральной плотности сигнала и ошибки 
прогноза.
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СОСТАВНЫЕ ФАЗОМАНИПУЛИРОВАННЫЕ СИГНАЛЫ 
С МАЛЫМИ ПЕРВЫМИ ПИКАМИ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ

При построении синхронных адресных систем связи (САСС) для 
кодового разделения каналов применяются ортогональные системы
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