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РЕКУРРЕНТНЫЙ  АЛГОРИТМ  МНК

СО  СКОЛЬЗЯЩИМ  ОКНОМ  ПРИ

КОРРЕЛИРОВАННЫХ  ПОМЕХАХ

РУДЕНКО О.Г., ШТЕФАН А., ХЮБЕНТАЛЬ Ф.

Рассмотрено построение рекуррентного алгоритма
оценивания нестационарных параметров объекта, опи-
сываемого уравнением линейной регрессии, при нали-
чии коррелированных помех. Проведены результаты
статистического моделирования.

Рассмотрим задачу идентификации линейного
объекта, описываемого уравнением

Y X сn n n n *  ,                  (1)

где   Y y y yn n
T

 1 2, , , — вектор выходных сигна-

лов n  1;   X x x xn n
T

 1 2, , , — матрица входных

сигналов n N ;   c c c cn n n Nn

T* * * *, , , 1 2  — искомый

вектор параметров N  1;   n n
T

   1 2, ,  — век-

тор помех n n 1 0 1 2; , , ,  — дискретное время.

Если c constn
*   и   n N I~ ,0 2 , для решения

задачи идентификации успешно применяется МНК,
обеспечивающий получение несмещенных оценок с

минимальной  дисперсией.  Если  c constn
*    и

 n nN D~ ,0 , гдеDn — ковариационная матрица

помех, используется обобщенный МНК, приводя-
щий к марковской оценке вида

 c X D X X D Yn n
T

n n n
T

n n   1 1 1 .            (2)

При cn
* var  обычно применяют рекуррентные

алгоритмы, базирующиеся на МНК и использующие
ряд приемов, позволяющих отслеживать нестацио-
нарность, например, экспоненциальное взвешива-
ние информации, применение той или иной модели
дрейфа, ограничение входящей в алгоритм матрицы
усиления (ковариационной матрицы), использова-
ние в алгоритме ограниченного количества измере-
ний (скользящее окно, содержащее фиксированное
количество измерений) [1, 2].

Целью данной работы является получение рекур-
рентных алгоритмов МНК со скользящим окном для
случая коррелированных помех, ковариационная
матрица которых
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предполагается невырожденной и известной. Здесь

   d M Mi j i j, ,   — символ математического ожи-

дания.
Для решения поставленной задачи воспользуемся

декорреляцией измерений.

Существует много методов решения задачи заме-
ны случайного вектора с коррелированными компо-
нентами другим случайным вектором, компоненты
которого взаимно не коррелированы и являются
линейными функциями компонентов исходного
вектора. Основная идея этих методов заключается в
том, что в рассмотрение вводится некоторая матрица
преобразования Т, изменяющая модель (1) следую-
щим образом:

TY TX c Tn n n                      (4)

и преобразовывающая помеху n  со свойствами

 n nN D~ ,0  в новую помеху n  со свойствами

  ~ ,n N I0 2 , т.е. обладающую скалярной ковари-

ационной матрицей   M T Т In n
T T   2

.

В этом случае основная задача декорреляции
сводится к выбору соответствующей матрицы преоб-
разования Т. При таком подходе в нашем случае
необходимо учитывать следующее.

Особенностью алгоритмов с фиксированным
окном (постоянной памятью) является то, что мат-
рица наблюдений X на каждом шаге формируется
следующим образом: в матрицу включается вновь
поступившее наблюдение, а затем исключается самое
старое либо наоборот — сначала исключается самое
старое, а затем вводится вновь поступившее. Соот-
ветственно формируются вектор выходных сигналов
Y и ковариационная матрица D. Таким образом, в
нашем случае необходимо определять матрицы пре-
образования T как при накоплении, так и при сбросе
информации.

Обозначим количество используемых в алгорит-
ме наблюдений L. Так как оценка (2) справедлива для

n N , где N — размерность оцениваемого вектора,
то L N .

Пусть после (n-1)-го шага с использованием L

последних измерений была получена оценка cn1,

которая по аналогии с (2) может быть записана в виде
[3]:
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где   X x x xn L n L n L n
T

    1 1 1|   — матрица L N ;

 Y y y yn L n L n L n
T

    1 1 1| , , ,  — вектор L  1; �
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 —

— матрица L L .
Использование вновь поступившего n-го наблю-

дения соответствует накоплению информации и
позволяет получить новую оценку по L+1 наблюде-
ниям

 c X D X X D Yn L n L
T

n L n L n L
T

n L n L| | | | | | |  

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1 1 1
1

1

1

1 1
1

1,(6)

где   X X xn L n L n
T

| | 1 1   — матрица   N L 1 ;
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 Y Y yn L n L n
T

| | 1 1   — вектор  L  1 1; (7)

D
D d

d dn L
n L n

n
T

n n
|

|

,


 


1

1 1

1
 — матрица   L L  1 1 . (8).

Здесь   d d d dn
T

n n L n n L n n     1 1 1, , ,

  M n L
T

n 1|  .

Соответствующую матрицу преобразования 
будем искать в виде

.                 (9)

Воспользовавшись соотношением

,             (10)

можно получить систему уравнений относительно
неизвестных элементов матрицы (9), решая которую,
находим

,       (11)

.             (12)

Так как элементы матрицы Tn пересчитываются

рекуррентно, а соотношение (10) должно выполнять-
ся на каждом шаге, то из (10) следует, что начальное

значение T0  нужно выбрать равным T0
0 5 


,
. В

этом случае декоррелированная помеха будет иметь
единичную дисперсию.

Таким образом, переход от уравнения (1) к (4) или
в нашем случае к уравнению

~ ~ ~
| |

*
|Y X cn L n L n n L   1 1 1 ,

где 
~
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~

| | |X T Xn L n L n L  1 1 1,

~
| | n n L n LT  1 1, приводит к получению оценки
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рекуррентная форма которой определяется стандар-
тным приемом путем использования блочного пред-
ставления входящих в оценку матриц.

Вводя обозначение

   ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
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T
n L n L

T
n L n n

T
  






  1 1 1

1

1

1
(14)

и применяя к (14) лемму об обращении матриц,
имеем

K K
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.       (15)

Выбор начального значенияK0 осуществляется

как в обычном рекуррентном МНК. Подстановка в
(13) выражений (7), (9), (15) и несложные преобра-
зования дают
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Здесь   ~ , | | ,x t x d D X t xn
T

n n n
T
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 ~ , | | ,y t y d D Y t yn n n n n
T

n L n L n n n   


1 1
1

1        (18)

Учитывая (17), (18), соотношения (15), (16) можно
переписать так:
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Для организации процедуры сброса устаревшей
информации воспользуемся также блочным пред-
ставлением входящих в выражение для оценки век-
тора и матриц, сформировав, однако, блоки следую-
щим образом:
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где     d d d Mn L
T

n L n L n L n n L n L
T

      , , |1   .

При этом матрицу преобразования 
~
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Использование условия 
~ ~

| | |T D T In L n L n L
T

n   1 1 1

позволяет получить систему уравнений относитель-
но неизвестных элементов матрицы, решая которую,
имеем
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1 .           (24)

Подстановка в формулу для оценки c n L|  всех

выражений для матриц и несложные преобразования
дают следующие соотношения, описывающие про-
цесс сброса устаревшей информации:
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где   ~
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 ~
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Соотношения (25), (26) с учетом (27), (28) можно
записать так:
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Таким образом, рекуррентный алгоритм МНК-
оценки при коррелированных помехах состоит из
двух процедур, первая из которых, описываемая
соотношениями (15), (16) (или (19), (20)), соответ-
ствует накоплению информации, а вторая, исполь-
зующая соотношения (25), (26) (или (29), (30)), —
сбросу устаревшей информации.

По аналогии с изложенным несложно получить
рекуррентную форму МНК-оценки, в которой сна-
чала сбрасывается устаревшая информация, а затем
используется вновь поступившая.

На рис. 1, 2 приведены результаты моделирования
работы алгоритма (15), (16), (25), (26) при оценива-

нии скачкообразно изменяющихся параметров cn
*

для случая   x N~ ,0 1 , N  5, L  6 (тонкие линии)

и L  8 (жирные линии).

Рис. 1

Помеха предполагалась стационарной, коррели-
рованной с коэффициентами корреляции 0,5 (рис. 1)

и 0,9 (рис. 2) и 
2 0 2 , . Проводилось усреднение по

10 реализациям.
Как видно из рис.1,2, алгоритмы обеспечивают

слежение за изменяющимися параметрами с некото-
рым запаздыванием, зависящим от величины L, на
выбор оптимальных значений которой влияют мно-
гие факторы.
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