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Введение

Постановка проблемы. Анализ публикаций по 
теме исследования. На практике, используя тра-
диционные схемы методов конечных элементов 
(МКЭ) построенных на основе вариационного ме-
тода Лагранжа для решения задач с особенностями 
(учёт слабой сжимаемости материалов), возника-
ют определённые трудности, для преодоления ко-
торых используют вариационные методы разного 
вида. Это методы Ху-Вашицу (смешанный метод), 
Кастильяно (метод сил) и др. [1, 2]. Однако «метод 
сил» не нашёл широкого применения в расчётах 
конструкций в силу сложности аппроксимации 
напряжённо- деформированного состояния объ-
екта. 

«Смешанные методы», в отличие от «мето-
да сил», повсеместно используются при создании 
машино-строительных конструкций. В частности, 
для исследования напряжённого состояния эла-
стомеров используют вариационные принципы 
Л.П. Германа, С. Кея, Й. Нагтегала [3, 4]. 

Помимо положительных моментов, смешан-
ные модели МКЭ обладают рядом недостатков: 
большой порядок разрешающей системы уравне-
ний по сравнению с МКЭ в форме метода пере-
мещений. Поэтому для задач с указанной особен-
ностью предпочтительнее МКЭ в форме метода 
перемещений на базе вариационного принципа 
Лагранжа [5-7].

Формулирование целей статьи. В последние 
годы встаёт вопрос о разработке инструменталь-
ных систем автоматизированного проектирования 
(САПР), в которых использовались бы приведён-
ные выше вариационные принципы. Современные 
расчётно-вычислительные комплексы, предназна-
ченные для изучения свойств материалов, находя-
щиеся в напряжённо-деформированном состоя-
нии, содержат целый ряд методов приближённых 
вычислений: решение больших систем алгебраи-
ческих и трансцендентных уравнений, численное 
интегрирование и дифференцирование и т.д., а так 
же большое количество вспомогательных нестан-
дартных расчётов [8, 9]. В данной статье будет рас-
смотрен вывод формулы потенциальной энергии 
системы для кубического конечного элемента на 
основании моментной схемы КЭ, с последующим 

её использованием для расчёта в системе FORTU-
FEM [10]. 

1. Основная часть

Выведем формулу потенциальной энергии для 
кубического конечного элемента с единичными 
рёбрами. Рассмотрим линейную аппроксимацию 
перемещения. 

Энергии упругой деформации такого КЭ мож-
но найти из формулы:
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при этом её вариация, исходя из принципа Лагран-
жа, равна нулю δΠ = 0 . В формуле (1) σij  – напряже-
ния, εij  – деформации, возникающие при внешних 
нагрузках на тело. Между собой они связаны соот-
ношениями закона Гука:

σ µ λ ε λε λε11 11 22 332= +( ) + + ,

σ λε µ λ ε λε22 11 22 332= + +( ) + ,

	 σ λε λε µ λ ε33 11 22 332= + + +( ) , 	 (2)

σ µε12 12= ,σ µε13 13= ,σ µε23 23= ,

здесь m, l – параметры Ляме, которые находятся по 
формулам:
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где Е – модуль Юнга и v  – коэффициент Пуассона 
являются физическими постоянными.

Элементарный объём можно найти из соотно-
шения: 
	 dV gdxdydz= .	 (4)

Основной принцип моментной схемы лежит 
в разложении аппроксимирующей функции в ряд 
Тейлора с последующим отбрасыванием n- ых чле-
нов ряда. Для пространственного шестигранного 
конечного элемента эта функция, представленная 
в виде ряда, будет иметь следующий вид:
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где w
k

pqr
'  – коэффициенты разложения, ψ pqr  – на-

бор степенных координатных функций, определя-
емых по формуле:
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(p = 0, 1; q = 0, 1; r = 0,1).     (6)

Деформации ε  внутри КЭ определяются че-
рез перемещения внутренних точек по следующим 
формулам:
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Компоненты тензора деформации разложим 
в ряд Макларена в окрестности начала координат:

	 ε ψij
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В разложении компонент деформаций наря-
ду с коэффициентами разложения деформаций 
присутствуют коэффициенты разложения жёст-
ких поворотов. Это обстоятельство обуславливает 
причину замедленной сходимости МКЭ. Что бы её 
устранить отбросим эти члены ряда. 

Для кубического КЭ, который имеет единич-
ные метрики измерения, представленного в есте-
ственной системе координат, можно определить 
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После подстановки и соответствующих преоб-
разований получим формулу для нахождения по-
тенциальной энергии системы, выраженную толь-
ко через узловые сдвиги и переменные x, y, z:
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2. Исследование осадки резинового  
виброизолятора ВР-201 

Рассмотрим объект сложной формы, такой как 
виброизолятор ВР-201. 

Виброизоляторы ВР служат для работы в ка-
честве основных упругих и виброизоляционных 
элементов, связывающих между собой колеблю-
щиеся и неподвижные части машин, а также для 
снижения влияния вибрационного воздействия 
от вентиляторов на различные конструкционнные 
элементы. 

Материал, который используется для их про-
изводства, резиновая смесь 51-1562 ТУ 105 1325- 
79.

 Расчёт объекта будет производиться с жёстко 
закреплённым основанием и распределённой на-
грузкой на его верхнюю часть.

Согласно техническим характеристикам, 
приведённым в [11], рабочая нагрузка на вибро-
изолятор составляет P Hраб = 250 , предельная 
– P Hпред = 400 . При этом осадка при рабочей 
нагрузке равна wраб м= ⋅ −8 10 3 , а при предельной – 
wпред м= ⋅ −12 10 3 .

В работе [12] приведены результаты испыта-
ния резины марки 51-1562 на протяжении t = 31350 
часов. При t = 0 коэффициент Пуассона материала 
был равен v = 0 499, . Но в процессе эксплуатации 
происходит износ материала и в конце срока коэф-
фициент равен v = 0 467, .

Размеры исследуемой конструкции представ-
лены на рис. 1, а и 1, б.

Данная задача решалась при E = 2 1. МПА .
С помощью препроцессора системы FORTU-

FEM была построена регулярная конечно-эле-
ментная модель виброизолятора, состоящая из 
12575 узлов и 6830 в форме параллелепипеда (рис. 
2). Так как изучаемый объект является телом вра-
щения, то для простоты и удобства расчёта будем 
рассматривать его четвёртую часть.
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Рис. 1. Схема виброизолятора ВР–201

 
Рис. 2. Модель виброизолятора ВР-201

Экспериментально доказано, что при v = 0 49,  
прогиб виброизолятора ВР-201 соответствует ха-
рактеристикам, которые заявлены в технической 
документации.

На рис. 3 показаны графики зависимости раз-
ных видов прогибов от коэффициента Пуассона.

Рис. 3. Графики зависимостей разных видов осадок  
от коэффициента Пуассона

Из представленных графиков можно заклю-
чить, что за время эксплуатации виброизолятора 
ВР-201, из-за износа материала осадка увеличива-
ется более чем в два раза. 

Для проверки эффективности работы рассма-
триваемой расчётной схемы сопоставили числен-
ные результаты расчётов нормальных напряжений 
в системе FORTU-FEM и МІРЕЛА+ [12] при раз-
личных вертикальных нагрузках (рис. 4). 

 
а

 
б

Рис. 4. Графики сравнения распределения нормальных 
напряжений в виброизоляторе ВР-201: а – при нагрузке 

1,3 МПа, б – при нагрузке 0, 79 МПа

Была выявлена хорошая согласованность 
данных.
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Выводы

Классические методы конечных элементов 
требуют, чтобы поле перемещения точек вну-
три КЭ аппроксимировалось полиномиальными 
функциями [2–4]. Такие варианты МКЭ обла-
дает медленной сходимостью в силу того, что эти 
функции, аппроксимирующие поля перемеще-
ний, включают слагаемые, описывающие жёсткие 
смещения КЭ и не учитывают «эффекты ложного 
сдвига».

Эти недостатки можно устранить, используя 
МСКЭ. 

Для решения проблемы была проанализирова-
на и охарактеризована МСКЭ для пространствен-
ного КЭ. Это позволило внедрить разработанную 
модель в универсальную автоматизированную си-
стему FORTU-FEM. 

Точность используемой схемы проверенно на 
конкретном примере. 
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Застосування моментної схеми скінченних елементів 

для розв’язання задач механіки еластомерів / В.В. Лаврик 
// Біоніка інтелекту: наук.-техн. журнал. – 2015. – № 1 
(84). – С. 96–99. 

У статті були представлені формули моментної схеми 
скінчених елементів які реалізовані у системі автомати-
зованого проектування FORTU-FEM. За допомогою 
даної схеми було досліджено напружено- деформований 
стан віброізолятора ВР-201. Були одержані дані, які до-
бре узгоджувалися з раніше розрахованими результата-
ми.

Іл. 4. Бібліогр. 12 найм.

UDC 519.688
Application moment scheme finite elements solutions for 

problems of mechanics elastomer / V.V. Lavrik // Bionics of 
Intelligense: Sci. Mag. – 2015. – №1 (84). – P. 96–99. 

The article presents formulas moment finite element 
schemes are implemented in computer-aided design FOR-
TU- FEM. With this scheme was investigated of stressed de-
formed state vibroinsulator BP-201. There were findings that 
are well consistent with the previously calculated results.
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