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Â ðàññìîòðåííîé äåòåðìèíèñòñêîé ìîäåëè âîïðîñ
î òîì, êàêàÿ ïîïóëÿöèÿ âûæèâåò, çàâèñèò, ïðåæäå
âñåãî, îò òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè íà÷èíàåò
ðàçâèâàòüñÿ ïðîöåññ. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ýòîé çàäà÷è, òî ñëåäóåò
îæèäàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ â íà÷àëå ïðî-
öåññà îêàæóò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î äîñòèæè-
ìîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðîöåññà, îïè-
ñûâàþùåãî ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäåëü ðîñòà è ãèáåëè
äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ïîïóëÿöèé, ïðè èçìåíåíèè
çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî
å¸ èçìåðåíèÿì, ñîäåðæàùèì ñëó÷àéíóþ îøèáêó ïî
íåçàâèñèìîé âûáîðêå îãðàíè÷åííîãî îáúåìà. Ïðè-
áëèæåíèå èùåòñÿ â âèäå îòðåçêà ðÿäà ïî çàäàííîé
ñèñòåìå ôóíêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ïîäáîðà ïî-
ðÿäêà ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå òó èëè èíóþ àïðèîðíóþ
èíôîðìàöèþ, è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ.

1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå âîïðîñà âûáîðà ïîðÿäêà ìîäåëè, çàíèìà-
þùåãî öåíòðàëüíîå ìåñòî ïðè âûáîðå ìîäåëüíîé
ñòðóêòóðû, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì óñëî-
âèåì, ãàðàíòèðóþùèì óñïåøíîå ðåøåíèå ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷. Ïðèáëèæåíèå äëÿ âîññòàíàâëèâàåìîé
ôóíêöèè íàõîäèòñÿ â âèäå îòðåçêà ðÿäà ïî çàäàí-
íîé ñèñòåìå ôóíêöèé. Ìåðîé òî÷íîñòè ìîæåò
ñëóæèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðîãíîçà
ôóíêöèè íà âñåì îòðåçêå èëè îøèáêà ïðîãíîçà â
òåõ æå òî÷êàõ. Àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð àëãîðèò-
ìà îöåíèâàíèÿ ïî âûáîðêå îãðàíè÷åííîãî îáúåìà.
Äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå îáúåêòà êîíå÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè öåëüþ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå îòûñêàíèå èñòèí-
íîãî ïîðÿäêà N, à ïîñòðîåíèå ìîäåëè, äàþùåé
íàèëó÷øèé ïðîãíîç (å¸ ïîðÿäîê îáû÷íî ìåíüøå
N). Èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î âîñ-
ñòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê âûáîðó ïîä-
õîäÿùåé ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
êîíêðåòèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ìåòîäîëîãèè âîññòà-
íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè, îñíîâàííîé íà ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîé îøèáêå ïðîãíîçà, ïðè ïîñòðîåíèè ïîëè-
íîìèàëüíîé ðåãðåññèè ïî âûáîðêàì êîíå÷íîãî
îáúåìà è ïîñòðîåíèå íà èõ îñíîâå ðåàëèçóåìûõ
àëãîðèòìîâ ïðè ðàçëè÷íûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ.

2. Ìèíèìèçàöèÿ äîñòèãíóòîãî çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî
ðèñêà

Äëÿ îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ íà êîíå÷íûõ âû-
áîðêàõ äàííûõ áåç îáðåìåíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèé î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïåðåìåííûõ èçâå-

ñòåí êðèòåðèé, êîòîðûé ïîëó÷åí Âàïíèêîì, êàê
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ îöåíêà ñâåðõó òåîðåòè÷åñ-
êîé ôóíêöèè ñðåäíåãî ðèñêà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äëÿ çàäà÷è âûáîðà ñòðóêòó-
ðû ðåãðåññèè ýòîò êðèòåðèé ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå

n
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)T(G – ðåçóëüòàò îöåíèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà G ïî âûáîðêå T;  N – ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, íà êîòîðîå îòîáðàæàåòñÿ âûáîðî÷íîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èç êëàññà 
àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè f ïî âûáîðêàì
îáú¸ìà n ;  – âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî. Ìåòîä ïîèñêà ìèíèìóìà ãàðàíòèðî-
âàííîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ñðåä-
íåãî ðèñêà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà (1) îïè-
ñàí â [1] è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñòðóêòóðíîé ìèíè-
ìèçàöèè ðèñêà. Äðóãèì ñïîñîáîì îöåíêè ïî âû-
áîðêå T çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà, ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ êîòî-
ðîé åñòü âûðàæåíèå
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íàçûâàåìîå âåëè÷èíîé ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ [1].
Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà (3) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé
îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñðåäíåãî ðèñ-
êà ïðè ôèêñèðîâàííîì àëãîðèòìå îöåíèâàíèÿ
ôóíêöèè ïî íåçàâèñèìîé âûáîðêå îáúåìà n-1. Äëÿ
ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ âìåñòî (3) ïðåäëîæåíî âûðà-
æåíèå
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ãäå A – ìàòðèöà ðàçìåðà n n, îñóùåñòâëÿþùàÿ
ëèíåéíîå îöåíèâàíèå âèäà ia,Ayy – i-ÿ ñòðîêà
ìàòðèöû A. Âûðàæåíèå (4) íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì
âçàèìíîé çíà÷èìîñòè. Õîòÿ âåëè÷èíà vC  íåñìå-
ùåíà îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñðåä-
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íåãî ðèñêà, íåîáõîäèìî îòìåòèòü ðàçáðîñ êðèòåðèÿ
â îòíîøåíèè åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïðè îáú¸ìå
âûáîðêè, ñîèçìåðèìîì ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-
ñòâà N (ïðè îöåíèâàíèè ôóíêöèè f â N-ìåðíîì
ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå), äèñïåðñèÿ âåëè-
÷èíû vC  áîëüøàÿ è ïðèìåíåíèå ïîñëåäíåé â
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðà àëãîðèòìà ìîæåò ïðèâî-
äèòü ê ïëîõèì ðåçóëüòàòàì.

3. Âûáîð ïîðÿäêà ìîäåëè

Ïðèìåì çà ìåðó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó ïðîãíîçà ôóíêöèè íà
âñ¸ì îòðåçêå [a,b]:
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó íàáëþäåíèé.

Èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ iy  ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ
n,,1i],b,a[x i , ñîäåðæàùèå ñëó÷àéíóþ ïîìåõó

iii,i )x(fy .                         (7)

Èùåòñÿ ïðèáëèæåíèå äëÿ f(x) â âèäå êîíå÷íîãî ðÿäà
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Ïîìåõè i  íå êîððåëèðîâàíû, öåíòðèðîâàíû è
èìåþò îãðàíè÷åííóþ äèñïåðñèþ.
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Òî÷êè n,,1i,x i  ôèêñèðîâàíû, â êà÷åñòâå
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N èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ, k – çàäàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà

îòðåçêå [a,b] R .

Ââåäåì âåëè÷èíó îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ
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Èòàê, åñëè â çàäà÷å ïðîãíîç ïðîâîäèòñÿ äëÿ òî÷åê

ix  (”ýêçàìåí“ ïðîâîäèòñÿ â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è
”îáó÷åíèå“), òî ïîðÿäîê ìîäåëè ìîæíî âûáèðàòü
èç óñëîâèÿ
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Ýòîò êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì Ìåëëîóñà -
Àêàéêå. Õîòÿ êðèòåðèé ( 10) íå òðåáóåò íèêàêèõ
àïðèîðíûõ ñâåäåíèé î çàäà÷å, íî ëèøü äëÿ ñðåäíåãî

NC  ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè òîì æå N, ÷òî è äëÿ
ñðåäíåãî ðèñêà ND .

 Êðîìå òîãî, ìèíèìèçèðîâàëàñü âåëè÷èíà ND , à íå

NL , à â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èíòåðåñóåò ñðåäíèé
ðèñê NL (”ýêçàìåí“ ïðîâîäèòñÿ íà âñåì îòðåçêå
[a,b] ) . Åñëè äîñòóïíà íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
ïîâåäåíèè ôóíêöèè f(x), íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî
f(x) îáëàäàåò òîé èëè èíîé ãëàäêîñòüþ, ôóíêöèè

)x(k  -òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èëè àëãåáðàè÷åñêèå
ïîëèíîìû, òî èçâåñòíà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ìîæíî ïîêàçàòü áëèçîñòü

NN LиD  ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ê âåëè÷èíå
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äëÿ âñåõ N, òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè àëãåáðà-

è÷åñêèìè ïîëèíîìàìè [2] è ðàâíîìåðíîé ñåòêè ix
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèÿìè (10) è (11) ìîæíî ëèøü
â òîì ñëó÷àå, åñëè âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ
îáëàäàåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ãëàäêîñòüþ. Ãðàíèöà

N  â (10) è (11) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

)n(oN 5/2 .                   (16)

Íàïðèìåð,

3/1cnN .                    (17)

Èññëåäóåì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåð-
êè ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ ïðè ïîñò-
ðîåíèè ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè ïî âûáîðêàì
êîíå÷íîãî îáúåìà.

;
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4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ
êðèòåðèåâ âûáîðà îïòèìàëüíîãî àäãîðèòìà

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâ-
íîñòè îïèñàííûõ ïîäõîäîâ áûëà âûáðàíà çàäà÷à
îöåíèâàíèÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè ðåãðåññèè. Ïðè
ýòîì ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà nn11 y,x,,y,xT  ãå-
íåðèðîâàëàñü ñîãëàñíî ìîäåëè (7) ñ ïàðàìåòðàìè

)11i(1,0x
,21n),01,0(N~],1,1[x,xsin)x(f

i

2

 (18)

Åñëè îïðåäåëèòü ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì
êîýôôèöèåíòû kc ñ )x(k  ïîëèíîìàìè Ëåæàíä-
ðà, òî ìîæíî âû÷èñëèòü NNN A,L,D äëÿ ýòîé
çàäà÷è è îïòèìàëüíûå ïî ýòèì êðèòåðèÿì N. Òàê
êàê ýòè äàííûå íåèçâåñòíû, òî âîñïîëüçóåìñÿ
êðèòåðèåì (10). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ns  ââåäåì
ïîëèíîìû ×åáûøåâà, îðòîãîíàëüíûå íà ñåòêå ix ,
ìîæíî âìåñòå ñ ìåòîäîì [3] îðòîãîíàëüíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ. Îöåíêè Nc  èìåþò âèä (15). Âåëè÷èíà
n
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N )),c(y(ns  áóäåò òîé æå, ÷òî è äëÿ

ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë.1 ïî
êðèòåðèþ (11) ñ îöåíêàìè , êðèòåðèþ (1) c

3)1N/nln(N(n1/(sC 1
NN ,

ãäå íàäåæíîñòü ðàâíîìåðíîé îöåíêè  ïðèíÿòà

ðàâíîé 0,95, ïî êðèòåðèþ (4) ñ 
2

N
N

)
n
N1(

s
C è

êðèòåðèþ(10).Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ïî äðóãèì èçâåñòíûì êðèòåðèÿì (FPE, Ãàóññà
ñîîòâåòñòâåííî):

.

N Критерии 
п/п (11) (1) (4) (10) (19) (20) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

16 
3 
2 
0 
2 
1 
3 
1 
0 
2 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

30 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
5 
0 
6 
4 
2 
1 
2 
1 
1 
0 
0 
0 
1 
4 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
6 
0 

11 
4 
3 
1 
2 
1 
0 
0 
0 
2 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
2 
0 
4 
4 
1 
0 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
2 

14 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
5 
1 
1 
0 
0 
1 
2 
0 
1 
1 
3 

15 

ND
20N

NL

20N

ND

10N

NL
10N

Òàáëèöà 1 N Критерии 
п/п (11) (1) (4) (10) (19) (20) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
4 

18 
6 

0 
12 
0 

18 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
6 
0 
7 
1 
8 
0 
6 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
2 
1 
1 
2 
1 
4 
3 
5 

10 

0 
0 
0 
0 
0 
2 
0 
2 
0 
9 
1 
3 
2 
2 
3 
0 
0 
1 
3 
2 

0 
0 
0 
0 
0 
4 
0 
3 
0 
4 
0 
4 
0 
4 
1 
2 
2 
0 
4 
2 

ND
20N

NL

20N

ND

10N

NL
10N

Òàáëèöà 2
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),Nn/()Nn(sC NN             (19)

)Nn/(sC NN .                (20)

Óêàçàíî, ñêîëüêî ðàç èç 30 ðåàëèçàöèé âûáèðàëàñü
äàííàÿ ñòåïåíü N, à òàêæå ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì
îøèáêè ïðîãíîçà NN DиL  , ò.å. âåëè÷èíû

n

1i

2
iNi

1
1

1

2
N ))x(f)x(f(n,dx))x(f)x(f(

2
1

,

óñðåäíåííûå ïî ðåàëèçàöèÿì.

Âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
îòðàçèëîñü íà ïîâåäåíèè ðÿäà êðèòåðèåâ (îñîáåííî
êðèòåðèÿ Ãàóññà), íî ñåðüåçíûõ îøèáîê ïðè èõ
èñïîëüçîâàíèè íå âîçíèêàåò.

Ïðèìåì 
0x,1
0x,0

)x(f
,

.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ïðèâåäåííûì êðèòåðè-

ÿì äàíû â òàáë.2 äëÿ N =n-1. Âèäíî, ÷òî ïðèìåíå-
íèå âñåõ êðèòåðèåâ, êðîìå êðèòåðèÿ Âàïíèêà,
ïðèâîäèò ê ïëîõèì ðåçóëüòàòàì â ñëó÷àå èíòåãðàëü-
íîé îøèáêè ïðîãíîçà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî f(x)
ðàçðûâíà, êîýôôèöèåíòû kc  óáûâàþò ìåäëåííî,
çíà÷åíèÿ n è 2  ìàëû. Îäíàêî, åñëè íàçíà÷àòü
âåðõíþþ ãðàíèöó N  ìåíüøåé n, à èìåííî âçÿòü

]n4[N 3/1  (â äàííîì ñëó÷àå N =10), òî çíà÷åíèÿ
N>10, ïðèâîäÿùèå ê áîëüøèì îøèáêàì , íå áóäóò
âûáèðàòüñÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âîññòàíîâëåíèè çàâèñèìîñòè
ïî âûáîðêàì êîíå÷íîãî îáúåìà êðèòåðèé ñòðóêòóð-
íîé ìèíèìèçàöèè, à òàêæå êðèòåðèé (11), åñëè
âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò äîñòàòî÷íî
âûñîêîé ãëàäêîñòüþ ,äàþò ïðèìåðíî ðàâíûå ïî
òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì.

Íàçíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû N  ìåíüøåé n â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (16) äëÿ ïðèáëèæå-
íèÿ ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïðè-
âîäèò ê ïîëó÷åíèþ ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé îøèáêè
ïðîãíîçà ïðè âîññòàíîâëåíèè ðàçëè÷íûõ çàâèñè-
ìîñòåé.
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