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Ïðîïîíóºòüñÿ òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ðîçñ³ÿíå
ïîëå ó ôàçèðîâàí³é ðåø³òö³ ç íàï³âîáìåæåíèõ ïëîñêèõ
õâèëåâîä³â ïðè ñèíôàçíîìó çáóäæåíí³. Çàñòîñîâóºòüñÿ
ìåòîä ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç
â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì ó ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè.

1. Àêòóàëüí³ñòü äîñë³äæåííÿ

Ñòðîã³ àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷
çàéìàþòü îñîáëèâå ì³ñöå â ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³.
Îòðèìàí³ ç ¿õíüîþ äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòè ìàþòü
âåëèêó ö³íí³ñòü, îñê³ëüêè º îñíîâîþ äëÿ íàñòóïíèõ
÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â. Âèâ÷åííÿ ³ ðîçâèòîê êîí-
ñòðóêòèâíèõ ìåòîä³â âèð³øåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷,
ùî äîïóñêàþòü ïîáóäîâó ñòðîãîãî àíàë³òè÷íîãî
ðîçâ’ÿçêó, ïðîäîâæóþòü çàëèøàòèñÿ àêòóàëüíèìè
ó âñ³õ íàóêîâèõ íàïðÿìêàõ.

Á³ëüø³ñòü ìåòîä³â, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîç-
ðàõóíêó ôàçèðîâàíèõ àíòåííèõ ðåø³òîê (ÔÀÐ),
ãðóíòóºòüñÿ íà êëàñè÷í³é òåîð³¿ [1,2], àíàë³òè÷íèõ
ìåòîäàõ [3-5], ÷èñåëüíèõ ³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðå-
çóëüòàòàõ [6]. Àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ÷àñòî º íàáëèæå-
íèìè, à ïîáóäîâàí³ íà ¿õí³é îñíîâ³ ÷èñåëüí³ –
ïðèïóñêàþòü íàÿâí³ñòü ÷àñîâèõ âèòðàò, ïîâ’ÿçàíèõ
ç îá÷èñëþâàëüíîþ ñêëàäí³ñòþ ³ ï³äâèùåííÿì òî÷-
íîñò³ ðåçóëüòàò³â.

Âèõîäÿ÷è ç³ ñêàçàíîãî âèùå, âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü
ó ñòâîðåíí³ åôåêòèâíèõ àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîç-
â’ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷, ùî äîçâîëÿþòü áóäóâàòè
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê, çðó÷íèé äëÿ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó.

Ö³ëü – ðîçðîáêà ìåòîäó äëÿ àíàë³çó é ðîçðàõóíêó
ïåâíîãî êëàñó ÔÀÐ ç ìåòîþ âèâ÷åííÿ ¿õí³õ åëåê-
òðîäèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî äàñòü â³äïîâ³äíó
òåõí³êó àíàë³çó ³ ñèíòåçó, íåîáõ³äíó ïðè ðîçðîáö³
àíòåí.

2. Ïîñòàíîâêà ³ ãåîìåòð³ÿ çàäà÷³

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî íåñê³í÷åííó ôàçèðîâàíó
ðåø³òêó, óòâîðåíó ïëîñêèìè íàï³âîáìåæåíèìè
õâèëåâîäàìè (ðèñóíîê), ñò³íêè ÿêèõ ââàæàþòüñÿ
íåñê³í÷åííî òîíêèìè, ³äåàëüíî ïðîâ³äíèìè; øèðè-
íà ì³æ íèìè a . Ïàäàþ÷å ïîëå â êîæíîìó ³ç
õâèëåâîä³â ìàº îäíàêîâó àìïë³òóäó ³ äëÿ áóäü-ÿêèõ
äâîõ ñóñ³äí³õ ç íèõ çðóøåíå çà ôàçîþ íà îäíàêîâèé
êóò (ñèíôàçíå çáóäæåííÿ) [1].

Íåõàé 0  – êóò íàõèëó ãîëîâíîãî ïåëþñòêà
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ñêëàäàºòüñÿ ò³ëüêè ç îñíîâíî¿ õâèë³ òèïó ÒÅÌ, äëÿ
m -ãî õâèëåâîäó ìàºìî òàêå çîáðàæåííÿ êîìïî-
íåíò³â ïîëÿ:

imuikx)i()i(
y eeH ,             (1)

)i()i(
x zi

1E ,                (2)

)i()i(
z x

1E ,                (3)

çà óìîâè 0x  ³ a)1m(zma .

Ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ïîëå, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ó
â³ëüíèé ïðîñò³ð ³ â³äáèâàºòüñÿ â õâèëåâîäè.

3. Ìåòîä ðîçâ’ÿçêó

Âèêîðèñòîâóºìî ìåòîä çøèâàííÿ (àáî ìåòîä ÷àñò-
êîâèõ îáëàñòåé), ùî çðó÷íèé äëÿ äîñë³äæåííÿ
ñòðóêòóð ñêëàäíîãî âèãëÿäó, ÿê³ ðîçïàäàþòüñÿ íà
äâ³ é á³ëüø ïðîñò³ ñóì³æí³ îáëàñò³. Äëÿ êîæíî¿ ç íèõ
ìîæíà îäåðæàòè ðîçâ’ÿçîê çà äîïîìîãîþ ðîçïîä³ëó
çì³ííèõ. Ïåðøèé êðîê ïîëÿãàº â çîáðàæåíí³ íå-
â³äîìèõ ïîë³â äëÿ êîæíî¿ ÷àñòêîâî¿ îáëàñò³ ó
âèãëÿä³ ðîçêëàäàííÿ çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè. Ó
ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò êîìïîíåíòè åëåê-
òðîìàãí³òíîãî ïîëÿ º ðîçâ’ÿçêàìè ñêàëÿðíîãî ð³âíÿí-
íÿ Ãåëüìãîëüöÿ ó â³äïîâ³äí³é îáëàñò³, ïîáóäîâà
ïåð³îäè÷íîãî ð³øåííÿ ÿêîãî, ùî çàäîâîëüíÿº ãðà-
íè÷íèì óìîâàì, º çì³ñòîì òåîðåìè Ôëîêå. Îðòî-
íîðìîâàí³ ôóíêö³¿ ïîïåðå÷íèõ êîîðäèíàò ÿâëÿþòü
ñîáîþ ñèñòåìó ñêàëÿðíèõ ïðîñòîðîâèõ ãàðìîí³ê
(ãàðìîí³ê Ôëîêå), íà îñíîâ³ ÿêèõ áóäóþòüñÿ ïîâí³
ñèñòåìè âåêòîðíèõ ãàðìîí³ê [2].

Îñê³ëüêè ÿâíèé âèãëÿä äëÿ âçàºìî-îðòîãîíàëüíèõ
âëàñíèõ ôóíêö³é â³äîìèé, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî
âèçíà÷åííÿ àìïë³òóäíèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðè âëàñíèõ
ôóíêö³ÿõ ó ðîçêëàäàíí³ ïîëÿ â êîæí³é ÷àñòêîâ³é
îáëàñò³. Äëÿ öüîãî íåîáõ³äíå âèêîíàííÿ óìîâ
áåçïåðåðâíîñò³ ïîë³â íà ãðàíèöÿõ ÷àñòêîâèõ îáëà-
ñòåé. Âíàñë³äîê ö³º¿ âèìîãè ³ âèêîðèñòàííÿ âëàñ-
òèâîñòåé îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ ôóíêö³é ðîçâ’ÿ-
çîê çâîäèòüñÿ äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ) ùîäî íåâ³äîìèõ àì-
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ïë³òóä âëàñíèõ õâèëü, çíàéòè òî÷íå ð³øåííÿ ÿêî¿ â
çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìîæëèâî. Çâè÷àéíî îáìå-
æóþòüñÿ îäåðæàííÿì íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çà
äîïîìîãîþ ìåòîä³â ðåäóêö³¿ àáî ïîñë³äîâíèõ íà-
áëèæåíü [3].

Ðîçãëÿíóòà ðåø³òêà ç òîíêèõ ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ
ïëàñòèí ÿâëÿº ñîáîþ ìîäåëü, äëÿ ÿêî¿ ïðè ïåâí³é
³äåàë³çàö³¿ ìîæëèâå òî÷íå ð³øåííÿ ôóíêö³îíàëüíî-
òåîðåòè÷íèì (ìåòîä â³äðàõóâàíü) [1], àáî ìåòîäîì
Â³íåðà-Õîïôà [1,5]. Ó ìåòîä³ â³äðàõóâàíü ââîäèòü-
ñÿ ³íòåãðàë â³ä ñïåö³àëüíî¿ àíàë³òè÷íî¿ ôóíêö³¿,
ïîò³ì â³äðàõóâàííÿ ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ïîâ’ÿ-
çóþòüñÿ ç íåâ³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Îáëàñòü
éîãî çàñòîñóâàííÿ îáìåæåíà òà ïîøèðþºòüñÿ íà
çàäà÷³ äëÿ ðåø³òîê ç ïàðàëåëüíèõ ïëàñòèí ê³íöåâî¿
òîâùèíè – ìîäèô³êîâàíèé ìåòîä â³äðàõóâàíü [1,4].

²ñíóº, îäíàê, ö³ëèé êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ
íåñê³í÷åíí³ ÑËÀÐ äîïóñêàþòü òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê.
Ðîçøèðèòè éîãî äîçâîëÿº ìåòîä ðîçêëàäàííÿ
ôóíêö³é ó ðÿäè çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè, ùî
ãðóíòóºòüñÿ íà òàêèõ ì³ðêóâàííÿõ. Ðîçãëÿíåìî
äåÿêèé êëàñ A  ôóíêö³é, âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèí³

T . Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêö³ÿ Af  ìîæå áóòè
ðîçêëàäåíà â ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ó
òî÷êàõ Tti , ÿêùî ³ñíóº íàá³ð âèá³ðêîâèõ ôóíêö³é

)t,s( ii , òàêèõ, ùî:
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Çâ³äñè âèïëèâàº òåîðåìà [7].

Íåõàé ³ñíóº àáñòðàêòíèé ã³ëüáåðòîâèé ïðîñò³ð H  ç

â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì )t,s(K , âèçíà÷åíèì íà ìíî-

æèí³ T . Íåõàé )}t,s({ ii , Tti  – ïîâíà îðòîíîð-

ìîâàíà ñèñòåìà â H . ßêùî ³ñíóþòü íåíóëüîâ³ ä³éñí³

ïîñò³éí³ ic  òàê³, ùî

)t,s(Kc)t,s( iiii , ic|)t,t(K| , Tt ,

òî ðîçêëàäàííÿ çà ïîâíîþ îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòå-
ìîþ äëÿ êîæíî¿ Af , ÿêà ìàº âèãëÿä

),f(a,Ts),t,s(a)s(f iiiii ,

º ðÿäîì çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè.

Ôóíäàìåíòàëüíå äîñë³äæåííÿ ïðîáëåìè ðîçêëà-
äàííÿ çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè áóëî âèêîíàíî
Ê.Øåííîíîì ³ Â.À. Êîòåëüíèêîâèì.

4. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³

4.1. Çîáðàæåííÿ íåâ³äîìèõ ïîë³â

Îñê³ëüêè ðîçãëÿíóòà ñòðóêòóðà îäíîð³äíà óçäîâæ
êîîðäèíàòè y , â³äáèòå ïîëå ñêëàäàºòüñÿ ò³ëüêè ç

õâèëü òèïó 0,nTM . Òàêèì ÷èíîì, ó õâèëåâîäí³é
îáëàñò³ ïîëå îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ
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pp )k( .

Ãîëîâíèé ïåëþñòîê ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ îïè-
ñóºòüñÿ îñíîâíîþ ïðîñòîðîâîþ ãàðìîí³êîþ ïîëÿ
âèïðîì³íþâàííÿ, òîáòî ó âèðàç³ (5) öå ÷ëåí ç
³íäåêñîì 0p . Âèäíî, ùî íàïðÿìîê âèïðîì³íþ-
âàííÿ ãîëîâíîãî ïåëþñòêà âèçíà÷àºòüñÿ êóòîì 0 .

4.2. Ôîðìóëþâàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ
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4.3. Âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: mazz . Òîä³ ç íàâåäåíèõ
ð³âíÿíü âèïëèâàº ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ àìïë³òóä
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ôîðìóëà 5.139, ñ. 350]. Ï³äñòàâëÿþ÷è (19) ó (16) ³
îá÷èñëþþ÷è ñóìó ðÿäó, ùî âõîäèòü ó (16), çíàõî-
äèìî êîåô³ö³ºíò qB :
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5. Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â òà âèñíîâêè

Îòæå, îòðèìàíèé òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî
ðîçñ³ÿíå ïîëå ó ôàçèðîâàí³é ðåø³òö³ ç íàï³âîáìå-
æåíèõ ïëîñêèõ õâèëåâîä³â ïðè ñèíôàçíîìó çáóä-
æåíí³. Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à âèð³øåíà ìåòîäîì
çøèâàííÿ ³ç çàñòîñóâàííÿì ãàðìîí³ê Ôëîêå, ÿê öå
íàâåäåíî â  [1], àëå ó ïîºäíàíí³ ç ìåòîäîì ðîçêëà-
äàííÿ ôóíêö³é ó ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç â³äòâî-
ðþþ÷èì ÿäðîì ó ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè.

Ïðè îá÷èñëåíí³ äåÿêèõ ðÿä³â, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ â
ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä
ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç
â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì ó ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åí-
íÿìè. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó â ïîð³âíÿíí³ ç
ìåòîäîì â³äðàõóâàíü äîçâîëèëî óíèêíóòè íåñê³í÷åí-
íèõ äîáóòê³â ó çîáðàæåííÿõ äëÿ àìïë³òóäíèõ êî-
åô³ö³ºíò³â [1]:
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Îòðèìàí³ ðîçâ’ÿçêè (17), (18) º òî÷íèìè ³ çàñòîñî-
âóþòüñÿ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ñò³íêè õâèëåâîä³â
ìàþòü íåñê³í÷åííî ìàëó òîâùèíó. Ç ¿õíüîþ äîïî-
ìîãîþ ìîæíà ðîáèòè ðîçðàõóíêè äëÿ õâèëåâîä³â
ð³çíèõ ðîçì³ð³â.

Ç³ñòàâëÿþ÷è çäîáóò³ çîáðàæåííÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿìè ç [1, ñ.67, (2.6.16), (2.6.17)], ùî âèðàæàþòü
íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè }A{ 0

n  è }B{ q  ÷åðåç àíàë³òè÷-

íó ôóíêö³þ )w(f :
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Ó çàïðîïîíîâàíîìó ð³øåíí³ â³äñóòíÿ äîñèòü òðóäî-
ì³ñòêà ïîáóäîâà ôóíêö³¿ )w(f , ÿâíèé âèðàç ÿêî¿ [1,
c.67, (2.6.18)] ÷åðåç íåñê³í÷åíí³ äîáóòêè ñâ³ä÷èòü
ïðî íåìîæëèâ³ñòü ¿¿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ:
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