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Введение
Одним из базовых положений современной теории погрешности, обеспечивающим корректную обработку результатов измерений, является условие независимости между собой отдельных получаемых отсчетов [1]. Поэтому в основе современных стандартизованных методов анализа результатов измерений лежит теория статистически независимых случайных величин и наиболее детально разработанная часть теории случайных процессов, а именно, теория случайных стационарных процессов винеровского типа. Поскольку случайные процессы этого типа является одновременно и марковским, то и математический аппарат, используемый при анализе результатов измерений, основан на математической теории марковских случайных процессов [2]. 
В тех случаях, когда измерения выполняются в нелинейных системах (гамильтоновых или диссипативных) [3], то результаты последних искажаются случайными процессами, характеристики которых зависят от свойств исследуемой нелинейной системы. Если в нелинейной системе случайные возмущения перестают быть независимыми, т.е. их нельзя считать марковскими, то применение стандартных методов обработки результатов измерений может оказаться проблематичным. В этой связи, одним из направлений развития теории погрешностей, должны быть поиск и изучение новых принципов обработки результатов измерений, позволяющих анализировать последние вне зависимости от свойств случайных процессов, влияющих на процесс измерений.
В последнее время широкое распространение получили численные методы исследования уравнений измерений [4]. Одним из таких методов является компьютерное моделирование уравнений измерений с использованием метода Монте – Карло [5]. Безусловно, такой подход позволяет корректно теоретически исследовать любые уравнения измерений, в том числе и нелинейные, но для оценки результатов измерений при решении практических задач, он пока неприменим. 

Исследования динамического хаоса в нелинейных динамических системах привели к развитию математических методов, обеспечивающих качественную и количественную оценку хаотического поведения динамических систем. К ним можно отнести метод расчета энтропии, расчет показателей Ляпунова, анализ фрактальной структуры и вычисление фрактальной размерности. После работ Мандельброта [6], Федера [7] и Уоллиса [8] стали активно изучаться свойства случайных фракталов, характеризующих статистическую самоподобность, как марковских, так и немарковских случайных процессов [8]. Однако, пока не удалось найти ту область применения случайных фракталов, в которой они оказались бы незаменимым и эффективным средством анализа случайных процессов. 

Основой теории измерений является условие, что статистические свойства разброса результатов измерений определяются свойствами случайных процессов, влияющих процесс и объект измерений. В том случае, когда случайные процессы являются фрактальными, то множество результатов измерений, также будет фрактальным. Поскольку, одной из основных характеристик фрактальных случайных процессов является фрактальная размерность, то она же может быть использована при анализе результатов измерений. Естественно, использование фрактальной размерности имеет смысл в том случае, когда каждому ее значению можно поставить в соответствие, определенный характер случайных изменений результатов измерений. Поэтому, естественным развитием фрактального анализа результатов измерений становится построение и использование фрактальной шкалы.

В этой связи, целью настоящей работы стали исследования, направленные на изучение возможности построения шкалы фрактальных размерностей и использования ее для анализа временных рядов измерений.
Расчет фрактальной размерности множеств результатов измерений
Множество результатов измерений физической величины, полученных в одних и тех же условиях измерительного эксперимента, обычно представляются в виде временных рядов результатов измерений. 
Временные ряды результатов измерений, как самоаффинные множества [7] численных значений физической величины, могут быть представлены в двумерном топологическом пространстве, у которого одна координата – время, а вторая – значение измеряемой физической величины. Поскольку понятие фрактальной размерности [7] является расширением понятия топологической размерности, оно позволяет количественно оценивать внутреннюю структуру множества в топологических пространствах. Среди большого количества методов расчета фрактальной размерности [7, 10 - 12] для задач обработки множеств результатов измерений, оптимальным представляется метод, разработанный Мандельбротом и Уоллисом [13]. Метод исключает при расчете фрактальной размерности громоздкие вычисления, в литературе [7] оценена его точность, а физическая интерпретация результатов расчета проста и понятна. 

Было предложено фрактальную размерность 
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, самоаффинных множеств, определять через эмпирический параметр Херста 
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, используя для этого соотношение 
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 [13]. Сам параметр Херста определяется из результатов измерений. 
Следуя методике расчета фрактальной размерности, предложенной в [7], исходный временной ряд последовательно разбивается на интервалы в два раза уменьшающейся длительности и затем рассчитывается выбранная характеристика как функция от длительности интервалов. Аналогичным образом рассчитывается параметр Алана при оценке нестабильности частоты высокостабильных радио и оптических стандартов частоты. 

Временной ряд результатов измерений имеет длительность 
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 количество результатов измерений, а 
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 - время между двумя измерениями. Для простоты дальнейших расчетов будем считать, что 
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 всегда четное число. Исследуемый временной ряд с количеством измерений 
[image: image8.wmf]M

, последовательно делится на 
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, в результате мы получаем 
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 интервалов, при каждом 
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. Тогда количество измерений в каждом из интервалов будет определяться как
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На каждом 
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-ом интервале вычисляется величина 
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 - размах между максимальным и минимальным, значениями функции приращения 
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 – среднее квадратичное отклонение 

Функция приращения в свою очередь определяется как

[image: image18.wmf])

(

)

,

(

1

N

n

i

i

x

x

N

n

X

-

=

å

=

                                          (2)

где 
[image: image19.wmf]i
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 – элементы временного ряда, представляющие результаты измерений; 
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 – среднее значение, вычисленное по всему ряду длиной 
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; 
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 – текущее значение номера элемента ряда, до которого выполняется суммирование. Используя функцию приращения, при условии, что при изменении 
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 в интервале от 1 до 
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, она принимает одно максимальное и одно минимальное значения, размах рассчитывается 
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Среднее квадратичное отклонение вычисляется по значениям исходного временного ряда на тех же интервалах
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Величины 
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 и 
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  вычисляются для каждого выбранного интервала отдельно. После чего определяется среднее значение 
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Зависимость 
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 от длины интервала 
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 временного ряда описывается простым выражением 
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Здесь 
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 – параметр Херста, который, в зависимости от структуры исходного множества, может принимать значения в интервале от 0 до 1, а фрактальная размерность 
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Приведенный алгоритм расчета фрактальной размерности был использован для аналитических и численных расчетов фрактальной размерности, соответствующих трем характерным физическим ситуациям. Было показано, что 
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 в случае, когда исследуемое множество описывается аналитической кривой (что соответствует случаю полного отсутствия случайной составляющей в результатах измерений). 
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, в случае, когда разброс значений измеренной величины значительно превышает ожидаемое значение самой измеряемой величиной и этот случай соответствует предельному случаю описания с помощью двух прямых гладкой поверхности. 

В том случае, когда размерность 
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, то имел место марковский классический гауссов шум [9].

Все остальные значения фрактальной размерности в интервале 
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, соответствуют случайным процессам с различными свойствами. В [8] было показано, что когда значение фрактальной размерности D находится в интервале 
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, то наблюдаемый процесс рассматривается как персистентный [7]. Т.е. чем меньше значение фрактальной размерности, тем более предсказуемому процессу с относительно малой шумовой составляющей он соответствует. В другом случае, когда 
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, процесс является антиперсистентным. Чем ближе значение размерности приближается к 2, тем более непредсказуемым становится случайная реализация.
Используя аналитическое выражение для уравнения прямой (или синусоиды) и приведенный выше метод можно вычислить фрактальную размерность. Для прямой, представленной в дискретном виде, а именно 
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Из (7) следует, что при 
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>>1, 
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 = 1, т.е.
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Аналогичный результат был получен для параболы, гиперболы и для синусоиды с периодом большим или соизмеримым с 
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. В последнем случае, для синусоиды зависимость 
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или при 
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 >> 1, 
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 также равно 1.
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На Рис. 1 приведен график зависимости 
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, полученный с помощью численных расчетов, для линейной и синусоидальной функций (прямая 1). Таким образом, в тех случаях, когда временная зависимость измеряемого параметра, описывается аналитической функцией, то фрактальная размерность равна топологической т.е. равна единице.

Второй случай, который был исследован, связан с анализом условий, когда фрактальная размерность равна топологической размерности плоскости, т.е. 2.
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Рис.1

Зависимость 
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 для исследованных простых множеств
Для решения этой задачи был использован числовой ряд, состоящий из двух чередующихся значений, а именно:  
	xi = 
[image: image61.emf]a
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	i - чет.
i - нечет.


Фрактальная размерность такого ряда была вычислена аналитически на основе зависимости функции 
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График зависимости функции 
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 для двузначной функции, полученный из численных расчетов, приведен на Рис. 1 (прямая 3). Из этих расчетов также следует, что чем больше разница между 
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 тем при меньших длительностях ряда достигается значение 
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 = 0 и, соответственно, размерность 
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 = 2.
В третьем случай, который был исследован численно, была использована модель построения численного ряда с характеристиками гауссова случайного процесса. Для этого ряда было установлено, что 
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 =0,5 (
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 = 1,5), на Рис. 1 зависимость 
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Фрактальная размерность нестабильности частоты лазеров
Экспериментальная проверка метода расчета фрактальной размерности, была осуществлена путем обработки результатов измерений нестабильности частоты излучения, стабилизированных по частоте лазеров.
Исследованы были два типа стабилизированных по частоте Не-Nе лазеров с длиной волны излучения 0,63 мкм. К первому типу относятся лазеры фирмы “Hewlett-Packard” и лазер ЛГН-212. Оба этих лазера имеют общую по принципу работы систему стабилизации частоты излучения, основанную на терморегулировании длины резонатора лазера. Вторым типом был Не-Nе/I2 лазер, у которого использовался модуляционный метод стабилизации частоты по пикам насыщенного поглощения в йоде.
Нестабильность частоты излучения лазеров определялась по временной нестабильности частоты сигнала биений между оптическими частотами исследуемых лазеров и опорного Не-Nе/I2 лазера. Каждый временной ряд результатов измерений состоял из 4098 измерений частоты сигнала биений. По временным рядам измерений  нестабильности частоты ЛГН-212 лазера и лазера фирмы “Нewlett Рackard” была рассчитана фрактальная размерность, которая находилась в интервале D=1,05–1,1. Для временных рядов измерений частот биений двух Не-Nе/I2 лазеров рассчитанная фрактальная размерность была равна 1,46. Графики R/S функции для временных рядов измерений частот биений между оптическими частотами лазеров представлены на Рис. 2.
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Рис.2

Зависимость 
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 для относительных изменений частоты лазеров: 1 – лазер ЛГН-212 и лазер фирмы “Нewlett Рackard”; 2- два Не-Nе/I2 лазера
Поскольку для рядов 1 фрактальная размеренность близка к 1, то в этом случае поведение частоты лазеров этого типа носит персистентный характер. С физической точки зрения полученный результат можно объяснить тем, что система автоподстройки частоты лазера обладает инерционность и корректирует изменения частоты путем накопления информации за предыдущие интервалы времени. Следовательно, система обладает памятью, почему процесс стабилизации частоты является немарковским процессом.
Для рядов представленных графиком 2 фрактальная размерность немного меньше 1,5, следовательно, случайные отклонения частоты биений Не-Nе/I2 лазеров включают слабые медленные отклонения, которые были обусловлены накопительными процессами в системе стабилизации.
Физический смысл фрактальной размерности нестабильности частоты лазеров заключается в том, что размерность указывает на наличие доминирующих процессов, которые влияют на поведение частоты излучения. Если D равна 1,5, то система стабилизации частоты обоих лазеров отрабатывает случайные возмущения в очень широком диапазоне, и позволяет придерживаться того значения частоты, которое определяется центром линии поглощения. Когда размерность D приближается к 1, то имеет место долговременный (почти детерминированный) уход частоты от номинального значения. В случае, когда фрактальная размерность приближается к топологической размерности, равной 2, то наблюдается большой разброс измеренных значений, соответствующий ситуации, когда отсутствует стабилизация частоты. Таким образом, шкала фрактальных размерностей описывает физические условия стабилизации частоты лазеров.
Фрактальная шкала временных рядов результатов измерений
Проведенные численные, аналитические и экспериментальные исследования метода расчета фрактальных размерностей временных рядов измерений [15] показали, что все  значения фрактальной размерности временных рядов измерений находятся в интервале от 1 до 2. Трем значениям фрактальной размерности 1, 1,5 и 2 соответствуют конкретные физические ситуации, описанные выше. Если рассчитанное значение фрактальной размерности попадает в интервал между 1 и 1,5, то случайный разброс результатов измерений можно рассматривать как персистентный [7], т.е. как прогнозируемый, поскольку доминирует медленный почти детерминированный тренд.  В том случае, когда фрактальная размерность оказывается в интервале между 1,5 и 2, случайный разброс результатов измерений фиксирует влияние антиперсистентного [7], случайного процесса на процесс измерений. Такой процесс исключает всякое прогнозирование.
Опираясь на связь между характером случайного процесса и его фрактальной размерностью можно сформировать общую модель количественной оценки случайного разброса результатов измерений. Главная особенность предлагаемой общей модели – описание множества результатов измерений с помощью фрактальной шкалы. Эта шкала позволяет все гауссовы марковские случайные процессы с независимыми приращениями, а также немарковские процессы, для которых характерны эффекты памяти, характеризовать одним параметром – фрактальной размерностью. Формы представления фрактальной шкалы могут быть различными, но в каждой из них должны быть зафиксированы три значения, относительно которых располагаются все значения, вычисленные по временным рядам результатов измерений. Следует учесть тот факт, что определенные участки фрактальной шкалы в каждом конкретном физическом случае могут уточняться и дополняться конкретными значениями фрактальной размерности, соответствующими определенным случайным процессам. Так, например, для стабилизированных по частоте лазеров, существуют две области фрактальных размерностей, в которых можно устанавливать связь между физическими процессами, протекающими в электронных и оптических элементах лазеров, и значениями фрактальной размерности, вычисленными по временным рядам измерений нестабильности частоты излучения. В тоже время, во многих измерительных задачах очень важно оперативно определять насколько случайный разброс результатов измерений близок к стандартному гауссову процессу. Т.е. важно знать, как ведет себя случайный процесс, вблизи значения фрактальной размерности равного 1,5. 

Таким образом, применение фрактальной шкалы в практике долговременных измерений позволяет осуществлять их качественную и количественную оценку.
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Аннотация
В работе представлены результаты исследований, направленные на изучение возможности построения шкалы фрактальных размерностей и использования ее для анализа временных рядов измерений.
Abstract
In work the results of researches directed on studying of possibility of construction of a fractal scale of dimensions and its use for the analysis of time series of measurements are presented.
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