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Аннотация – Рассматривается проблема моделирования 

масштабно-инвариантных сетей. Предлагается модель 

эластичной сети с неявным использованием информации о 

степенях узлов. Основной особенностью модели является 

использование фактора копирования в качестве 

управляющего параметра модели вместо традиционно 

используемого количества связей входящего узла. 

Полученная модель сочетает ключевые преимущества 

модели с присоединением, основанным на посредничестве, и 

модели эластичной сети. Свойства разработанной модели 

исследованы аналитически и подтверждены результатами 

численного моделирования. 

Abstract – The problem of modeling scale-free networks is 

considered. Model of elastic network with implicit use of node 

degree data is proposed. Using the copy-factor as the control 

parameter instead of traditionally used number of incoming links 

is the main feature of the proposed model. This model combines 

the key benefits of mediation-driven attachment model, and 

elasticity-based model. The properties of the proposed model 

have been studied analytically and fully confirmed by the 

simulation results. 

Ключевые слова – масштабно-инвариантная сеть; 

эластичность; присоединение, основанное на 

посредничестве; фактор копирования 

Keywords – scale-free network; elasticity; mediation-driven 

attachment; copy factor 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Известно [1,2], что многие из сетей реального мира 
являются масштабно-инвариантными (МИС), например, 
социальные сети, сети сотрудничества, сети связи, 
нейронные и белковые сети, некоторые транспортные 
сети и т.д. Ключевым свойством МИС является степенной 
закон распределения числа связей у узлов таких сетей.  
В свою очередь, степенное распределение является 
характерной чертой фрактальных свойств системы и еѐ 
способности к самоорганизации. Этот фактор является 
ещѐ одной причиной интереса к моделям МИС. 

В основе большинства современных моделей МИС 
лежит модель, предложенная Барабаши и Альберт [3] 
(BA-модель). Хотя в настоящее время существует 
множество расширений и обобщений этой модели [4-9], 
многие из них обладают общими существенными 
недостатками, восходящими к BA-модели. 

В этой связи наибольший интерес представляют 
модель присоединения, управляемого посредничеством 
[10], и модель эластичных сетей [11-12], позволяющие 
соответственно не использовать информацию о степенях 
узлов и строить плотные сети. Построение модели сети, 
сочетающей преимущества вышеназванных моделей, 
составляет предмет данного исследования. 
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II. ОБЗОР МОДЕЛЕЙ МИС И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Согласно концепции роста, начальная сеть состоит из 

0n  узлов и 
0L  связей между ними, а затем на каждом шаге 

к сети добавляется новый узел. Таким образом, размер 
сети n  (количество узлов) можно использовать в качестве 

меры времени, номер узла ( i ) – как время его рождения, а 

величина n i  служит возрастом узла. 

Каждый узел сети характеризуется своей степенью 

(т.е. количеством связей, 
ik ) и другими свойствами 

iP . 

Свойства сети определяются правилом присоединения, 

то есть зависимостью вероятности 
i  присоединения 

новой связи к узлу от его индивидуальных свойств 

( , , )i ii k P  и от общих параметров сети (еѐ размера n , 

начальных условий 
0 0,n L  и управляющих параметров U ): 


0 0( , , , , , )i i if i k n L P U   

Динамика роста сети определяется количеством 
ссылок ( )m n , соединяющих входящий узел с 

существующими, или средней степенью узлов ( )k n . 

Ключевым свойством МИС является распределение 
узлов по числу связей ( )p k , которое должно (по крайней 

мере асимптотически), подчиняться закону Юла-Саймона, 
являющемуся в свою очередь дискретным аналогом 
степенного закона: 


( )

( )
( )

k
p k C k

k






 

 


0k k  

Параметр 2   называется показателем скейлинга. 

Самая простой и известной моделью МИС является 
модель BA [3]. В еѐ основе лежат две фундаментальные 
концепции: концепция роста и концепция предпочтитель-
ного присоединения, согласно которой вероятность того, 
что новый узел (с номером 1n ) присоединится к 

существующему (номер i ) пропорциональна его степени: 

 /i i ik k    

Легко видеть, что описанное правило (3) является 
простейшим частным случаем (1). Модель ВА приводит к 
распределению степеней узлов по закону Юла-Саймона 
(2) с показателем скейлинга 3  . Управляющим 

параметром служит количество связей m const , 

инцидентных входящему узлу. 

В настоящее время существует множество различных 
расширений и обобщений модели ВА, которые тем не 
менее укладываются в общую форму (1) генерирующего 
механизма (1) (фитнесс-модель [4], модель с фактором 
старения [5], с фактором дополнительной привлекатель-
ности [2], на основе нелинейного предпочтительного 

присоединения [6], перенаправления связей [7], с учѐтом 
свойств узлов второго уровня соседства [8] и т.д.). 

Не все из перечисленных моделей порождают именно 
МИС. Показано [6], что это происходит лишь в том 
случае, когда правило присоединения (1) является 

асимптотически линейным относительно 
ik , т.е. ~i ia k 

. 

С другой стороны, несмотря на широкое распространение 
моделей МИС в теоретических исследованиях, этот класс 
сетей является далеко не единственным среди сетей 
реального мира [9]. 

Являясь ядром моделей МИС, BA-модель несѐт в себе 
ряд недостатков, унаследованных и перечисленными 
нисходящими моделями: 

 В сетях реального мира средняя степень узлов 

( )k n имеет тенденцию к росту с размером сети, в 

то время как в BA-модели она постоянна. Таким 
образом, эта модель генерирует очень разреженные 
сети; 

 Модель BA порождает сети, нейтральные по 
ассортативности [7, 13], в то время как социальные 
сети существенно ассортативны, а биологические и 
технические – дизассортативны; 

 Предполагается, что информация о степени узлов 

ik  используется явно, т.е. входящий узел "знает" 

(или может оценить) степени всех существующих 
узлов сети; 

 Управляющие параметры моделей (например, m ), 

являются, как правило, масштабно-зависимыми, 
что противоречит самой концепции масштабной 
инвариантности. 

Для преодоления первого из указанных недостатков 
была предложена модель эластичных сетей [11-12]. В этой 
модели предполагается, что относительные темпы роста 
числа связей и узлов различны. Их отношение называется 
показателем эластичности: 


( ) ( 1) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

L t L n L nL t n t
n

L t n tn t L n






  
    

При const   (1 2  ) общее количество связей в 

сети растѐт асимптотически по степенному закону с пока-

зателем  . Средняя степень узлов ( )k n  также является 

не постоянной (равной m ), а растѐт по степенному закону 


1( ) ( ) /k n L n n n   

Так, при 1   каждый новый узел приносит больше 

связей, чем текущее среднее их значение (5). Например, 
чем больше научных статей было написано, тем больше 
ссылок должен пересмотреть автор новой статьи. 

Таким образом, использование концепции 
эластичности обобщает исходную модель БА и позволяет 
создавать плотные МИС. 
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Модель присоединения, управляемого посредничест-
вом (MDA), предложенная Хассаном и др. в [10], 
позволяет преодолеть второй из перечисленных 
недостатков семейства ВА-моделей: явное использование 
информации о степенях узлов. 

Согласно модели MDA, новый узел выбирает одного 
из существующих в качестве посредника (равновероятно) 
и затем соединяется (также равновероятно) с m  соседями 

этого посредника. Показано [10], что при 14m   

вероятность присоединения нового узла к существующе-
му зависит только от его степени, однако в отличие от 
семейства ВА-моделей эта зависимость неявная. 

Для большинства реальных сетей правило MDA 
выглядит намного естественнее, чем правило BA, но 
также имеет некоторые существенные недостатки. В 
первую очередь, в силу того, что параметр m  считается 

постоянным, что противоречит свойствам реальных сетей. 

На основе проведѐнного анализа, очевидно, что 
применение концепции эластичности к MDA-модели 
позволит соединить достоинства обоих подходов. 
Построение модели эластичной сети с присоединением, 
управляемым посредничеством (EMDA) и исследование 
еѐ свойств является целью настоящей работы. 

III. МОДЕЛЬ ЭЛАСТИЧНОЙ СЕТИ С ПРИСОЕДИНЕНИЕМ, 

УПРАВЛЯЕМЫМ ПОСРЕДНИЧЕСТВОМ 

Согласно проведѐнному анализу предметной области, 
мы предлагаем [14] изменить правило MDA, применив в 
качестве управляющего параметра фактор копирования 

( )q  – вероятность, с которой узел-сосед посредника 

связывается с новым узлом. Также установим, что узел-
посредник сам всегда связывается с новым узлом (рис. 1). 

Таким образом, количество связей нового узла 
является не константой (как в правиле MDA), а равно 

1 medm q k   (где 
medk  – степень узла-посредника). Тогда 

математическое ожидание этой величины составляет 


( )

{ ( )} 1 { } 1 ( ) 1med

L n
E m n q E k q k n q

n
         

1
2

3

new

q

1

q

p = 1/3

1
2

3

new

1

q

p = 1/3

1
2

3

new

1 q

p = 1/3

1
2

3

new

1+q

3

1+q

3

1+2q

3

 
Рис. 1.  Вероятности присоединения нового узла согласно 

предложенному эластичному правилу MDA. 

Уравнение динамики роста количества связей сети: 

 ( 1) ( ) 2(1 ( ) / )L n L n q L n n      

С учѐтом начальных условий (1) 0L  , из (7) получим 

зависимость общего количества связей сети ( )L n  и 

средней степени еѐ узлов ( ) ( ) /k n L n n  от размера сети: 


2 ( 2 )

( ) 1
2 1 ( 1) (1 2 )

n q
k n

q n q

  
  

     
 

Сравнив (5) и (8), можно убедиться, что предложенная 
модель ЕМДА является эластичной с показателем 
эластичности 2q  . При 0 0.5q   средняя степень 

узлов возрастает до конечного предела 
lim 2 / (1 2 )k q  , а 

при 0.5 1q   – растѐт неограниченно по асимптотически 

степенному закону 
2 1( ) qk n n  . 

Для нахождения распределения узлов по количеству 
связей, запишем уравнение динамики математического 
ожидания числа связей у произвольного узла i : 


1 ( )

( 1) ( ) i
i i

q k n
k n k n

n

 
    

Общее решение (9) имеет вид 


( ) 1

( )
( )

i i

n q
k n C

n q

 
 


 

Коэффициенты 
iC  могут быть найдены из условия, 

что ожидаемое значение степени узла i  в момент времени 

i  равно ожидаемому количеству рѐбер, добавленных на 

шаге 1i   (6), т.е. ( ) { ( 1)}ik i E m i  . Следовательно, 


1 ( 1 2 ) ( ) 1

2 1 ( ) (2 ) ( )
i

i q i q
C

q i q q i q q

     
  

      
 

Согласно (11) при 1i  этот коэффициент асимптоти-

чески растѐт согласно степенному закону от i : 



11
(2 1) (2 )

1

(2 1)

, 0.5 1

, 0 0.5

q

q q

i q q

q q

i q
C

i q



 

 



  
 

  

 

В силу монотонности зависимостей (11)-(12) 
относительно номера узла, его можно рассматривать как 
ранг распределения узлов по числу связей. Таким 
образом, ранговое распределение узлов асимптотически 
следует степенному закону с показателем 

 min{ ,1 }q q    
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Степенному закону рангового распределения степеней 
узлов с показателем (13) соответствует степенной закон 
частотного распределения (2) с показателем скейлинга 

 1 1/ 1 1/ min{ ,1 }q q       

Таким образом, в результате теоретического 
исследования показано, что предложенная EMDA-модель 
порождает сети, являющиеся эластичными с 2q   и 

масштабно-инвариантными с показателем скейлинга (14). 

IV. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ EMDA-СЕТИ 

На первом этапе численного эксперимента 
исследовалась динамика роста числа связей у узлов 
EMDA-сети. Изначально сеть состоит из двух узлов, 
соединѐнных ребром. На каждом шаге добавлялся один 
узел и связывался с существующими согласно 
предложенному правилу. Численные результаты и 
соответствующие теоретические зависимости средней 
степени узлов от размера сети и фактора копирования 
показаны на рис. 2. 

Затем было исследовано ранговое распределение 
степеней узлов в зависимости от q  при фиксированном 

размере сети 4096n  . Полученные численные зависимос-

ти вместе с теоретическими (15)-(16) показаны на рис.3. 

 
Рис. 2. Зависимость средней степени узлов от размера сети и фактора 

копирования 

 
Рис. 3. Ранговое распределение степени узлов при q = 0.6 и q = 0.3 

V. ВЫВОДЫ 

Рассмотрена проблема моделирования МИС. Проведѐн 
анализ существующих моделей МИС и соответствующих 
правил присоединения узлов. Выявлено, что основными 
недостатками традиционных моделей являются линейная 
зависимость количества связей в сети от числа узлов и 
явное использование информации о свойствах существую-
щих узлов сети. Модель эластичной сети и модель MDA 
позволяют исправить указанные недостатки, однако, лишь 
по отдельности. 

Предложена модель эластичной сети с присоединени-
ем, управляемым посредничеством (EMDA-модель). 
Полученная модель сочетает в себе достоинства обоих 
родительских моделей: является эластичной и не 
использует статистику узлов. 

Аналитически получена зависимость средней степени 
узлов от фактора копирования и размера сети, а также 
зависимость показателя рангового распределения степени 
узлов от фактора копирования. Результаты проведѐнного 
численного моделирования полностью согласуются с 
теоретическими. 

Анализ свойств ассортативности предложенной 
EMDA-модели МИС рассматривается как перспективное 
направление дальнейших исследований. 
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