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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ М О Д Е Л Ь Д Л Я  МИНИМУМА 
ВЫСОКОЧАСТОТНОГО ПОЛЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЛОВО

Необходимое условие генерации в ЛОВО — обращение в нуль вы­
сокочастотного поля в некотором сечении пространства взаимодей­
ствия, удаленном от выхода. В том случае, когда высокочастотное 
поле с удалением от выхода достигает положительного минимума,
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ЛОВО может работать в усилительном режиме, если подать входной1 
сигнал в сечении пространства взаимодействия, соответствующем это­
му минимуму. Распределение амплитуды высокочастотного поля вдоль, 
пространства взаимодействия получается в результате численного ре­
шения системы нелинейных уравнений, соответствующих математиче­
ским моделям ЛОВО различной строгости [1; 2]. При этом высокоча­
стотное поле — сложная функция продольной координаты, рабочих 
параметров и граничных условий. Практический интерес имеет на­
хождение зависимости генерационного или усилительного режимов от 
рабочих параметров. В общем случае такая зависимость может трак­
товаться как функция отклика и представлять собой гиперповерх­
ность в н-мерном пространстве рабочих параметров и граничных усло­
вий, а мерность определяется числом варьируемых факторов, т. е . 
рабочих параметров и граничных условий.

В качестве первого приближения в описании искомой зависимости 
можно выбрать полиномиальную модель первого порядка:

П

у  — Ш%1>
1==0

где у  — функция отклика, равная амплитуде высокочастотного пол» 
в первом положительном минимуме (усилительный режим) или равная 
нулю (генерационный режим); х{ — варьируемые факторы, кроме 
х 0=  \ , щ  — эффект 1-го фактора, а а 0— свободный член.

Для нахождения коэффициентов а( в записанном уравнении регрес­
сии необходимо выбрать варьируемые факторы модели и произвести 
расчет функции отклика в некоторых точках факторного эксперимен­
та. В качестве математической модели ЛОВО используем одномерную  
нелинейную модель 11; 3] со следующими рабочими параметрами и гра­
ничными условиями: параметр радиуса действия силы пространствен­
ного заряда В =  1,0; параметр «холодных» потерь ( 1 = 0 ;  интервалы 
варьирования параметров скорости, пространственного заряда и уси­
ления соответственно следующие: Ь =  1,5 — 2,0; ОС =  0 —0,25;
С  =  0 ,05—0,1; на выходе безразмерная амплитуда высокочастотного 
поля варьируется А0 =  0 , 5 — 1,0; ее производная по продольной ко-

о рдинате — 0; сдвиг фазы между «горячей» волной и вол­

ной, движущейся с невозмущенной скоростью пучка, 0 (0) =  0; производ­

ная по продольной координате этого фазового сдвига _ о =  — Ь;

переменная скорость пучка и  (0, Ф0) — 0; дискретизация начальной 

фазы ср (0, Ф0,д =  Фор/ • гДе /  =  0, 1, 2, . . .  т. Тогда варьиру­

емым фактором полиномиальной модели х 1} хг, х 3, соответствуют 
следующ ие граничные условия и рабочие параметры математической 
модели ЛОВО — А„, Ь, ОС, С. Переход от значений рабочих пара­
метров и граничного условия для амплитуды высокочастотного по-
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ля на выходе к х i и обратно выполняется по соотношениям коди­
ровки и декодировки соответственно:

Г\ I ГЛ
П . гмакс ший

-  2 ■
Л 1 ~  D ,  — D , '/макс гмин 

2
п -4- D  П  пD /макс “  /мин , „  /мак« ''/м и н. =    +  xt ----------2----------*

Здесь  D t — значение рабочего параметра или граничного условия.
G целью оценки чувствительности выходной зависимой переменной 

к вариации каждого фактора предпочтительно применять полный 
факторный эксперимент типа 2Л, где п — число варьируемых на двух  
уровнях факторов. При этом граничные значения интервалов варьиро­
вания рабочих параметров соответствуют верхним ( + 1 )  и нижним (— 1) 
уровням факторов. Такой план будет содержать число экспериментов, 
равное 2", т. е. в нашем случае 16. Запишем матрицу планирования, 
задающую координаты точек, в которых выполняется машинный экспе­
римент для нахождения y k (k =  1, 2, . . .N ): (1), a, b, ab, с, ас, be, abc, 
d, ad, bd, abd, cd, acd, bed, abed. Здесь для обозначения верхних уровней 
■факторов x lf х 2, х 3, х4 используются буквы латинского алфавита а, Ь, 
с, d, а (1) — обозначает опыт, в котором все факторы находятся на 
нижнем уровне [4].

Д ля сокращения числа машинных экспериментов, пренебрегая 
эффектами взаимодействия нескольких факторов, перейдем к плану 
дробного факторного эксперимента типа 24"1, являющегося полуреп- 
ликой полного факторного эксперимента 24. Поскольку при исполь­
зовании предпочтение отдается дробным факторным планам с наиболь­
шей разрешающей способностью, то выберем генерирующее соотно­
шение для построения плана 24-1 в виде х4=  х 1х 2х3 с определяющим  
контрастом, характеризующим, с какими факторами смешана оценка 
некоторого данного фактора, 1 =  х1х 2х 3х4 151. В результате получим 
матрицу планирования дробного факторного эксперимента с разре­
шающей способностью IV, т. е. 2 i v ,  представленную в таблице.

План

*0
*1 *2 *9 *4 УА УЬ Кодовое обозначение

+ __ _ 0,08 0,88 (О
+ + --- --- 0,23 0,80 ab
+ + — + --- 0 ,46 1,22 ас
+ — + + --- 0,16 1,02 Ьс
+ + — — + 0,63 0.54 ad
+ — — + 0,09 0,68 bd
+ — + + 0,09 0,88 cd
+ + + + + 0,34 1,12 abed
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Знаком « + »  и «—» обозначены верхний и нижний уровни варьиру­
емых факторов. В столбце уА представлены данные расчета амплитуды  
высокочастотного поля в сечениях первых минимумов распределения- 
поля вдоль пространства взаимодействия ЛОВО, полученные для зна­
чений рабочих параметров и граничного условия согласно точкам 
плана дробного факторного' эксперимента типа 2*“1. В столбце у ь 
приведены отстояния указанных выше минимумов от выхода ЛОВО  
в нормированных единицах длины 2n.CN, где С  — параметр усиления; 
N  — отношение продольной координаты к длине замедленной волны. 
Общее число точек плана 2 ^  вдвое меньше, чем для плана полного 
факторного эксперимента (М  =  8).

Расчет коэффициентов полиномиальной модели выполняется по- 
формуле

м

=  м  Х1‘У1"
I

Тогда полиномиальные модели для минимума поля уА и отстояние ми­
нимума поля от выхода ЛОВО у ц запишутся в виде -

у А =  0,261 +  0,155*! — 0,055*а +  0,002*3 +  0,027*4; 
у ъ =  0,892 +  0,027*! +  0,012ха +  0,016*3 —  0,087*4.

Об адекватности представления результатов полиномиальной моделью  
можно судить на основании /-критерия [5]. Д ля этого вычисляют 
/-отнош ение:

и проверяют гипотезу об адекватности модели путем сопоставления 
расчетного значения /  со значением Гкр, найденным из таблиц, 95% -го  
/ ’-распределения Фишера при заданных степенях свободы <р4 и М  —  1. 
Здесь

м .

52 I  (£/-»/)*
Эк =  == 'м _ (п ~ \ - 1)~ — остаточная дисперсия;

М

4  =  тт4гг V  (У; — УУ —  дисперсия, характеризующая 
‘ ;=1 ошибку эксперимента;

ф1== м  — (п +  1) — число степеней свободы эксперимента; п +  1 —  
число оцениваемых коэффициентов полинома; М  — 1 — число степ е­
ней свободы при определении дисперсии у .  — результат /-го м а­
шинного эксперимента; у \  — значение, рассчитанное по полиномиаль­
ной модели для /-й точки плана; у  — выбранное среднее по всем р е ­
зультатам машинного эксперимента.
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Если / кр >  Е, модель считается адекватной, а при / кр гипо­
теза об адекватности отклоняется. В нашем случае при степенях свободы 
<Р1 =  3 и М  —  1 — 7 Екр =  4,35 и превосходит расчетные значения 
/ ’-отношений для обеих моделей у А и у, , равные 0 ,53  и 0 ,4  соответ­
ственно,—  модели адекватны.

Кроме того, может быть выполнена проверка значимости коэффи­
циентов модели. Коэффициент щ считается значимо отличающимся 
от нуля, если | а{ \ >  где /кр —  критическое значение распределе­
ния Стьюдента для заданного уровня значимости а  и <р4 степеней 
свободы (если оценка £  имеет <рх степеней свободы). Оценки в? дис­
персий а? величин а,- получают по формуле я? =  Сц$%, где С и — 1-й 
элемент главной диагонали дисперсионной матрицы С = (х^х)'1, х —  
матрица планирования (таблица).

Проверка значимости коэффициентов при 1 — а  =  0,9, <рх =  3 
показывает, что коэффициенты а2, а я и а1 модели у А и а г, аг, а4 
модели у ъ незначимы и, следовательно, могут быть исключены из 
модели, так как для обеих моделей равна примерно 0,12.

Окончательно получаем у А =  0,261 0 ,155^г; у ь =  0 ,292 +  0,167х3.
Разумеется, что представление сложного характера гиперповерхности 
-отклика с овражными ситуациями полиномом первого порядка не может 
быть точным. Его следует рассматривать как первое приближение, 
позврляющее сократить затраты для поиска экстремумов, в окрестно­
сти которых значительно точнее функцию отклика опишут полиномы 
более высокого порядка, например второго или третьего. Кроме того, 
не формализован выбор интервалов варьирования параметров матема­
тической модели и, следовательно, остается разумная свобода в их 
выборе. Тем не менее сравнение результатов машинного эксперимен­
та, полученных в работе [3], с расчетными значениями по приведен­
ным моделям показывает их удовлетворительное соответствие.

Как легко видеть из полиномиальных моделей, в заданных интер­
валах варьирования рабочих параметров Ь, <3С, С  и граничного усло­
вия Л о на амплитуду высокочастотного поля в минимуме его распреде­
ления вдоль пространства взаимодействия ЛОВО наибольшее влияние 
оказывает выбор А 0, а на отстояние минимума от выхода — параметр 
пространственного заряда фС.
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