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ДОДАТОК А  

Код програми численного моделювання децентралізованого керування групою 

колаборативних роботів-маніпуляторів у єдиній робочій зоні 

 

 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

# ----------------------- 

# Параметри симуляції 

# ----------------------- 

GRID_SIZE = 50                   # розмір дискретної карти для SDF/візуалізації 

DT = 0.1                         # крок інтегрування (s) 

T_TOTAL = 40.0                   # загальний час симуляції (s) 

STEPS = int(T_TOTAL / DT) 

NUM_ROBOTS = 4 

MAX_SPEED = 4.0                  # м/с, обмеження швидкості 

ROBOT_RADIUS = 0.8               # ефективний радіус робота (м) 

INTER_ROBOT_BUFFER = 0.2         # додатковий буфер (м) 

CBF_GAMMA = 2.0                  # параметр CBF (швидкість відштовхування) 

PROJECT_ITERS = 6                # кількість ітерацій послідовних проекцій 

 

# консенсус 

COMM_RADIUS = 12.0               # радіус зв'язку у одиницях карти 

LAMBDA_XI = 0.8                  # вага узгодження швидкостей (0..1) 

 

# перешкоди (окружності) -- формат (x, y, r) 

OBSTACLES = [ 

    (18, 26, 5), 

    (35, 12, 4), 
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    (30, 35, 6), 

] 

 

# початкові/цільові позиції роботів (в координатах карти) 

starts = np.array([[3.0, 3.0], 

                   [3.0, 46.0], 

                   [46.0, 3.0], 

                   [20.0, 40.0]]) 

goals = np.array([[46.0, 46.0], 

                  [46.0, 3.0], 

                  [3.0, 46.0], 

                  [40.0, 6.0]]) 

 

# Модель людини (динамічна перешкода) 

# початкова позиція та проста модель руху (довільна траєкторія) 

human_pos = np.array([25.0, 25.0]) 

human_vel = np.array([0.05, 0.07])   # одиниці карти / s (швидкість людини 

у вимірі карти) 

R0 = 2.0                             # базовий радіус зони комфорту (м/од.) 

ALPHA = 1.5                          # вплив швидкості людини на радіус 

 

# коваріація (анізотропія) для Mahalanobis (2x2) 

human_Sigma = np.array([[3.0, 0.5], 

                        [0.5, 2.0]]) 

 

# SDF (вираховуємо евклідову відстань до найближчої перешкоди на 

дискретній сітці) 

def compute_sdf(grid_size, obstacles): 

    # Для кожної клітини знаходимо мінімум евклідової відстані до центрів 

колових перешкод minus their radius 
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    sdf = np.full((grid_size, grid_size), 1e6, dtype=float) 

    xs = np.arange(grid_size) 

    ys = np.arange(grid_size) 

    X, Y = np.meshgrid(xs, ys, indexing='ij') 

    pts = np.stack([X, Y], axis=-1)  # shape (grid,grid,2) 

    for ox, oy, r in obstacles: 

        d = np.sqrt((X - ox) ** 2 + (Y - oy) ** 2) - r 

        sdf = np.minimum(sdf, d) 

    # outside obstacles distances positive; inside negative (if any inside) 

    return sdf 

 

SDF = compute_sdf(GRID_SIZE, OBSTACLES) 

 

# Функції допоміжні 

 

def norm(v): 

    return np.linalg.norm(v) 

 

def unit(v): 

    n = norm(v) 

    return v / n if n > 1e-9 else np.zeros_like(v) 

 

def R_safe(t_speed): 

    """Адаптивний радіус зони комфорту людини""" 

    return R0 + ALPHA * t_speed 

 

def mahalanobis_h(p, pH, Sigma, R_s): 

    """CBF h for human ellipsoid: h = (p-pH)^T Sigma^{-1} (p-pH) - R_s^2""" 

    d = p - pH 

    return float(d.T @ np.linalg.inv(Sigma) @ d - R_s ** 2) 
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def sdf_at_point(p): 

    """інтерполяція SDF (білайнейр) для неповних координат""" 

    x, y = p 

    # clamp 

    x = np.clip(x, 0, GRID_SIZE - 1) 

    y = np.clip(y, 0, GRID_SIZE - 1) 

    x0 = int(np.floor(x)); x1 = min(x0 + 1, GRID_SIZE - 1) 

    y0 = int(np.floor(y)); y1 = min(y0 + 1, GRID_SIZE - 1) 

    dx = x - x0; dy = y - y0 

    v00 = SDF[x0, y0]; v10 = SDF[x1, y0]; v01 = SDF[x0, y1]; v11 = SDF[x1, 

y1] 

    v0 = v00 * (1 - dx) + v10 * dx 

    v1 = v01 * (1 - dx) + v11 * dx 

    v = v0 * (1 - dy) + v1 * dy 

    return float(v) 

 

def grad_sdf(p, eps=1e-2): 

    """чисельний градієнт SDF""" 

    x, y = p 

    sx = sdf_at_point((x + eps, y)) - sdf_at_point((x - eps, y)) 

    sy = sdf_at_point((x, y + eps)) - sdf_at_point((x, y - eps)) 

    g = np.array([sx, sy]) / (2 * eps) 

    n = norm(g) 

    return g / (n + 1e-9) 

 

def project_halfspace(v0, a, b): 

    """ 

    Проекція вектора v0 на півпростір { v : a^T v >= b } за мінімумом ||v - 

v0||^2. 

    Якщо умова вже виконується, повертаємо v0. 
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    Інакше найменша зміна: v = v0 + ((b - a^T v0)/(||a||^2)) * a 

    """ 

    a = np.asarray(a, dtype=float) 

    denom = a @ a 

    if denom < 1e-9: 

        return v0 

    gap = a @ v0 - b 

    if gap >= 0: 

        return v0 

    # зміщуємо по напрямку a 

    return v0 + ((b - (a @ v0)) / denom) * a 

 

# Ініціалізація станів роботів 

positions = starts.copy().astype(float)        # shape (N,2) 

velocities = np.zeros_like(positions)          # поточні швидкості 

reached = np.zeros(NUM_ROBOTS, dtype=bool) 

arrival_time = np.full(NUM_ROBOTS, np.nan) 

 

# Для логування 

traj_logs = [ [positions[i].copy()] for i in range(NUM_ROBOTS) ] 

speed_logs = [ [] for _ in range(NUM_ROBOTS) ] 

dist_obst_logs = [ [] for _ in range(NUM_ROBOTS) ] 

dist_human_logs = [ [] for _ in range(NUM_ROBOTS) ] 

consensus_error_logs = [ [] for _ in range(NUM_ROBOTS) ] 

 

# Вспомогательные: знайти сусідів по радіусу (геометрично) 

def neighbors_of(i, positions, R_comm): 

    ni = [] 

    for j in range(len(positions)): 

        if j == i: continue 
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        if norm(positions[j] - positions[i]) <= R_comm: 

            ni.append(j) 

    return ni 

 

# Симуляція крок за кроком 

time_axis = np.arange(0, T_TOTAL, DT) 

for step, t in enumerate(time_axis): 

    # оновити модель людини (проста лінійна модель) 

    human_pos = human_pos + human_vel * DT 

    # clamp в межі карти 

    human_pos = np.clip(human_pos, 0.0, GRID_SIZE - 1.0) 

    human_speed = norm(human_vel) 

    R_s = R_safe(human_speed) 

 

    # для кожного робота: формуємо бажану швидкість (до цілі) + 

узгодження з сусідами 

    desired_vs = np.zeros_like(velocities) 

    for i in range(NUM_ROBOTS): 

        if reached[i]: 

            desired_vs[i] = np.array([0.0, 0.0]) 

            continue 

        p = positions[i] 

        goal = goals[i] 

        to_goal = goal - p 

        dist_to_goal = norm(to_goal) 

        # якщо близько до цілі - зупинка та лог часу 

        if dist_to_goal < 0.8: 

            reached[i] = True 

            arrival_time[i] = t 

            desired_vs[i] = np.zeros(2) 
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            continue 

        # бажана швидкість до цілі (пропорційна, але обмежена) 

        v_goal = unit(to_goal) * min(MAX_SPEED, dist_to_goal / 0.5)  # 

пропорція для плавності 

        # консенсус: усереднена швидкість сусідів (як ескіз траєкторії) 

        neigh = neighbors_of(i, positions, COMM_RADIUS) 

        if len(neigh) > 0: 

            v_neighbors = np.mean(velocities[neigh], axis=0) 

        else: 

            v_neighbors = np.zeros(2) 

        # комбінуємо (використовуємо LAMBDA_XI як вага для узгодження) 

        desired_vs[i] = (1 - LAMBDA_XI) * v_goal + LAMBDA_XI * 

v_neighbors 

 

    # для кожного робота формуємо набір лінійних обмежень A v >= b і 

проекцією знаходимо безпечну швидкість 

    next_vs = np.zeros_like(velocities) 

    for i in range(NUM_ROBOTS): 

        v0 = desired_vs[i].copy() 

        p = positions[i] 

 

        # Збираємо обмеження (a, b) 

        A_list = [] 

        b_list = [] 

 

        # 1) Межі по швидкості: ||v|| <= MAX_SPEED --> це не лінійне, 

реалізуємо як проєкцію круга: 

        # Але ми применимо це після лінійних проекцій: просто обмежимо 

довжину вектора пізніше. 
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        # 2) CBF між роботами: h_ij = ||p - p_j||^2 - (r_i + r_j + d_m)^2 >= 0 

        for j in range(NUM_ROBOTS): 

            if j == i: continue 

            pj = positions[j] 

            rij = ROBOT_RADIUS + ROBOT_RADIUS + 

INTER_ROBOT_BUFFER 

            dp = p - pj 

            h_ij = dp @ dp - (rij) ** 2 

            # ∇_p h = 2 (p - p_j) 

            grad_h = 2.0 * dp 

            # constraint: grad_h^T v >= -gamma * h 

            a = grad_h 

            b = -CBF_GAMMA * h_ij 

            A_list.append(a) 

            b_list.append(b) 

 

        # 3) CBF для людини: h_iH = (p - pH)^T Sigma^{-1} (p - pH) - R_s^2 >= 

0 

        dpiH = p - human_pos 

        h_iH = dpiH.T @ np.linalg.inv(human_Sigma) @ dpiH - R_s ** 2 

        grad_hH = 2.0 * (np.linalg.inv(human_Sigma) @ dpiH)   # gradient wrt p 

        aH = grad_hH 

        bH = -CBF_GAMMA * h_iH 

        A_list.append(aH) 

        b_list.append(bH) 

 

        # 4) Перешкоди (SDF) 

        phi = sdf_at_point(p)   # відстань до найближчої перешкоди (позитивна 

поза) 

        grad_phi = grad_sdf(p) 
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        # h_iO = phi - d_min >= 0  -> grad_phi^T v >= -gamma * h_iO 

        d_min = ROBOT_RADIUS + 0.2 

        h_iO = phi - d_min 

        aO = grad_phi 

        bO = -CBF_GAMMA * h_iO 

        A_list.append(aO) 

        b_list.append(bO) 

        # Тепер послідовні проекції (POCS-like) 

        v_safe = v0.copy() 

        for _ in range(PROJECT_ITERS): 

            for (a, b) in zip(A_list, b_list): 

                v_safe = project_halfspace(v_safe, a, b) 

 

        # обмеження по максимальній швидкості (норма) 

        speed = norm(v_safe) 

        if speed > MAX_SPEED: 

            v_safe = v_safe * (MAX_SPEED / speed) 

 

        next_vs[i] = v_safe 

 

    # оновлення стану (положення) 

    positions = positions + next_vs * DT 

    velocities = next_vs.copy() 

 

    # логування 

    for i in range(NUM_ROBOTS): 

        traj_logs[i].append(positions[i].copy()) 

        speed_logs[i].append(norm(velocities[i])) 

        # відстань до найближчої перешкоди (в точці p) 

        dist_obst_logs[i].append(sdf_at_point(positions[i])) 



81 
 

        # відстань до людини 

        dist_human_logs[i].append(norm(positions[i] - human_pos)) 

        # консенсус помилка: різниця бажаного vs фактичного з урахуванням 

сусідів 

        neigh = neighbors_of(i, positions, COMM_RADIUS) 

        if len(neigh) > 0: 

            avg_v = np.mean(velocities[neigh], axis=0) 

            consensus_error_logs[i].append(norm(velocities[i] - avg_v)) 

        else: 

            consensus_error_logs[i].append(0.0) 

 

    # перевірка завершення (всі досягли цілей) 

    if np.all(reached): 

        print(f"Усі роботи досягли цілей на часі t = {t:.2f} s") 

        break 

 

# Після симуляції: підготовка графіків 

# Перетворимо логи в зручні масиви 

traj_arrays = [np.array(tr) for tr in traj_logs] 

spd_arrays = [np.array(s) for s in speed_logs] 

dist_obs_arrays = [np.array(d) for d in dist_obst_logs] 

dist_h_arrays = [np.array(d) for d in dist_human_logs] 

cons_err_arrays = [np.array(c) for c in consensus_error_logs] 

 

# 1) Траєкторії на фоні карти перешкод та людини (ризикове поле) 

plt.figure(figsize=(8, 8)) 

# відобразимо SDF як контури 

X, Y = np.meshgrid(np.arange(GRID_SIZE), np.arange(GRID_SIZE), 

indexing='ij') 
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plt.contourf(X, Y, np.clip(SDF, -5, 10), levels=40, cmap='coolwarm', 

alpha=0.6) 

# перешкоди 

for (ox, oy, r) in OBSTACLES: 

    c = plt.Circle((oy, ox), r, color='k', alpha=0.6) 

    plt.gca().add_patch(c) 

# людина: локація та еліпс (mah) 

from matplotlib.patches import Ellipse 

plt.scatter(human_pos[1], human_pos[0], c='yellow', edgecolors='k', s=120, 

label='Human') 

# еліптичний ризик (2 sigma) 

eigvals, eigvecs = np.linalg.eig(human_Sigma) 

angle = np.degrees(np.arctan2(eigvecs[0,1], eigvecs[0,0])) 

ell = Ellipse((human_pos[1], human_pos[0]), width=2*np.sqrt(eigvals[1])*2, 

height=2*np.sqrt(eigvals[0])*2, 

              angle=angle, edgecolor='yellow', facecolor='none', lw=1.5, ls='--') 

plt.gca().add_patch(ell) 

 

colors = ['r', 'g', 'b', 'm', 'c'] 

for i, traj in enumerate(traj_arrays): 

    plt.plot(traj[:,1], traj[:,0], color=colors[i], label=f'Robot {i+1}') 

    plt.scatter(starts[i,1], starts[i,0], marker='o', color=colors[i]) 

    plt.scatter(goals[i,1], goals[i,0], marker='x', color=colors[i]) 

plt.title('Траєкторії роботів на фоні SDF (контур) та перешкод') 

plt.xlim(-1, GRID_SIZE) 

plt.ylim(-1, GRID_SIZE) 

plt.gca().invert_yaxis() 

plt.legend() 

plt.xlabel('Y'); plt.ylabel('X') 

plt.grid(True) 
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# 2) Швидкість кожного робота в часі 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

for i in range(NUM_ROBOTS): 

    plt.plot(spd_arrays[i], label=f'Robot {i+1}') 

plt.title('Швидкості роботів в часі') 

plt.xlabel('Кроки (dt = {:.2f}s)'.format(DT)); plt.ylabel('Швидкість (од/с)') 

plt.legend(); plt.grid(True) 

 

# 3) Відстань до перешкод у часі (SDF) 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

for i in range(NUM_ROBOTS): 

    plt.plot(dist_obs_arrays[i], label=f'Robot {i+1}') 

plt.title('Відстань до найближчої перешкоди (SDF) в часі') 

plt.xlabel('Кроки'); plt.ylabel('SDF (одиниці карти)') 

plt.legend(); plt.grid(True) 

 

# 4) Відстань до людини у часі 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

for i in range(NUM_ROBOTS): 

    plt.plot(dist_h_arrays[i], label=f'Robot {i+1}') 

plt.title('Відстань від робота до людини (в часі)') 

plt.xlabel('Кроки'); plt.ylabel('Відстань (одиниці карти)') 

plt.legend(); plt.grid(True) 

 

# 5) Помилка консенсусу 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

for i in range(NUM_ROBOTS): 

    plt.plot(cons_err_arrays[i], label=f'Robot {i+1}') 

plt.title('Помилка консенсусу (відхилення від середньої швидкості сусідів)') 
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plt.xlabel('Кроки'); plt.ylabel('Помилка (норми вектору)'); plt.legend(); 

plt.grid(True) 

 

# 6) Бар-діаграма часу досягнення цілі 

plt.figure(figsize=(8, 5)) 

arr_times = np.where(np.isnan(arrival_time), T_TOTAL, arrival_time) 

plt.bar(np.arange(1, NUM_ROBOTS+1), arr_times, 

color=colors[:NUM_ROBOTS]) 

plt.title('Час досягнення цілі (якщо не досягнуто, показано T_TOTAL)') 

plt.xlabel('Робот'); plt.ylabel('Час (s)'); plt.grid(axis='y') 

 

plt.show() 

# Вивід чисел по роботах 

print("\nРезюме по роботах:") 

for i in range(NUM_ROBOTS): 

    total_path_len = traj_arrays[i].shape[0] 

    avg_speed = np.mean(spd_arrays[i]) if spd_arrays[i].size>0 else 0.0 

    t_arr = arrival_time[i] if not np.isnan(arrival_time[i]) else None 

    print(f"Robot {i+1}: Path steps = {total_path_len}, Avg speed = 

{avg_speed:.3f}, Arrival time = {t_arr}") 
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ДОДАТОК Б  

Апробація результатів кваліфікаційної роботи 
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ДОДАТОК В  

Демонстраційний матеріал 
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