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РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА РЕШ ЕНИЯ ТРЕХМЕРНОГО 
УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА МЕТОДОМ ХОКНИ

Вычисление полей пространственного заряда — наиболее тру­
доемкий этап решения задач электроники, когда необходимо учиты­
вать кулоновское взаимодействие заряженных частиц. Отсутствие 
эффективных программ для решения трехмерного уравнения Пуас- 
зона до недавнего времени тормозило моделирование физических 
процессов в сложных областях взаимодействия электронных при­
боров. Алгоритм Хокни [1] и быстрое преобразование Фурье позво­
лили существенно ускорить решение уравнения Пуассона. Достоин­
ство этого алгоритма, основанного на сочетании быстрого преобра­
зования Фурье (БПФ) и циклической редукции (ЦР), заключается 
в возможности получения прямого решения без затрат дополнитель­
ной памяти ЭВМ. Алгоритм Хокни, являясь достаточно общим, 
лег в основу метода решения трехмерного уравнения Пуассона. 
Первая модификация алгоритма изложена в работе 12]. Однако его 
реализация сопряжена с определенными трудностями. В статье по­
казаны пути программной реализации алгоритма решения трехмер­
ного уравнения Пуассона в прямоугольной системе координат, пред­
ставлены результаты испытаний созданной программы на примере 
численной модели генератора со скрещенными полями. Для реше­
ния трехмерного уравнения Пуассона вводится пространственная
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цетка («арматура») со сторонами N ,  М , V  вдоль координат Х у 
Z  соответственно [2]. Для использования программ БПФ и раз­
д а н н ы х  алгоритмов циклической редукции необходимо, чтобы 
поднялись следующие соотношения:

N =  2ЛП+1; М  =  2М1+1; Р =  2п +1, ' (1>

ЛП, ЛИ, VI  — целые числа,М \ ,  Л/1, Р1 ^  2. Запишем гранич- 
це условия (ГУ) для системы разностных 
равнений (8) [21:

У  1,0,1 —  У * .11 и ('М .1  =  и Ь . (2)

I®;есь и*,1 , и “,1 — распределение потенциала 
|а нижней (катод) и верхней (анод) стенках.
Если пространство взаимодействия с торцов 
ограничено экранами, находящимися под нуле­
вым потенциалом, то ГУ дополняются усло- 
шем и * .к .о  =  и и к =  0 (3). В случае отсут- 
ггвия экранов вдоль индексов /, г выполня­
ется условия периодичности

“  ^±М,к,Л =  и {)К'1± V. (4)

Гакая запись граничных условий позволяет 
: помощью данного метода вычислять поля 
тространственного заряда для широкого клас- 
:а электронных приборов [4].

Н а рис. 1 изображена укрупненная струк­
турная схема алгоритма решения уравнения 
Пуассона с ГУ (1)—(4).

Программную реализацию алгоритма на­
чинаем с вычисления трехмерного массива 
согласно уравнению (18) [2]. Это позволяет 
исключить уравнения, содержащие нечетный 
индекс /г. Затем, на ярусах сетки с нечетным 
индексом /г выполняем двумерный Фурье-ана- 
лиз преобразованного массива зарядов. Чтобы 
осуществить БПФ по двум направлениям, 
воспользуемся программами РРБ, БРА [3].
Эти программы выполняют БПФ реального массива значений; 
функций, и для их реализации не требуется дополнительная па­
мять ЭВМ. В целях ускорения работы РБА введем массивы 
значений синусов и косинусов. В результате скорость их работы 
возрастает на 10 %. Поскольку нет необходимости восстанавливать 
порядок гармоник после работы БРА, так как перед РРБ необходимо 
снова делать перестановку, из подпрограмм РРА.РРБ исключаются' 
процедуры рекурсивной перестановки гармоник 0И 01 и СЩ02. 
Чтобы поставить в соответствие номера гармоник и значения

Рис. 1

ь),т =  4 а 2 1̂ — с о э ^  /| +  Р2 1̂ — с о +  1 |2 — 2, (5).
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*#де б =  1 для условия (3) и б =  2 — для (4), следует рекурсивно 
переставить значения массива %)т с помощью процедур ORD1, 

«ORD2. В результате получается дополнительный выигрыш (до 
20 %) по времени работы FFA и FFS.

Выполнение ГУ (3) обеспечивается следующим образом. Рас­
пределение заряда в узлах «арматуры» с номерами 1 — 0, 1, ... , 
У — 1 (для всех г, к, кроме граничных) «уравновешивается» заря­
дами, равными по величине, но противоположными по знаку в узлах 

J  — V, V +  1, 2V  — 1 для выполнения условия =
=  —fi,K.,2 v—I (6). Пространственная решетка условно удваивается, 
а заряд в дополнительной области «зеркально отражается», тем 

самым обеспечивается нулевой потенциал на границе (1 =  0). 
Вдоль индекса I на удвоенном периоде 2V распределение заряда 
представляет собой нечетную функцию. В этом случае БПФ вдоль 
индекса I проводится специально разработанным алгоритмом синус- 
преобразования Фурье, который выполняется с помощью соотно­

шений
К/2*—1

А т = у  £  {(— 0 я / ( 0  (— l)n+m f ( V  — /)} sin ( у  (Im m od V ) ) ;
(=i '

(7)К/2-1 '

A v - n ' - Y  £
/=i *

X sin (ItrC mod V) j ;• (8)
V /2—1

A vi 2 =  y  £  A (I mod 4) /(/);

n •— intier (lm/vy, /72=1 , V/ 2— l; (9)
7 =  intier ( / ( V — m’)/V); m' =  1, V /2— 1;

Л (1 )=  1; A  (2) =  0; A(3) =  — 1; A(4) =  0.

Обратное преобразование выполняется по тем же соотношениям, 
только без нормирующего множителя 2/К. Программная реализация 
.синус-преобразования Фурье с помощью соотношений (7)—(9) пока­
зала, что при значениях V «  32 этот алгоритм по скорости не усту­
пает FFA, FFS, так как он работает с функцией, длина которой в два 
раза меньше, чем необходимо для БПФ.

Следующим этапом решения уравнения Пуассона является ЦР 
по вертикали по всем коэффициентам Фурье. Для ее выполнения 
привлекаются соотношения (26)—(30) 12]. Затем проводится одно­
мерный Фурье-синтез вдоль 2-направления. Для периодических 
ГУ (4) Фурье-синтез выполняется с помощью FFS [3], а для нуле­
вых ГУ (3) — с использованием соотношений (7) — (9). Одномер­
ный Фурье-анализ на нечетных ярусах вдоль Х-направления про-
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водим с помощью подпрограммы РРА 13]. В результате исходна» 
система (8) [2] приводится к виду (34) [2], где

р» =  2 {1 +  +  а 2 ( I -  соз /)}/р». (Ю)

ЦР на нечетных ярусах вдоль 2-направления осуществляем по- 
индексу /, привлекая соотношения (39)—(44). При выполнении 
ЦР целесообразно ввести дополнительный одномерный массив и 
делать переприсвоение: трехмерный массив — одномерный — трех­
мерный. За счет этого также достигается экономия времени при 
выполнении алгоритма ЦР.

Заканчивается реализация алгоритма выполнением одномерного 
Фурье-синтеза вдоль индекса / (Х-направление) для всех й, I с по­
мощью подпрограммы РРЭ. По указанной методике создана и испы­
тана программа РАРиАБ для решения трехмерного уравнения Пуас-

Рис. 2 Рис. 3

юна. Программа написана на языке ФОРТРАН-4 для ОС или ДОС 
ЕС ЭВМ. Точность метода решения уравнения Пуассона провере­
на сравнением с аналитическими решениями для единичного заряда 
в пространстве взаимодействия, заданием простого потенциала на 
стенках и т. д. Относительная погрешность по сравнению с аналити­
ческими решениями составила 10-4...10-5 при условии, что заряд 
находится в узле пространственной решетки. Скорость решения- 
уравнения Пуассона при быстродействии 500 тыс. операций/с со­
ставила более 4000 узлов/с. Непосредственное приложение про- 
'рамма РАРиАЭ нашла в численной трехмерной модели магне­
трона 14]. На рис. 2 показано распределение потенциала в У-Ъ-  
плоскости пространства взаимодействия магнетронного диода при 
наличии пространственного заряда, откуда следует, что вблизи 
торцевых экранов существует неоднородное статическое поле, вызы- 
»ающее колебательное движение электронов вдоль магнитного поля. 
Траектория одного из электронов показана сплошной линией. Рас­
пределение суммарного потенциала (статического, высокочастотного 
Н кулоновского) в X —2-плоскости представлено на рис. 3. Здесь, 
показана неоднородность распределения потенциала вблизи торце- 
>ых экранов. Именно она приводит к усилению колебательного 
Шижения электронов вдоль оси 2.
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Таким образом, программа решения трехмерного уравнения 
Пуассона подтвердила реализуемость алгоритма [2]. Результаты 
испытаний подтвердили высокую эффективность и точность алго­
ритма. Это позволяет существенно расширять возможности модели­
рования электронных приборов различных типов. На примере моде­
лирования генератора со скрещенными полями показано существен­
ное влияние третьего измерения на результаты расчета интеграль­
ных и дифференциальных характеристик приборов.

Разработанная программа является составной частью пакета 
прикладных программ для моделирования физических процессов 
в трехмерных областях взаимодействия электронных, ионных и по­
лупроводниковых приборов.
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