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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ðåäóê-
öèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ó áåñêîíå÷íîçíà÷íûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ
è öåïåé.

Èçó÷åíèå ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ñèòóàöèÿì
áîëåå ñëîæíûì, ÷åì â ñëó÷àå ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Îñîáåííî ýòî çàìåòíî ïðè
èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíîé èç ïðè-
÷èí ÿâëÿåòñÿ òà, ÷òî áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ðàçðåøèìû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ – îáùàÿ
òåîðèÿ ïîêà îòñóòñòâóåò. Â òî æå âðåìÿ âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ðàçðåøèì â
ðàìêàõ îáùåé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ïðîöåññîâ
Ìàðêîâà [1]. Íî, êàê îáû÷íî, òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ íå äàåò êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ, ïîýòî-
ìó çàäà÷à èõ âû÷èñëåíèÿ ðåøàåòñÿ â êîíêðåòíûõ
ñëó÷àÿõ ïî-ðàçíîìó. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ
íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåøåíèé, áàçèðóþùèåñÿ íà
ðåäóêöèè áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, ò.å. ïóòè ñâåäåíèÿ
ê êîíå÷íûì ñèñòåìàì. Ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ýòîò ïîäõîä ïðèìåíèì è ê ñèñòåìàì ñ
áîëüøèì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, ïðè èññëå-
äîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé èõ ìîäåëü â âèäå ìàðêîâ-
ñêîé öåïè ìîæåò èìåòü 106-108 ñîñòîÿíèé, ÷òî
äåëàåò åå ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîé ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå
ïðîñòûõ ñëó÷àÿ, êîãäà çàäàíà îäíîðîäíàÿ ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé èëè çàäàí
äèñêðåòíûé îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ.

1. Îäíîðîäíàÿ öåïü ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Â ýòîì ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñ-
òåé P=(pi,j), i, j=1,2, ... . Çäåñü pi,j – óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà öåïè èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-å
çà îäèí øàã. Ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé,

ò.å. pi, j
j=1
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Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå èñõîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè p*, ò.å.
âåêòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
p*= p*P, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ äàííîãî âåêòîðà ïðè-
ìåíèìà ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìååò ìåñòî ïîýëåìåíòíàÿ
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Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû î òîì, ÷òî

q Qn( ) , ñóùåñòâåííî è íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíî.

Ïîýëåìåíòíîé ñõîäèìîñòè ìàòðèö P Pn( )  íå
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,
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ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1,
ñõîäèëèñü ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû P.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö { P n( ) }, îá-
ëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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ðèö { P n( ) } îòñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü èõ åäèíè÷íûõ
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Ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåêòîðîâ q n( ) .

2. Îäîðîäíûé ïðîöåññ ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé

Ìû îáîñíîâàëè ìåòîä ðåäóêöèè â ïðèìåíåíèè ê
äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ, ò.å. êîãäà èçó÷àåòñÿ áåñêîíå÷-
íàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
èçó÷àåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì è ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ïóñòü
åãî ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíòåíñèâíî-
ñòåé (èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé) )( ij ,
i,j=1,2, ... , ïî îïðåäåëåíèþ, äàííàÿ ìàòðèöà âû-
ðîæäåíà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåäóê-
öèè ê ìàòðèöå )( ij   âîçìîæíî è ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ïîýëåìåíòíîé ñõîäèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåäîñòàòî÷íî. Èçâåñòåí òîò ôàêò, ÷òî åñëè

jjsup , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
Êîëìîãîðîâà
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êàê ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåäóöèðîâàííûõ ñè-
ñòåì [4]. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà ðåäóöè-
ðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïðîñòûì îòáðàñûâàíèåì ýëå-
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ìè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ìîæíî ïåðåíåñòè íà
äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî ïîýëåìåíòíàÿ
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåäóöèðîâàííûõ
ìàòðèö L(n) ê ìàòðèöå L, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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äèìîñòè )n(  ïðè n  íåäîñòàòî÷íî äëÿ
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q n
n

( )
1
 íå

ñõîäèòñÿ ê íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðè-
öû .

Äàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà
ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è
ïðîöåññîâ ñ òî÷êàìè ôîêóñèðîâêè. Ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ðåäóêöèè òàêèõ ñèñòåì áûëè ÷èñëåííî
ïðîàíàëèçèðîâàíû â ðàáîòàõ [2,3].
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