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ВОЗБУЖДЕНИЕ КОЛЬЦЕВОГО ВОЛНОВОДА ДИПОЛЕМ

В. А .  М а р ч е н к о ,  В . Г. С о л о г у б

1. Бесконечная периодическая последовательность одинаковы х м етал­
лических "колец, стенки которых предполагаю тся бесконечно тонкими и 
идеально проводящ ими, образует кольцевой е л л н о в о д  (рис. 1).

Рассмотрим задачу  о возбуж дении такого волновода электрическим  
или магнитным диполем, расположенным на оси волновода. М оменты 
диполей считаем направленны ми по оси волновода и по величине р ав ­
ными единице.

ї И З о О С Г Ь - - '
Рис. 1.

Введем цилиндрическую систему координат р, г так , чтобы диполь 
попал в начало координат и ось Ог совпала с общей осью всех колец, 
образующ их волновод.

Разберем подробно случаи электрического диполя, а затем  кратко  
остановимся на магнитном диполе.

К ак известно, электрический диполь в свободном пространстве воз­
буж дает поле Е°, Н° со следующими комплексными амплитудами (вре­
менной множ итель еш  для краткости всюду опускаем ):

£ р ° = ^ п о, £ "  =  0 , £ г = ф  +  ^ ) ‘п 0 ; ( 1)

н °  =  о, я »  =  / а | п 0, н ° =  о,
где ф ункция

п 0 = 4 ,  Г =  У 7 Т Я  * =  7 ,

г — составляю щ ая электрического вектора Герца, две другие составляю ­
щие которого равны нулю.

Будем искать поле Е, Н, возбуж даемое диполем в присутствии коль­
цевого волновода, тож е с помощью электрического вектора Герца с един­
ственной отличной от нуля составляю щ ей по оси Ог, которую  представим 
в таком "виде:

П (р, г) =  П 0 (р, г) — П , (р, г). (2)
Ф ункцию  П 0 (р, г) можно разлож и ть  в интеграл Ф урье

П 0 (Р, г) =  4 '  =  7  ]’ " о  * (Р I  А* *4 ) ^  «Л, (3)
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где У  А:2 — X2 определен в плоскости X, разрезанной вдоль прямых, иду­
щ их из к вертикально вверх, а из — к  вертикально вниз, следующим 
условием: при | X] со  1 т  |  А* — X2 >  0 .

Ф ункцию (р, г) удобно искать в таком  виде:

П х (р, г) =  ~  (  (к2 -  X2) н : 1) (а ) и (X; р, г) Лк, (4)
- «г

где функция и (X; р, г) периодична по г с периодом /, равным периоду 
волновода.

Чтобы поле Е, Н , построенное из ф ункции П (р, г) по формулам (1), 
удовлетворяло уравнениям М аксвелла и имело нуж ную  особенность в на­
чале координат (в диполе), нуж но, чтобы ф ункция П |(р , г) всю ду, кроме 
металлических колец волновода, удовлетворяла уравнению  Гельмгольца 
ДП) +  =  0. Отсюда следует, что при любом X этому уравнению
долж на удовлетворять ф ункция е 'Хг« (X; р,  г).

Д л я  удовлетворения граничных условий на м еталлических кольцах 
нужно, чтобы на них Е г =  0 (Е ? равно нулю  тож дественно в силу (1)), 
что приводит к такому краевому условию для ф ункции е'кги (X; р, г):

[ й2 -Г еЛги (X, р, г) =  еЛг (на кольц ах). (5)

Р азл агая  периодическую по г ф ункцию  и (X, р, г) в ряд Ф урье и 
учитывая при этом, что ф ункция е,кги (X, р, г) долж на удовлетворять 
уравнению  Гельмгольца, а искомое поле не долж но содерж ать волн, 
распространяю щ ихся из бесконечности (р =  с о )  к волноводу, получим

е'гги (к, р, 2) =

.
еЛг V  а ^ 0 ф „ р ) е  1 пг р < а .

«я 2т:

е'Хг У  апНо >(р„р)е 1 р >  а,
(6)

где

рп =  у гк2 —  Н’. н„ =  х +  с- п (6 ')

и корень выбирается таким образом, что 1т р „ > 0 , а при 1т р „  =  0 — 
— Яе р„ >  0 .

Так как  ф ункция {к2 +  . . . ) е 'Хги (к ,  р, г) долж на оставаться непре­
рывной при р =  а ±  0 (на кольц ах  в силу (5), в щ елях  между ними — 
в силу того, что ф ункция е‘Хги (X, р, г) удовлетворяет там уравнению
Гельм гольца), то

~ _  Jo (Р„а) п \
Н'0"  (рпа)

И спользуя граничное условие (5), соотношение (7), непрерывность 
е‘Хги (X; р, г) и щ  е'Хги (X; р, г) в щ елях , а такж е тож дество

•!» (х) / / ,  ’ ( x ) ~ J 0 {х) ! (*) =
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(8)

прийдем к следующим уравнениям:

\ Л е'^пг
а„ -уттр-— - =  0 (в щ елях),

—  На (Рпа)

X  о (р па ) е'Нпг — е‘Хг (на кольцах),

из которых нуж но определить коэффициенты а п =  а„ (к).
2. Введем такие обозначения:

х =  £а; Л =  ^  5 ^  =  т о +  Iх; Ьп =  у  ( т а +  п  +  р);
2 г

?  =  у  г; ха<,+ч =  0 (р„а), (9)

где т 0 — ближ айш ее к ~  целое число, так  что — ~ < | А < у .
В этих обозначениях (принимая без потери общности, что начало

координат леж и т в середине о д н о й 'и з  щ елей) система (8) принимает т а ­
кой вид:

Х п ^ 1т ( 1 - 8")е' (п+‘1,<р =  0 - 1 ? 1 < Т ; (1°)

V  х пе‘ <п+11> ? =  е‘ , у  С  {<р | <  те, (10')

где величины е„ (— оо <  п <  со) определяю тся равенствами
________1_________   -агЛ | т 0 +  гг | ■ ^
Р ^ о  (Рпо) Н У 1 (р па) Ц т 0 +  п  +  (х) т0 +  п  т°+п

101 ,и по определению  =  1.
Сущ ественно при этом, что &п =  0 (п~2) при 1 п  ] со. Точнее говоря, 

при | п  +  [х | >  хД имеет место неравенство
I I д .г ,Ч т>  (! «Ц» п п
1 - I  <  Ц п  +  М* I (Я +  р )^  ’ (И )

в котором с — абсолю тная постоянная, следую щ ее из асимптотических
формул для функций Бесселя,

У равнение (10) мож но зам енить двумя эквивалентны м и ему уравне­
ниями, одно из которых получается из него дифференцированием, а дру­
г о е — подстановкой ® =  0. П роведя такую  замену и деля затем все 
равенства на с*», получим

V ]  (Хп —  е"П =  0 ,  у  < ! ? ] < * ;
Н  =  - — оо

“  оо

V  (хп -  Ъ”') е'*т =  -  ^  е""* +  V  х% ^  гаг‘« \  | <р | <  '4 ; (12)
П  = » — ОО 0  п  — — оо

V  *" 1̂ 1 =  У  ХП М  ;
■ ■  п  4 - |х п —  гг ф  |х п *"*

П — — ао — оо

где Зт " — символ К ронекера, 8™ =  О (т ф  п) и 8” =  1.
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Согласно результатам работы U ), два первых уравнения системы 
эквивалентны такой бесконечной системе линейных алгебраических урав­
нений:

Хя1 _  S-. =  ~  Ш  V ” . (и) - -  V  £  en V"m (и) +  (х_,  -  8« ,)  Р т (а), (13)
П — —  оа

где т  принимает все целочисленные значения от — со до оо (кроме т  — 
= — 1, при котором соответствую щ ее уравнение превращ ается в тож ­
дество) и коэффициенты вы раж аю тся через полиномы Л еж ан дра  Рь (и) от

и =  COS у  по формуле

к  («) =  2S r = V ) [Рт {и) Pn+i (и) ~ ~ Рт+1 {u) Рп {u ) l  (14)

Выразим теперь х т через правые части равенств (13) и полученные 
значения  подставим в левую часть последнего из уравнений (12). В ре­
зультате получим

••

-  V ?  (и) +  V  щп Т-^! e„V* (и) +  ( х ^  — З^») (и) =  0 , (15)
п  оо(

где для краткости приняты таки е обозначения:

V  У5 («) о"
V n (и) =  2 ш  — ^ ; R„ (и)  =  -х > «I р и m

Величины К" и вы раж аю тся через ф ункции Л еж ан дра следую щ им 
образом:

(“•) =  {Р ^ >  Н “> -  Т  [Р > (“ “ ) +  Р ^ >  ( - “ > (“ )} ’ С 6>

где У "(и)  определена формулой (14), а

1 “ :М  -  <Г)Л, | р * (“ ) ~  +  (_ „ )  (") — р п- \  («>|)

И Р -{х)  — функции Л еж ан дра.
П одставляя правые части формул (16) в уравнение (15) и используя 

при этом уравнение (13) с т =  0, будем иметь

I С—«)
.(А ,— 0 - 1»Р ( - и )  +  Р  . ( - 11) '• и° Г71,

• v ,n* (и) +  v  X. '4 1 enV" (и) =  0 .

(17)

Это уравнение совместно с уравнениями (13) эквивалентно исходной 
системе.

3. П ереходя к приближ енному решениювполученной системы, заметим 

преж де всего, что когда пробегает весь интервал — у  , у )  , некото­
рые е„ обращ аю тся в бесконечность. Это происходит тогда, когда р „_ т „а 
оказы вается равным нулю  или каком у-нибудь корню  ф ункции Бесселя 
J 0 (х ). Частично можно избавиться от этого услож нения следующим обра-
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зом: разобьем интервал — ~ , -  ) на части так , чтобы на каж дой из них
в бесконечность могло обратиться только одно е„. Рассм атривая каж ды й 
из этих интервалов отдельно, можем во всех уравнениях (13) исклю чить 
член, содержащий соответствую щ ее г„, с помощью уравнения (17). После 
этого будет уже сравнительно просто получить приближ енное решение 
и оценить его погрешность.

Проведем все необходимые вы кладки в случае, когда 2-/.Д <  1. В об­
щем случае изменения несущ ественны.

И так, пусть
2чД <  1.

Из формулы (6 ') видно, что тогда р«_тоа  при всех п ф  0 принимает 
чисто мнимые значения, если | | ■< 4- • С ледовательно, в рассматриваемом
случае нуж но исклю чить из уравнений члены, содерж ащ ие г0. И з фор­
мулы (16') следует, что V0 =  — . Поэтому, умнож ая равенство (17) на 
Упт (и) и склады вая его затем с уравнением (13), получим

~  =  -  “  П  («) -  Ш ° т («Й +  X Х’ (“ ) ~  ‘1Щ II
пф О

-  ;1Г  (и) У°т («)] +  (* -1  -  8™}) Рт {и) +

+  ^  т  _  з:<>* (18)
Решим полученную систему уравнений (18) относительно х т, считая 

х 0 известным. С этой целью вычтем из каж дого уравнения системы с т. ф  О 
уравнение с т — 0, умнож ив его предварительно на Р,„ (и).

В результате получим

^  » ' : •  <“ ) +  -  «?■> (> ■ , . , Щ <“ > -

-  V; (и) р т (и)\ +  р т («)} +  V  Ш  Кячг*т („), ( 19)
п + 0

где

К  («) =  К  («) => Ш ' щ (и) -  К  («) Р 'П («) +  \ ^ а (и)У° (и) Р т (и) =

=  (“ ) —  ^  (“ ) V « ; ! ,  (и ) .

Непосредственной проверкой убеждаемся, что если в равенстве (19) 
взять т  — — 1, то получим уравнение (18) при т  — 0 .

Таким образом, система уравнений (19,17), в которы х т  принимает 
все целочисленные значения, эквивалентна системе (18,17).

Положим
г? =. т а х  ^  (и)\.

т «=0

И спользуя оценку (11) и оценку для функций Л еж андра, можно 
показать, что

- 1 Г  А* у П - и С ^ - Ц )
-1 (1 — 4х2Д2)3/2 ’

где С1 —- некоторая константа, не зависящ ая от параметров задачи.
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Величина q будет малой, когда мало Д (кольца располагаю тся до­
статочно густо), либо когда и  близко к единице (щ ели м еж ду кольцами 
достаточно узки).

Будем считать, что q < \ .  В этом случае приближ енное реш ение 
с оценкой погреш ности можно получить методом последовательны х при­
ближ ений.

О граничиваясь первым приближ ением, получим (т  ф  0)

V. =  (х0 -  от‘) 1{т +  r i  V m (и) +  0m (и)] +  sg . -  W %  (и) +  0™ (и),
ч

где

| 0т  (ы)| <  ч -  ш ах I (т  +  ji) Vm (и)\ <  3 У 2к У Т + и  ,
• ч ^  <.п 1 — q

10* ° (« ) | <  T ^ !" a x |5 m —  I* И  < С 2 [1 +  1 п ( К  | ' 1 ) ] ] - ^ ,

причем 6т (п) не зависит от m„, а 0^ ( и )  — 0, так  ж е , как и W nm (u) 0 .
П одставляя найденные значения х т в уравнение (17) и реш ая его 

затем относительно х 0 — 5Ш*, найдем, что

* ' - W \  -  (и)гпп

Р * (~ к )  +  р " (Л !)  +  1 — Р X  п ' пУП 1(0 +  ^  V" (“ ) +  в" М 1 
11 11

(20)
И з формулы (9) следует

ч •
Рп J o (Рпа)‘ '

П одставим определяемые этой формулой значения а п в (6). У читы вая, 
что при т  ф  0 и 2у.Д <  1

р п~т,а. принимает чисто мнимые значения, причем

1 р п-т ,а  I =  |     • — —  1Л  — 4**д»

и, следовательно, для 0 < р < % , а ( 1 — 6) и р > а (1 + 6) при т ф  0 равно­
мерно по р в соответствую щ их областях  выполняю тся неравенства (0 >  0):

у  (р т ~ т " ,  >  С 3е  ^  0 < р < а ( 1 - 6 ) ;•<0 и  т-т„а>' 0U т—таи
н  ,/
I I  \ ) ‘

получим

Г  г

е‘Хги  (X; р,  г) =

е  1 +  и х (X;  р,  z ) ,  0  "  р а  ( 1 — 0)
• " ‘ 1 п “ ' >' г,

(Р 2— «г
-— ' -(- Ц2 (X; р, г), р > а ( 1 + 0),

‘I >

Н (о]> ( Р _ т а) р*_
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где для ф ункций и х (X; р,  z ) и и 2 (X; р,  г) справедлива оценка

|п fl +  gel )
|М * 4  Р. г)\ <  Ci Д2 / 1  _ 4 Х2Д»

sh  т Л
, (г = 1 , 2 ) .

Формулы (21) даю т приближ енное решение задачи , точность которого 
тем выше, чем меньше Д.

4. Исследуем подробно случай густого располож ения колец, т. е.
/ 2тсслучай, когда 1; - - > 2 1 .  Д л я  этого вычислим предел, к которому»1||) Л

стремится ф ункция П Д р, г), когда Д =  стремится к нулю . И з фор­

мулы (20) следует, что если Д -*■ 0, то л:0 =  ДО (1) при т 0 ф  0, а при 
т 0 — 0

. — / г <}р- а Ч п (р аа ) Н { 1 > (р„п)
11 гп X, — __  г * __
ц - в  0 — (ЧСр; а 2У0 (р0а) Я' (р0а) +  1

где
Q — И tri — Д ln * ~ U =  — lim  — ln  sin ~  ,

л-о 2 г-о ™ 21
d ~  Ü

причем предполагается, что последний предел сущ ествует. 
Отсюда и из формул (4), (21) следует, что

lim  П д (р, г) =
Д -0

т
^  Г  - ы щ м г " {гм -----------j  ^ Н ( „ { р п а ) е Л  | г , d X  p < a _

•  — i r . Q p W l P "  (раа) J о (A ,a)-fl

s»

i_ Г —UQplalH{y
2 J  ~ г л

I
-inQp*a2J0{p0a)Hlu (Poö)-fl

J o { p 0a )  Щ 1] (р „ р )  * 2 1 < Л , р > а .

(22)
Полученное вы раж ение удобно зап и сать в другом виде. И нтеграл 

по отрезку (— Д, Я)  можно заменить на сумму ин теграла по дуге полу­
окруж ности радиуса /? с петлей т, охватываю щ ей верхний разрез (рис. 2), 
и вычетов относительно полюсов поды нтегральной ф ункции, попадаю щ их 
в соответствую щ ую  область.
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При R  -  со интеграл по полуокруж ности стремится к нулю, а ин­
теграл по петле f  можно свести к интегралу по вертикальной прямой 
от k  +  i 0  до k  to o  — от разности значений поды нтегральной функции 
на правом и левом берегах разрезов.

Заметим теперь, что на обоих берегах разреза, охваты ваем ого пет­
лей f , все функции, кроме Н 0 1 (Роя) и Яп ’ (Pop), принимаю т одинаковы е 
значения, и так как  аргумент р„ =  | /  k 2 — л2 при переходе с левого бе­
рега разреза на правый увеличивается на тс, то при таком  переходе 
функции НІ' ](риа) и Н 01) (р0р) приобретают добавку, равную  — 2J 0 (p0a) 
н — 2У0 (pop) соответственно. Учитывая это, получим

lim  П! (р, г) =
4 -0

2-і  ^  Res +  г I J 0 (pop) { — 14 -
А+гО

[—ir.Qp a2J 0 (pua) H {01) (p0a) - f  lj(n) x J 
x  [— ir.Qp aV„ (pua) H \ j \ p ua) +  1 ](M

} ед ! г I d l \  p <  a;

k-\-i о

2tU V  Res +  І I { _  J 0 (puP) — 

H [l) (p0a )

- — in Q p ^J  о (p(lu) н (п]) (paa)

(П )

(л)
e‘l І г 1 a l ,  p >  a.

где / (п) и / (л) означаю т соответственно значения функции /  на правом и 
левом берегах разреза, /  jĵ 'j — / (п) — / (л) и вычеты берутся по всем по­
люсам функций

! тiQp‘o чЩ, ' (p0a) f У„ (рпР) / / ' " (р„а), р <  а,
2 —ir.Qp*a2;u (p0a)H, (рпа) +  1 \ / /  !’ (рдр) J 0 (риа), р >  а,

леж ащ им  в верхней полуплоскости.
Обозначим через Xt, Х2, . . . , X. . . . корни функции

— i n Q p f c V о {р 0а ) Но ] {р „ а ) 4 - 1, (23)

леж ащ ие в верхней полуплоскости. У читы вая вид подынтегральных 
ф ункций в формуле (22), получим

2тег V  Res =  _  V  A 7 ’J 0 (р I “  '■

2тл V 'R e s  =  — V  А +Н{]) { p V k 2 -  X“) c,xvi  ̂1,

причем Л, J 0 (а V  k2 — X2) =  A ÏH q*  (а У k2 — X2). И спользуя эти вы раж е­
ния и представление

— 1 \ Л  (P V k 2 —  *2) б 'х 2 1 dX,
(і-ио
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окончательно получим 

(

11т П (р, г) =  ;
А -»  о

1 л Т ^ о ( р ^ а +  ^ ) е ' М г 1 —

Ч ' “ Л  (РоР) е,Х 1 г 1 _________
— I  ̂ [—Ы(}р аЧ$ (Р0а) Я*/' (р0а) +  1]<п) х

*+'° X [—<я<2р‘аУ0 (р0а) я !/1 (р0а) +  1 ](л)

V  / Г 7 / ' 0и (р V к 2 — >. я  1 г !

Р <  а;

(24)

Яц 1 (РиР) еЛ 1 г 1
2 , ’ —1 ^ р гагХа(риа)11 ') {раа)+\

(п)
ел  I г 1 с1к р >  а

(л)

5. Перейдем*к рассмотрению задачи о возбуждении кольцевого вол­
новода магнитным диполем. Поле в этом случае будет определяться м аг­
нитным вектором Герца, имеющим только одну, отличную  от нуля сос­
тавляю щ ую  II* (р, г) — вдоль оси Ог, по формулам

£р =  0; Е ,  =  — Иг П*; Е 2 =  0;

Н  =  52- Г Г  Н  = 0 ,  Н  г  Т ' \ П * .\x\3v' ог2 !

Ф ункцию  П* (р, г) удобно искать в виде

П* (р, г) =  П а (р, г) —  П* (р, г) =  П 0 (р, г) +

+  у  ]  V r k^f ^  Н \ "  ( а  I  и *  ( X ;  р ,  г )  е ^ й Х ,

(25)

где

е'г-и* (X; р, г) —
еЛг V  ря| 0 (рлР) е *  р <  а

«о 2 тс

еЛг х  Зл/ / (о,) (Ряр) е‘ 1 пг , Р >  а.

Ф ункция П^(р,  г) долж на удовлетворять уравнению  Гельм гольца во 
всем пространстве, кроме м еталлических колец, на которых долж но вы­
полняться граничное условие Е 9 — 0. Это приводит к следую щим урав­
нениям:

д _ "8 (РдС0 а 
Н \'> (Рпа ) ?П'

V Рп
Я 1, (рпа)

е‘Ит =  0 (в щ елях);

И  $ п Р п < ! I  ( р п а )  е ‘Нпг  =  —еЛг (на кольцах),

из которых долж ны быть определены неизвестные коэффициенты (X).
Исследование полученных уравнений ничем не отличается от исследо­

вания уравнений (8 ).
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Поэтому мы приведем лиш ь окончательны й р езультат  сразу для 
предельного случая, когда Д =  У— - 3- 0 , причем сущ ествует

П т  — Д 1п
Д-0

І і т  П* (р, г)
А-.Є

2 па
1 и , .  I . гм I—гг— =  — П т  — т  соэ ^  ^

2 1 .в ' ГЛ ^
4~~1

-  B ~ J й (Р У к 2 — к ,2) ел » і г I —

ГІ*
1](п)

г >  £ о (Р о р )  ‘  ■

1 ) [— I \ п  (Р<Р)
*4-/0 х  [— ігХ Г У ,  0  і ) Н \ п (р0а) +  I Iм

Е в ? Я о ”  (Р У ї & - Х ? ) е ‘К  I * 1  +

<п)

Р <  а

(26)

Я(0П (Л>0

д е  Х ,̂ Х2, х.;,

*+/»

4  Г —к+л  1,еЦ‘^(Р<Р)Н\1)(Р(,а)+ I

. . .  —  корни функции

— ЫQ*J (р 0а ) Н \[) (р0а) +  1,

е‘х 12 1 й \ ,  р >  а
( л )

(27)

леж ащ ие в верхней полуплоскости, В , J ŝ (р У к2 — X,2) и В1 Н 0]) (р I' к2- \ У )  — 
вычеты в этих корнях функций

7Л н \ 1) ІРаа) •/ 0 (А>Р)
Н У  (р0а) и ж‘Ч

— lк Q * J l (pвa) И \и  (р0а) +  1

Н \и (рва) Н ^ р ^ и ,  (реа) 

— ПlQ*J! (р0а) Н (1 1 (р,а)4--1

соответственно, причем В ^ ,  (а, У № — Х„2) =  B t  Н\У) (а У  к2 — х ’2).
З а м е ч а н и е .  Мы п оказали , что при Д -V 0 сущ ествую т пределы 

ф ункций П (р, г) и П* (р, г) и наш ли эти  пределы. Н етрудно убедиться, 
что сущ ествую т такж е  пределы определяемых ф ункциями П (р, г) и

П* (р, г) полей Е, Н, и эти пределы находятся по формулам (2) или (25) 
из соответствую щ их пределов для функций П (р, г) и П* (р, г).

6 . П олученные представления (24), (26) удобны для вы яснения того, 
к ак  убываю т функции П (р, г) и П* (р, г), а, следовательно, и соответ­
ствую щ ие поля при | г | -*■ с о .

П ервые слагаемы е в формулах (24), (26) убы ваю т экспоненциально, 
зато  вторые — алгебраически. Поэтому на бесконечности (| г | с о )  глав­
ную роль будут играть вторые слагаемы е. О днако их роль будет за­
метна тем позж е (т. е. начиная с больш их | г |), чем больш е С1 (соответ­
ственно (2*), т ак  к ак  величина интегральны х членов убывает с ростом 
<2 (<2*), как  <2~2 (<2 *-2) при р < а  и С-1 (С*“ 1) при р >  а.

Н апример, если ка  леж ит между первым и вторым корнями функ­
ции Б есселя / 0 (х ) (соответственно J l (х)), то корень с наименьш ей мни­
мой частью  при <2 — сю (<2* — оо) стрем ится к корню J 0 (У~кг — Х2а) 
J ^ ( У k 2 — Х2а)), который вещественен. П ри этом оказы вается, что ЛтХг =  
=  0((2- г ), ЛтХ" =  0 ((2*~2). М нимые части всех других корней функций
(23) и (27) стрем ятся к конечным пределам, отличным от н уля . О тсю да 
и из оценок интегральны х членов следует, что при больш их <3 в об­
ласти

1 С  I 2 1 «с <22 (1п (2 і г і — /гр) (28)
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в случае электрического диполя сущ ественную  роль будет играть только 
одно слагаемое, так что

П т  П (р, Р < °  <29,
4 •» Н ф п Г  (р <" к2 — а") е'к' 1*1, р >  а,

а  в случае магнитного диполя при больш их <3* в области

1 ‘С ] г |« < 2 * 2 ( 1 п ( 2 * |г | - е д  <28')
будем иметь

А Г Л  I * V  — х ; а) е * 1’ 1*1, Р < а

1 1 т Г Т ( м ) ~ {  А + я « > ( ? > ^ 3 ^ )в А‘ 1*1, Р > с , ‘ (290

причем соответствующие поля в этих областях с хорошим приближ е­
нием получаю тся из правы х частей равенств (29), (290  110 формулам 
(2) и (25).

Заметим, однако, что приближ енные формулы (29) и (290  совер­
шенно непригодны вне указанны х областей, так  как  вне этих  областей 
существенную роль играет сумма других слагаемых в представлениях
(24) и (26). При этом поле, соответствую щ ее отдельным слагаемы м, т е ­
ряет физический смысл. Это особенно наглядно видно из того, что поле, 
отвечающее каж дому слагаемому (члену соответствую щ его ряда или 
интегральному члену), взятому в отдельности, экспоненциально р астет  
при р —> со , хотя суммарное поле, конечно, убы вает.

Д л я  определения скорости затухан и я  при |г  | >-»-со электрических 
и магнитных волн в кольцевом волноводе Н . Н, Смирнов [2) и скал  ре­
шения в виде (29), (29 ') и определял скорость зату х ан и я  по мнимой 
части (соответственно >.!).

Полученные им решения в точности совпадаю т с правыми частями 
выражений (29) и (29 '). М етод Н. Н . Смирнова долж ен д авать  очень 
хорошие результаты  при малых Д и больш их (3 (<3*) в областях , опреде­
ляемых неравенствами (28), (28 '), хотя вне этих областей приняты е им 
приближенные вы раж ения для  поля соверш енно непригодны.
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3 .  С. А г р а н о в и ч ,  В .  П . Ш е с т о п а л о в

I. Рассмотрим спиральный волновод, образованный металлической 
спиральной лентой с шириной зазора, равной с1, периодом (шагом) I. 
Радиус волновода г =  а; 0 — угол намотки (рис. 1). Л ента м еталла спи­
рали предполагается бесконечно тонкой и идеально проводящей.

Введем цилиндрическую  систему к о о р д < р ,  г), приняв ось 
волновода за ось Ог, и будем искать электромагнитны е волны, которые

могут распространяться в т а ­
кой системе в направлении 
оси 2 без затухан и я  и с за ­
туханием .

В обоих случаях  задача 
сводится к  отысканию  реше­
ний однородных уравнений 
М аксвелла, которые внутри 
спирального волновода описы­
вают бегущ ие волны (возмож­
но, затухаю щ ие), а вне вол­
новода — либо затухаю щ ие, 
либо расходящ иеся волны.

П усть Е ( г ,  <р, г), Н  (г, <р, г) — такое решение (временной множ и­
тель е ~ а“‘ здесь и далее опущ ен). При замене в этом решении 2 на 
г + 1 мы, очевидно, снова получим решение, удовлетворяю щ ее тем ж е 
граничным условиям, так как  при смещении на период I вдоль оси вол­
новода система переходит сама в себя. Естественно поэтому счи тать, 
что при такой замене искомое решение приобретает только числовой мно­
ж итель, который мы запиш ем в виде е'к<-1, и что

I 'п.- |

Е  (г, ср, г) =  е,н°г Е  (г, 9 , г); Н  (г , о , г) =  е'н«гН  (г, <р, г),

где Ё  (г , 9 , г), Н  (г, о , г) периодичны относительно 2 с периодом I. 
Очевидно такж е, что эти вектор-функции периодичны относительно 9 с 
периодом 2іг, так как  они однозначны, а координаты (г, 9 , г) и (г, 9 ф- 
+  2тг, 2) определяю т одну и ту ж е точку в пространстве. Заметим, н а­
конец, что спи раль переходит сама в себя, если ее одновременно смес­
тить по оси г .н а  величину Дг и повернуть вокруг оси г на угол Д©

=  0. Отсюда вы текает, что Е (г, 9 , г), Н  (г.так , чтобы Д© +  і  
зависят не отдельно от 9 и 2, а от их комбинации

С =  <?
2кг  
~7~~ і (і)

причем из указанной выше периодичности этих  вектор-ф ункций относи­
тельно 9 и 2 следует, очевидно, их периодичность относительно С С пе-
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риодом 2«, П оэтому их можно разлож и ть в ряд Ф урье, в результате 
чего получим

■ ( 1 2,121
Е  (г ,  <р, г )  =  е ‘н°г £  (Л)

П  —  —  со

Н (Г, ср, 2) =  е ,Л»г V  (г) е ' г *
, N (2)

Составляю щ ие (г) и Н п (г) внутри волновода (г <  а) запиш утся 
в виде

£ л г  “  * п Р п  К  ( Р п Г ) ,

Е пг =  апШпрг^п  (РпГ) +  Рл — /л  (РлГ),

Е п 9  =  —  а «  — ■ / г „ У я  ( р п г )  +  1 4 к р ш $ ' п  ( Р п Г ) ,

Е п г  =  Р л Р л Л г  ( р п Г ) ,  ( 3 )

Е п г  =  — Э . , ~ 3 п  ( р п Г )  +  М к п Р ^ ' п  ( Р п Г ) ,

Ег,п 'З.-У/с/ь.У„ (рпг) Рл ут ^  Еи  (Р'У)I

где а,;, — числовые коэффициенты,

я» =  к  +  х ; ^  1 Л'- -  * * • к =  т  ■ (4)

Здесь и дальш е под ] /  Л понимаем то значение квадратного корня, 
которое имеет полож ительную  вещ ественную  часть ( К е ] / Л > 0), а если 
Р е  ] / Л  =  О, — то отрицательную  мнимую часть (1т ] / Л  <  0).

Чтобы удовлетворить уравнениям  М аксвелла вне волновода (г >  а) 
и получить при этом только р асх о д ящ и еся . или затухаю щ ие волны,
нуж но взять составляю щ ие вектор-ф ункций Е п (г), Н п (г) равными вы ра­
ж ениям , которые получаю тся из правы х частей формул (3) при замене 
коэффициентов х„., на ап, и функций (рпг ), У« (рпг) — соответствен­
но на Н „ ] (р„г), Н п ]' (р„г).

Распорядивш ись неопределенными коэффициентами ап, ап, р„, мы 
долж ны  удовлетворить граничным условиям  при г =  а, т. е. обеспечить
равенство нулю  тангенциальны х составляю щ их вектора Е  (г, ©, 2) и не­
прерывность г-составляю щ ей вектора Н  (г, <р, 2) на металлической ленте, 
а такж е непрерывность всего поля на щ ели меж ду виткам и ленты.

И з условий для Е 2 и Е ч следует, что

7  '/ п ( Р н а > _  о  о' &П, Р/2 (1у  РП (5)
Л Н ^ ( Р па) ^  Н ^ \ т

га
а-пр \3 п  (рпа) е ^ е 'Ь т  --- 0 (на м еталле), - (6)

п = — 00

О* со

— £  о-пПкпЗп (р па) е,п> е^г +  Ига £  %рп3п (р.,а) е ‘,гЧ л ^  = о
П —  —  оо-------------------------------------------------------------------------------------------П ------ га

(на металле). (7)
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Граничное условие для Н г вы полняется автом атически в силу (5). 
И спользуя (5), а такж е известное равенство

г п (х) я < 1! <*) -  1п (х)  я!,1»' (х) = с- ^ ,  

из условий для //* , Н? и Е г находим, что

£  =  °  <на щ ели>’ (8)
П = — *

{ка V  — етЧ л *г —  V  В-— ттт2— - е ‘"*с,,,' г =  О
—  Н “ ' ( р па) £ 4  РпИ (п (РгР)

I I    П *=—  <м

(на щ ели), (9)

; п   —И-----р1П̂ рШпг —  Ь о------------------------- ж Д
Ш Ь  * * и " ' м  Ь  *  рп* С  (рпа)

П — — Ьо П — — со

(на щ ели). ( 10)

П окаж ем, что уравнение (10) является  следствием уравнений (8) и
(9). С силу (4)

п Н п  =  к ( /г л  —  / г ° )  /1 л  =  к  ^  ~ ~ р ~  к .  к ° ! 1 п '  ^

и потому, используя (8), имеем

\ ' 5 П̂ п 1̂П»̂ 1кп2 _  V  к2 кф.п е,п9ед1пг̂
—  ° •“ (р„а> ч ' ' рпН ^  (рпа)п = — оо '  Т ’Ч «*

С ледовательно, уравнение (9) можно записать в виде

1ка  V  -т *’’— е""ре,?!пг— -  V  Вд — "" ••*«_етчел пг — о (на щ ели). (9')
—^  Н ^ ' ( р „ а )  **  —  (рп° )rt=»—со

Дифференцируя это равенство по г (что, как легко видеть, законно) 
и учитывая, что согласно (4)

1  (А» -  h0hn) К  =  ±  (tf/in -  h0k2 +  /г0р«) =  **« +  ^  Рч.

получим

— Аа V  «п_Л " — emteihnz— i№ V  ß„——  e‘n^e‘ĥ  —
п: - 1  г Л ' :  м )

— V  — g/ncg.’/i,  ̂ _  о (на щели),
—  • Н1 (р„а)

а это уравнение в силу (8) отличается от уравнения (10) лишь множи­
телем ik.
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Заметим еще, что в сйлу (11) и (6) уравнение (7) можно записать 
в виде

~h S Jn (Рпй) е‘пч>е‘Нпг +
п =—оа

оа

+  ika У  %pnJ'n (р па) ein'felhnZ =  0 (на металле). (Т )

Таким образом, для определения коэффициентов а„ и 3„ имеем си­
стему четырех однородных уравнений (6), (7'), (8) и (9'). Параметр /г„ 
(волновое число) находится из условия существования у этой системы 
ненулевого решения.

2. Для дальнейшего исследования этой системы целесообразно ввести 
безразмерные параметры

V — 2п • * — 2 *  * t g  6 — 2ica

(здесь 0 — угол намотки), так что 

гг.
Л„ =  у  (п +  v), р па =  i ctg  0 У (п +  V)2 —  Хг. (13)

Положим еще

<хп — c iirL р п J п (рпа ) , bп tnPn

и введем «спиральную координату» по формуле (1).
Тогда уравнения (6), (7'), (8) и (9') после умножения каждого из них 

на е1'“? запишутся в виде

У] апе'(п+'')': =  0 (на металле), (14)
П= — -о

— tg 0 V a„  |e,("+*)C +  tea* ■ Yj Mn (p„a) H'nY (рпа) =  о
(на металле), (14а)

оо

V  &„е'(л+',)С =  0 (на щели), (146)

V    1л__________ e / ( n + v ) C _ t ß 0  У  Ьп x 2 ~ -v ( "  +  V «+*K =  0 .

(на щели). (14в)

Обозначим

Л- Г Г ')  =  V   1 л  Г 1 * о - м > С -  и  ( Г )  —  У  ____ 5 * --------------
_  Л » - 1г. , *)« ’ —и +

П = — оо п. — — со

2 Радиотехника, вып. 1 И*“
1 Б  И  Б Л  И О Т Ы \

У Ы ГК Л  Д Й Т '~
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Согласно уравнениям (14) и (146) имеем

оо

i?x (С) +  х" (С) =  с ле‘(п+ ,)1: =  0 (на металле),
Л  — оо

*2У (Q +  У" (С) =  X  &пе/(л+ ’)С =  0 (на щели),
Л “ —  ос

и поэтому

Of

х  (Q =  ^  ^  ^ g,("+v)C =  Af1g,xC 4 М 2е - ‘г' (на металле), (15)
Л = — оо 

ш

у ( С )=  v  xv _  ^ е«"+'К =  N tf r t  4- N 2e~M  (на щели), (15а)
Л  — — »о

где M i, М 2, N ly N 2 — некоторые константы.
Используя равенства (15, 15а), находим, что

т

X  ап е 'ТЛ+’)С =  %2jC (С) +  h X ' <С) =  <Х> -  V*) +
Л  — —  оо

4 (х2 +  vx) M 2e~ni: (на металле),

S  йл x « -V ^ r j ) g/(n+v)C =  ^  +  Ь У' W  =  (к2 - VK) N 'eM  +
п — — оо

- f  (х2 4- vx) N 2e~lf-' (на щели)

и, следовательно, интересующая нас система уравнений (14— 14в) рас­
падается на следующие две системы (делим все уравнения на e'vC):

•  со

V  апет: — О (на металле), (16)

V ,  Ь    вм  — х tg 6 [(* — v) , V К +
*  Pna2J п (Рпа) Н„ (Рпа)

Я —*— оо

4 (х +  v) /V2e— =  0 (на щели), ( 1 6 'а )

г'&атг ^  ЬУп {рпа ) Н у  (рпа)е,п: — xtg0[x — V) М1е'(х- ',)(: +
Л * - —  оо

4 (х +  у) А13е—'(Х+',)С] =  0 (на металле), (17)

V  _  о (на щели). (17а)
л —  »

Эти системы мы преобразуем далее, используя асимптотику функций 
Сесселя и известные связи между ними [1].
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Согласно (13), h m  р па =  с о , причем lim  a r g p .a  =  ~  (то есть при
1п| - -  |л |-  » “

больших |л |  число рпа  является  «почти» чисто мнимым). О бозначая 
рп =  iqn, будем иметь

Jn (рпа) =  е 2 In (qna), Н<» (рпа) =  — ^ - е  (qna ),

где q„a «почти» полож ительно при больш их | п | ,  т. е. l i m arg  qna =  0 .

В оспользовавш ись асимптотическими формулами для /„  и К п при 
больш их п, х  >  0 ,  получаем при | п  | -*• оо

J n (pna ) H ^ ( p na) = ~1 ‘ [1 + 0 ( М - * ) ] .
я  V  п‘- —  р 2а 2

Но

п2 — р у 2 =  п2+  c tg 2 б l(n +  v)2 — х2) =  гс2 (1 +  c tg 2 0) +  2vn c tg 2 б +

-f- (v2 — 7t2) c tg 2 0 — ^  [(n +  V COS2 0)2 -f- (v2 — 7t2) COS2 0 —  V2 cos4 0],

так  что при больш их ] л |

V n ^ p y = " + ; пГ ^ ' u n - ö d «  г 2)]

и, значит, при | /| ] -> оо

J .  М  V  М  ~  - т  Г1 +  о  ( I "  Г ’)1, <|8 >
___________ !____________ ^ 1 п ( п 4  V cos2 fl) sin  О I и I , 0 | |  I 24, П 9 ч

P 2n a - J n  ( P n a ) У 1 ( P r f l )  COs2 0 I-«2 —  t "  +  > F ]  n

(cm . (13)).
С помощью известных равенств для бесселевых ф ункций, а такж е 

имея в виду, что

1 . 1 2  ( п - r - /  c o s 2 0 )  2  .
"1 П n  1 ,̂.«2 П — /„ _ „ ПЧ2  1 п ! пп?2 П Тп  —  1 - ) -  ч  c ü s 2ö п  4 -  1 v  c o s 2 0 ( я  - j -  1  c o s 2 О)2 —  1 п  - j -  ч  c o s 2 О 

о 2
[ ( Л - j - V COS2 О)2 —  1 ] ( п  - | -  ' i  c o s 2 0 )  я - ) - v c o s 2 ö ' ° ( l " f  ’ ’

находим ,что при |Л | **• оо

я2 Ь 2 0
1 + ( Я  - I -  - , ) 2  _  х г

[1 +  0(1 « Г 2)]. (20)

Умножим теперь уравнение (1 ба) на ем , уравнение (17) — на е,?с, где 
а  и — пока неопределенные кон стан ты , и продифференцируем эти урав­
нения по С. И мея в виду асим птотические формулы (19) и (20), заме­
тим, что
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и выберем константы  а , р так , чтобы величины

г  (П •!- ч COS2 0) (Я +  ot) s in  0 тс s in  0 те s in  0 [(а +  v COS2 0— 2м) П - 1- av COS2 0 -f- х 2— v2| 
cos2 0 [(Я - j - v ) 2 — X2] co s2 0 —  cos2 0 l(n  4 -  v)2 —  x 2)]

(гг —f- P) sin 0 ! ,  n 2 tg2 6
те (я -J- v cos2 0) L1 (я  - f  v )a —

sin  0
те COS2 U

sin 0 [(p -f- 2v cos2 6— ч cos2 0 — 2 \)  n% -|-  0 (| n j)| 
те (и -- v cos2 0) [(n -j- x)2 — x2jc o s2 9

были 0 (I rt I 2) при I rt j -*• CO, т . e. возьмем

а  =  p =  v (2 — cos2 0) =  v (1 -f- s in 26). (21)

Тогда, п о л агая*
i (n +  д) =  ~sin 8 [n I .. _  o . 

p \ a 4 n (pna ) H ^ ( P no) cos2° n ’ (22)

i (n +  P) J n (Pna) H « r  (pna) =  ^  ^  (1 -  8„),

где
_  j  i co s2 0 [n -\-  V (1 -(- s in 2 0)] I n I 

e" ~  ^ s i n  0py j n (p na ) H™ (pna) ~  ’ (23) .

=**1 -  /JS r [n + v +  sin20)] J n M a) H(n Y M  ПГ »

будем иметь при j n I -> oo
в„ =  0 ( | п | - 2), I ,  =  0 (1 / i n .  . (24)

Таким образом, из уравнений (16а) и (17) после умнож ения на 
g,v(i-H№e>c( дифференцирования по С и сокращ ения на ^•« |+ адг0К получаем

Ika  sin 0 _  х N 
\  cos2 I  cos 0 j

V  с„ — * (.1 — s„) eM  — sin 0 [(x — v) (x -|- v sin2 0) — (16'a)
■ и  /2

П = oo
— (x +  v) (x — v s in 2 0) N ie~ ‘i'x+'l)r-] =  0 (на щ ели);

^  ’ bn • ^  (1 — 8„) e ' ^  — sin  0 [(x — v) (x -f- v s in 2 0) M —
Ц m -  Mi

— (x x) (x — v s in 2 0) =  0 (на м еталле). (17')

Система равенств (16) и (16 'а) (соответственно (17 ') и (17а)) н е п о л ­
ностью эквивалентна равенствам (16) и (16а) (соответственно JT 7) и (17а)), 
так как  из нее следует только , что производная от левой части, (16а) 
(соответственно (17)) равна нулю , а сама эта левая  часть постоянна. 
Чтобы удовлетворить уравнению  (16а) (соответственно (17)), мы должны 
обратить в нуль его левую  часть хотя бы в одной точке на щели (соот­
ветственно на металле). П усть начало отсчета спиральной координаты 
С помещено в середине одной из щ елей. Тогда точки С =  0 и С =  -  леж ат 
соответственно в середине щ ели и в середине м еталлической ленты,

* Считаем L5J — j.
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и дополнительными уравнениями будут следую щ ие (используем  еще 
равенства (22) и (21)):

X  Г, - г  V Д  И п »  <.)1Т 1 (1 ~  -  S l n  6  К» -  V) ^  +  V) Щ] =  о, (25)
Л——

V  _____С- 1 )'16« h i   § )  
п - г  v (1 Sin2 f)) п  к‘ п>

П——м
—  sin 0 [(* —  V)  е 4" - ' ,ЯМ , +  (х +  v) e-'<*+v>*M2] = =  0. (26)

Д л я  определения констант Л4Х, М 2 N x и N 2 имеем равенства (15), 
а такж е равенства, получаю щ иеся из (15) дифференцированием по С, 
причем те из них, которые относятся к щ ели , очевидно, достаточно 
удовлетворить в одной точке С =  0, а те, которые относятся к м етал л у ,— 
в одной точке '  - В результате получаем

V
_  7----- *)* 1 ’

^  ( } )Па" {п—~~' =  X [M2e'<*-V>7: — Л1ге -‘|^ ' ,"|1; 1шт> У   (га-г-7|*

V  -  =  jVt +  N t ._  х2 — (п -j- n)2 1
•*

а так как
П +  X   X2 1

то, обозначая

rt =  -— оо

(27)

х2 — (и -j- -j)2 [х2 — (/г *v)2J (п -f- v) п -|~ ч ’

„  __ ( Ч п /о о \
lfl X2— (п - f  V)2 ’

можем эти равенства запи сать в виде

£  % ап =  M iel(x~',)K +  Ali e~'(x+ v)"; (29)
/1 —  —  “  

см оо

7.2 У  У  <=!£■» =  X — Afae—**-+’'>-]; (30)
П  - f -  V П  - f -  1 7

П —— оо п  =  — “

I  М ) ^ Л  =  ^ 1  +  ^ ;  ( з п
П =  — оо

оо оо

х2 V  __ V  ^  .. ■ 7 (,V, -  Л'2). (32)
М 0 /г — v л  -j- v 4 1  4 7

Система уравнений (16), (16 'а), ( И7'), ( ! 7а), (25), (26), (29), (30), (31) 
и (32) полностью  эквивалентна исходной системе (14— 14в). При сделан­
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ном нами выборе начала отсчета «спиральной координаты» С щ ель леж и т

в области, где | С | <  у  , м еталл — где у  <  | С | <  тс и далее с периодом
2т. (рис. 1). Зам етим , что содерж ащ иеся в равенствах (15) константы  
/Их и М 2 (Ыг и А/2) м огут иметь различные значения на непересекаю щ ихся 
пром еж утках  С, заняты х металлической лентой (щелью). Т ак  как  при 
выводе равенств (25), (26) и (29— 32) мы брали на щ ели точку С =  О, 
а на* м еталле точку С =  т., то входящ ие в эти равенства константы  N 1 х
и М 2 (Л/х и Ы2) относятся к  пром еж утку | С — тс ] <  (соответственно

\
<т)

В соответствии с этим мы запиш ем системы (16) — (16 'а) и (17') — 
(17а) в виде

V
П "*■— ОО

r.d
апешГ- =  0, -j~ <  | С j <  тс,

ап ~  (1 — sn) — sin  8 [(х — v) (х -(- v s in 2 0) —

i t  d
—  ( x  -\- v )  ( x  —  v s i n 2 8 )  A f 2e ~ ~ ' <* + V>c ] =  0 ,  | С | <  - г ,

N  ( — I ) "  b „  —  ( 1 — § „ )  e ‘n ^ — s i n  6  [(x  — v )  (x - f -  v s i n 2 S )  ’ * ( « + 5 )
amm П

П —— ею

—  ( x  +  V)  ( x  —  V s i n 2 8 )  M a e - ' < * + ’ ) ( * + E>] =  0 ,  1 1 1  <  ,

£  ( - l ) ^ n e ' - ‘ =  0 ,  <  | S |  <  тс,
П—-— «М

сделав в последних двух уравнениях замену
С —  тс =  £.

В оспользуемся теперь равенством

(-4)

(А )

_  sinSTC (— 1)4

п 4~s *
ап к  I v 1X ) <  тс.

которое проверяется непосредственным вычислением коэффициентов Ф урье, 
и введем еще обозначения

у  sin  8 • (х — v) (х +  v s in 2 8) • s in  (v — х) тс =  а  (х; v; 0), (33)

*  =  M l,  M 2e - « ’+v>* =  М 2. (34)
Тогда системы (Л) и (В) перепиш утся так:

t  апе‘пГ' — 0, г̂ < | С | < т с ,
Пав—М

5] ап^ е ^ =  V  [0)tUi е<1 +  дг1а (Х; v; 6) ^ р 1)Я ^ -  ! М')
/I— — я И —  я

—  Л Г 0)  . ^ ] е - с .  | С | <  у ;
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£  ( - 1  f b ^  =  0 , <  I £ I <  *;
П= — “

£ ( - 1) ^ ^ е^  =  ^ | - ( _ , № 1 Ы 8л +  ^ 1 а (х. v; б)
*)

I e k ' - V - ' .

( В ' )

Подобные системы уравнений рассмотрены в работе [2]. Используя  
полученные там результаты, можем заменить системы (А') и (В ') экви 
валентными им равенствами

arn =  ± a j ^  EnV nm { ? f j  + N X - a  (x; v; 0) V ™  ; v — —
tl- ^ “

—  N 2a ( —  x; v; 0) V l£  ( y  ; v +  xj +  2cLR m { j ' j  ; (35>

( - 1  )mbm =  £ { - \ f b n Ш  bnV am ( ^ P ^ )  +  М г  a (*; v; 0) ^ ° 3 ; v -  x)

-  M 2a ( -  x; v; 0) V «  ( l ^  ; v +  x) +  2C2R m (3 6 )

(m =  0 , ± 1, ± 2 , . . . ) ,

где Cx и c2 — некоторые константы*), величины R m (8), I7” (5) выража­
ются через полиномы Л ежандра [2], а

И ? ( 8; s) =  £  _  ( т + в *  ,р  / v р  , ч _
м J "  /г +  s —  2 (m -4 -s ) s in 7 CS| r m W ^ - 2 ^Л=> — м *

— Лн+1 («) ^ s- i  (и)] (“  =  cos 8). (37>

С помощью (35) и (36) мы теперь преобразуем уравнения (25), (26), 
(30) и (32).

В силу (35)

| m | -  _ _» . , ,л  t r.rf\ I т  |

У  ^  =  У  a  ы ,  У  ! Н т )  V
_ . /п-4- у (1 4 -  sin 2 6) ^  п п  п ш m -(-v  (1 + s i n 2 0) 1

m —— и. n =  — oo т ш. — cm

v
xafx;  v; 6) ^+  A/x

/71 — — oo

it  t . . V  m \  1 I m . о  V  w  /  «
iV2a (  x , v, ) /и -j- •* ( |  sin*fl) / ■  m -j- v (1 -t-sinM )

* Можно показать, что Cx =  a _ |,  Cj =  — 6 _ t .
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=  V  ап ^  е/У р  ( у  * v 0  +  sin2 9)) +
п  = —  «J

+  N , a  (x; v; G) V\l \  : ; v —  x; v (1 +  sin 2 0) j —

— N 2a ( — x; Ч =6)У}“| ( г ;  v +  x; v (1 -f- s in 2 6)j j- 2c ,/? ,;, ( y  ; v (L +  s in 2 0) L,
где

« Й  <S; s> =  2 j - l ^ T -  =  2ІЇЇПІ7 ^ W

\  1  v "  (S)—  ,

m = — °

+  ^(s~2) (— u) P n («)] +  —y - j  ; (38)

%Н У1“1 (&: s,) —  , , .
Й И  (»; s „ s , )T  2 j  " m + t l "  =  2 (s , - ^ ) , l n , s ,  f s S r ,  I P , P , - .  (“ ) +  

m = —w

• Р , —2 (— H) Р , —) (u) —  IP-.I-1 (— и) B Sl_2 (u) г  (—u) P î,_ i (ы}]| ,

f
m +  n

m=— «y

+

-j- N va  (x; v; 0) »
1 '  ’ ' . і m  Д- v

V  ^ mVm ( y  : N“ x)
- i V 2a ( - x ;  v; 0 ) ^  ----------- ^ ^  +

m — «•

Ÿ K - D - R „ ( f )  Ÿ l  !  ^

+  2c‘ 2 j ~ -  +  * " Z j “ " "  *“ m ' t ;  ’ ) +
rïl ——oo

где

- i - iV i t t  (x ; v; 0) l / $  j —  ; v —  x ; v ) —  N 2a  (— x; v; 0) X  

X  V jej [ y  ; v +  x ; v )  -f- 2 c x R laj [ j  ; v j  ,

r u *-, s) =  Ё (~ ! Г * ; * =  2 ü ^ 7  ^ M î
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Vfe l(8; s) =  \
т  +  s

s — I
‘/{П -f-5j Sin rj

ГО

И д  (3; s u  s2) =  ^

(Р 1—1 (*0 Рn-И (и) — Р 1_з (и) Рп («)! (39)

( - i r v i *1 (*1; *,1
т  +  s2 2 ( s 2 —  s ,)  sin  rcSi s in  ти2

Щ * — 0»

X  [ P Sj—2 ( U) Ps2—1 (U)   Psa—2 ( И) P J ,_ l  (w)l-

1

X

(40)

+  N  i

- W a

(41)

О бозначая
r t i t o  s) =  v ~ ] (b- s ) - - + s , 

можем равенства (25) и (30) запи сать в виде

£ +  sin2 6>) +
гг—— °°

а  (х; v; S) 1/[д (jy ; у — х; v (1 -f- s in2 6)j —  (x —  v) s in  6 

а  (—  x; v; 0) V7}’] I ; v +  x; v (1 - f  s i n 2 0) j +  (x +  v) sin 6j —

+  2c1̂ : ] ( f ;  v (1 +  sin2 6>) =  0 ;

v) ] v; 9)Иад(т: v“ x; v> +
n — —  CO

+  jV2 • а  (— x; v; 0) l/[>] ( j  ; v +  x; v] —  2 c i P w  ( y  ! v ) —

— xAli +  xM , =  0, (42)
И спользуя аналогичным образом (36), из равенств (26) и (32) полу­

чаем

£  v ( i  + s i n 2 0>] +

а  (х; v; 0) Й[д { ; v — х; v (1 -f- sin2 6) j —■ (х —  v ) s in 6

а  (— х; у; 6) Й |д  ; v +  х; у (1 +  sin2 0) j  +  (х +  у) sin 0

+  2c2R m  ; у (1 +  s in 2 0)) =  0 ;

£ ( - 1 ) ч [ ^ - ^ - 8 Л ( ^ ;  v) ' ~
=  — оа

—  М 1 • а ( х ;  у; 0 ) ^ ( ^ f ^ ;  v -  х; у ) +

+  М 2 ■ а (— х; у; 0) ; F $  ; у +  Х; у ) -

-  2с2Я (в] ; у) - xjV j +  x.V2 =  0. (44)

+ М, 
— М 2 +

(43)
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Таким образом, окончательно имеем бесконечную систему линейных 
однородных уравнений (29), (31), (35), (36), (41), (42), (43) и (44) с 
неизвестными ап, (—1 )пЬп, съ  с2, М1( М2, и Ы2. П риравн ивая нулю  
определитель этой системы, получаем дисперсионное уравнение.

Сходимость этого определителя обеспечивается тем, что входящ ие 
в него параметры е„, и ч]п равны 0 ( | л | - 2 ) при I п  I ->• оо (см, (24) и 
(28)).

Этим обстоятельством можно воспользоваться и д ля  численных рас­
четов, сохраняя в дисперсионном уравнении только конечное число па­
раметров е„, 8Л, 11Л, имеющих наибольш ие значения, и п олагая  осталь­
ные равными нулю .

3. У каж ем  еще одну форму для дисперсионного уравнени я, которая 
мож ет о казаться  предпочтительнее при численных расчетах (в частности, 
если все ел и 8Л при п ф  т  считать равными нулю , что соответствует 
(— т ) - щ  пространственному резонансу). Д л я  этого используем равен­
ства  (27). У множ ив первое (третье) из них на х, добавим к нему и 
вычтем из него второе (соответственно четвертое). В результате этого 
вместо (27) будем иметь

V  =  — 2 х м и  У  <~ ' | '," п - =  2 х М о ,
_  П ф ( ч   х )  *’ П (V — -X.)

/1=» — о

=  2 х У 1, ==2хЛГ2

(27')

- I  п  +  11 ^  п ф  (V 4 -  х )
п  =  —  оо п =  — ОО

(мы использовали обозначения (34)).
Рассмотрим теперь системы уравнений (35), (41) и (36), (43), считая 

в них неизвестными ап и сь  соответственно (— 1 )пЬп и с2. И з этих си­
стем, как  легко  видеть, будем иметь

а п ~  Р" 1 £±1> • • •> "Т") ^  I +  %  ’(ец. е± х , . • - у )  • Л̂ 2,

(45)

=  8±1, ^ > ) м 1 +  № { ъ ш 8±1,

где рУ Ч -..)  и р , / '( ...)  — коэффициенты, зависящ ие от указан ны х в скоб­
ках  аргументов.

П одставив (45) в (27 '), получаем следую щ ую  систему четырех линей­
ных однородных уравнений с неизвестными Л4Ь М 2, и М2:



Д исперсионное уравнение спирального волновода 27

=

Обозначим

< - 1  Г $ Ч ч ,  Д)
 =  0 1  ( в 0 , . . А ;  « ) ;^  П + 5

П  —   00

і — пп а'2) і

(4 6 )

V  ( - 1)“ ?»'(*«■ • • • ;  Д) с  .4
^  „ _ |_ 5 — 5 2 (г0, А , в),

тогда эту систему можно записать в виде

| 5 і ( ц ,  • .  •! Л  ’  * )  М ‘ *' • • • '•  I • * “ Ь / Л Г Л  ,  / — I О , / М Л

и ( « „  • • • ; ¥ ;  < +  . )  5 , ( ц ,  , + . у и . Г  Ч  » і /  > Л / ’

і  1 ^ 0 . * ♦ •»  “у

/ Т К І
| ( £ 0, . /

/ 5 . 1 ^ 0 »  •  •  •»

\ 5 . | ° 0 .  • •  •» « /

/л?  Лк;

И склю чая из этих  равенств 4 и М 2, приходим к системе линейных 
однородных уравнений с неизвестными N l и /У2:

Щ £ - .  » - « )  -  5 , ( 8 . ,  . . »  — )

\  ^1 (#„, . . ~  ; V +  х |  й г  ^80, . . -  ; V +  х

\

X

X
5 і ( а 0, Ц \  V —  —  5 г ( .  , . ) | \

П риравнивая нулю определитель этой системы, получаем дисперсион­
ное уравнение в следую щ ем виде:
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4. Д исперсионное уравнение спирального волновода (47) можно зн а­
чительно упростить, если предполож ить v и х н астолько  малыми, что
при s  =  V , ,  V2 , V3 где V1 =  V —  St,  V2 =  V - f  X ,  V3 =  V ( 1  4 -  s i n 2  6 ) ,  допу­
стимы приближ енные равенства:

sin ~s ж  us; P s (и) ж  P 0 (и) +  s dP'<u) =  1 +  s In —л— ;
s =  0 £

P s —! ( w ) ~  P - l  ( u ) +  S
д Р _ ,  ( a )

ds t—в
=  1 — s In 1 +  «

В этом случае имеем, в частности, для нулевого пространственного 
резонанса

Г ( *  у ) 1-------- ',Л!1п' -
Е0 _  1 - i -v 3 in 1 — и

а так  как  (см. (23)) е0 — 1 = , s in  U
(Ро =  ‘<7о). то2 ^ 2/о (Яоа) Ко (Яо<*) '

Й*’ ( ео‘. у ) ~  — 2V>2/о (ц0а) А‘„ [цпа ).

Д ал ее  находим

(£о; у  : V — х) =  — 2м, | у2/ р (у0а) (<?0а) — V! 51п 0 1п с о э ;

5 1 ( е0; у ' ,  V +  *)== .— ! п [ / 0 (<?0а) # „ ( ? # )  —  зДГО 1 п с о з ^ | . 

М еняя в этих вы раж ениях местами величины », и v3, получаем

s 2 (е0; у  > v —*) ~  2у2

S a ( у  V -Ь ~  2vj

/„ (q0a) K 0 (q0a) — sin 0 In cos ^  | ;

7i d
*Jo {q0a) К  о (p0a) — v2 sin  6 In cos ^

И спользуя затем равенство (см. (23))
I  а — IT .  COS* 0  • v ti , r ( | ) '  ,  .  — 2  c o s 2 9  ,  , .  T.  ,  .
rjo —  > =  r - r g  '  j о (Роа ) Щ  (Pua ) =  cinfl >3 / 1  iPod) К ! ( ? 0a ) ,sin <t

аналогичным образом находим 
р(|)Д  .г. и -  d)\ _
ГО V'»* Г ~  I

sin  6 

v, sin в
п  fcos* I) , . rail ’
2 [ - ^ у ,  Л «7»°) А, (<?„о) — In cos j

s in «
s » ( v .  t d- ; * —  * ) ~ ------ ?— у  - г ч .

2 |[1ПТПГ 7‘ <?e°) Kl to**) ~  ln cos 2/]

S | ( V .  v - J - x ) = s  —

— sin«

— sin «
'•I

2 [ ^ y 0 Л /С. — In cos

sin«
C O S * «  ,  , ,  „  ,  ,  ,  I t r f l/ 1 <<7oa)X( (<W>) — lncos-^sin U
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Обозначая элементы определителя в левой части равенства (47) через 
(г, /г =  1, 2), получим для них следую щ ие приближ енные вы раж ения:

2vx sin  0 V o  (<?о“ ) /(о (<7оа ) — '*1 sin  6 In cos +

-f- 2 si n 0 10 (<?оа ) Ко (q0a ) — sin  0 In cos ^
i

8 х 2 COS2
sin | l t  (q<fl) K i  {q0a ) — In cos

2v! sin 0 izd
I о (<?oa ) ^ 0  (<70“ ) — sin  0 In cos +

Л 12 ~—

2v22
-1-------sin 0

V1

т.й
V o  (<?oо) Ко (qna) — v2 sin 0 In cos ~

8x 2
cos2 0 7r
Т Т гГ б  7 ’ ( q ° a )  K l  "  l n  c o s  2 1

2 — sin 0 V o  (<?oa ) ^ 0  (<7oa ) — T  sin 0 in cos +

-f- 2v( sin 0 I о (<7o“ ) K B {q0a) — sin 0 In cos

8x2 c°s3 0 i  j  , Td  
h  (Qo“ ) Ki  (q0a ) — In cos —

2 м̂ 2  sin 0 

-{- 2v2 sin  0

I а {Яо<й K 0 (q0a) — sin 0 In cos T~  

V o  (<?o“ > A'o (qifi) —  v2 sin  0 In cos

V
7idl

*22
8 x 2

cos* 4 . . „  , . . - d
— -  / x (q0a) К i  (<7oa ) — In cos —

I.

Таким образом, в рассматриваемом нами1 случае дисперсионное у р ав ­
нение (47), т. е. уравнение

^ 11̂ 22 — ^ 12̂ 21 
можно приближенно зап и сать  в виде

1 —

tg 2  0 ' i 'T V о (<?о“ ) Ко (<?»«) — (''I +  V 2 sin  0 In cos y ;

или

1

4x2

tg 2

sin 0 ,
/ 1 (<7oa ) к  1 (<?0«) — — 2-0 1

T .d
n cos —

0,

( V2 — x 2) / 0 (g0a) /C0 (<70a ) — ''2 sin 0 In cos 4
T .d

27
, , ,  , , sin  0 T .d

h  {Q0a) h i  (q„a) —  ^ - fj in cos
=  0;

при 0 малом это уравнение совпадает с уравнением, полученным в [3].
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С . С. Т р е т ь я к о в а

Д войной кольцевой волновод п редставляет собой периодическую  
стр у кту р у , состоящ ую  из коаксиально располож енны х м еталлических 
колец, изолированны х друг от друга (рис. 1). Н ачало цилиндрической 
системы координат (г, <р, г) находится в середине щ ели. П редполагается, 
что кольц а бесконечно тонкие, идеально проводящ ие и расположены строго 
одно под другим . Зависим ость от времени е~ ш . А кси альн ая симметрия 
системы позволяет рассматривать случай  симметричных Е- и Я -волн. 
В следствие периодичности структуры  решение будем оты скивать на одном

%

из ее периодов, поскольку решения на други х, согласно теореме Ф локе, 
отличаю тся на некоторый постоянный м нож итель е 'л°г. Э лектромагнитны е 
поля внутри и вне волноводов в этом случае представляю тся в виде 
рядов Ф урье

—  —

Е (г, г) =  е,ь>г V  Е т (г)е ' ,
т

_  . 2г.т
Н  (г, г) =  е 'Л°2 X  Н,п (г) е ‘ \  (1)

т

(М нож итель е- здесь и далее опускается).
Разобьем  рассматриваемую  систему на три области: I область — 

г < а  — внутри кольцевого волновода радиуса а , II область — а < г < Ь — 
пространство м еж ду  волноводами, I I I  область г > Ь  — вне кольцевого 
волновода радиуса Ь. Запиш ем  составляю щ ие поля в каж дой из областей, 
исходя из уравнений М аксвелла.

I область:
Е ж  ( Г )  =  3 „ , / 7 У 0 ( р т г ) \

(Г) =  ЛтШтр^ о  (Рт&>
Н %  (г) =  а.тИ г р ^ 0 (ртг).

Н (, т  ( г )  =  Л п Р У о  ( р т г ) ;

Н т  (0  =  (РтГ);
Е [г п {г) =  — $rnlkpmJ 0 (ртг).
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II область:

Яда (Г) =  а т Р У о  (Р п / )  +  ТтРт Н 'а (РтГ)'’

Е (!т (г) =  “А Р У  о' (р„/) +  ~{т1НтРтН?\)' (ртг);
Н % ( г >  =  +  а т £& Р,У о (Р т О  +  Ч т & Р т Н о” ' (Р т О -  

Яда (О =  Р тР У о (РтГ) +  °тР тЯ о ’ (РтГ)\
Я ®  {Г) =  К ^ т Р т Ч  (Ртг ) +  тРмЯ « ’' (РтГ) '

Я'»* (Г) =  — Р т ^ Р У о  ( р У  “  ат £/гР У У  ' (Р„/)-
III  область:

Я д а  ( 0  = 1 т Р т К  ’ (Рт&<

К т  И  ~  » т 'А тР т^ и  :*' (РтО;
^ ;а; м  =  + ' ^ р Х )' (р« г).
Я д а  Я )  =  Р ш Р т ^ П  ' ( Р т 4 ;

Я„!(г) =  рт гАт рт Я '|)' (ртг); 
Е%(г) =  - $ т1кртН (" ' (Ртг), 

где к =  рт =  | А 2 — (/г0 +  ^ р ) 2 =  ] /  /г2 — Л*;
J 0 {pmr), Яо1’ (рт г) — функции Бесселя и Х анкеля;
J o (p mr), Н[ (рпг ) — их производные по аргументу;

“ш. Рт, « и . Р т . Т т . « т . “ т ,  Р т  ~  КОЭффиЦИеНТЫ ФурЬб.
Д л я  определения неизвестны х коэффициентов Ф урье ПОДЧИНИМ ПОЛЯ 

точным граничным условиям  на поверхностях г =  а  и г =  6 . П ри г =  а
£<■) _  р(2) _  0

(металл), (2)

(щ ель);

при г =  Ь

Е 1"  =  4 2) =  о 
4 °  =  Я<2), / / » >  д а  Я < 2)
с -!1) _  17 (2 ) и ( I )    гт(2)
Л—“ (р | і 1 (р ---- і ■* (р

(металл), (3)

(щ ель).

£(*> =  £ «  =  о

£<2) =  £ '3> =  О 
Е {2) =  £ (3) Я (2) =  Я !3)
/7<2)   Г7<3> н (2 )   г/(3)Щ ( р  9 г  (р  ̂/ <р   I л <р

П одставляя вы раж ения полей в граничны е условия (2) и (3), получим 
следую щие уравнения.
£-волны :

Е  « т Р У о  (Р,па)е:Нтг =  0 (м еталл),
171

У™Уг>г'‘"' = 0 <щыь>’ (4)
Е  «шРЙ Я о } (рт й) е 'Лт2 =  0 (металл),
т

У  « т  7,777' ' м е,йтг =  0 (щель).
^  Щ'кРтЬ)
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Я-волны:
X! РтРт^о (рта)е",'я* =  0 (металл),

, 3тРп
I

*̂ 0 (Рта )
е*Нт* ~  0 (щель),

К Р тН о У(р,па) -  0 (металл),
т

^  ’ ^тРт  н(1к! м  ^  =  0  (ЩеЛЬ) ‘" о  \РтР)
т

Соотнош ения между коэффициентами Ф урье

, -  и!
“ .п а т +  и  J o {рта)

Яд 1 (Рта) -

(5)

- Я ‘ ‘) (Р т а )> ,/о (Р т6)
» и т  — Т т “г  и

Гт Р/и ~Т~ °/| ; Рт -  О/п +  р/,

Я '/Ч р /н * )’ 

7д (РтЩ 

Я 10 ' (Рт*)

(6)

(7)
ч‘' О {Рта)

выполняю тся на всем периоде I. П одставим эти вы раж ения в уравнения 
(4), (5) и обозначим

ат =  атр ^ о  (рт а) ;  =  а т Р ^ Н ^  (ртЬ);

1 , - рЪт *= -

т

Рт

(Рта)

Ь.„ =
Р т

ё-п =

Н ф ‘ { Р т Ь )  

1

А

А. (ртЛ) Я);'! (Рт&)

я,*,0 ' (рт 6)_

й й ^ °' ^ т£г)
г т  Р т  —  Г~

*4 (Рта )

• /̂м 4
^ 0  IР т Р )  Я д  ‘ ( Р т а )

(8)

(9)
1 —

/о  (Рта) Яд1̂  (РтЬ)

Тогда (4), (5) примут вид £-волны :

X  а,пе‘Нтг —  0 (металл).
т

X  ате1Нтг =  0 (металл),

У О (Рта) ^о1) (РтР)

У £т
7 о (Рт<0

Ч  (РтЬ)

ётV ______
Я,1,0  (рт 6)

т
Я -волны :

• 'л,Яц ( Р т а ) Р т ^ о  ( Р т а ) Я д 1, ( Р т Щ

<‘ т  а т  Н 0 1) ( Р т а )

Р т ^ о  ( Р т а )  Р ш Я (|1) (РтЬ) ^ ( Р т Р )

е Ицпг _  0  (щ е Л Ь ) , 

еЛп12 =  0 (щ ель).
(10)

У  Ьте‘Нтг — 0 (щель),
т

^  Ьте‘Нтг =  0 (щ ель), ( I I )
/К

У  1 М е  (Р«а ) Я40 ’ (р„,а) -ь ЬтМ р та) Н \Р \р тЬ)] е'к>* =  0 (металл)
т

У  (Рта) Н о У (ртЬ) +  Ь ^ о  (рть) Ни у  (ртЬ)] к • - =  0 (металл).
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Если теперь четвертое уравнение в (10) и (11) ум нож ить соответ­

ственно на У т - /  , слож ить и вычесть их (соответственно) из тр еть­
его уравнения, то уравнения на щ ели в ( 10) и на металле в ( 11) мож но 
записать так:

V  *=. I  ! ___
Рт ( а (Рта) Н'0  ̂ (РщЬ) J о (Рта) ' (РтЬ)

X

iPmb) 
J о (Рт&) а т +  а,

|  /  а  • 'о

у  Т ' т 0

J о (Рта) я < ‘ \p niQ.) 

(Pmb) Н {01) (р т Ь)
е%,г _  0 (щ ель). ( 12)

V  L  , J ,  l / f t r  (Pmfc)
^ , / 0 ( р т а ) Я 0 (p ma ) | f > m ] /  а Ь „ / (pma) „ u r  (PmQ)

—  J0 (pma ) H ^ ’ ( p J ) \ b m y r^  —  bm j}e 'A«* =  0 (м еталл). (13)

Будем считать, что pma достаточно большое, чтобы можно было 
заменить отнош ение бесселевых ф ункций их асимптотическими зн аче­
ниями:

^ о ( Р т а ) Н , ,  ( Pmß) b 4  (РтЬ) Д .  1 (P m b ) а

Л>( Pmb) Н Ц ' (pm b) a  H J Q(pma) H {0iV ( p ma) b '

Условие pma  >  1 вы полняется для  м алы х значений Д =  ^ , т. е.
полученные нами уравнения будут пригодны д ля  волноводов с малым 
по сравнению с длиной волны периодом и большим радиусом 

£-волны :
y . c me,hmZ =  0 (м еталл),

V г  imLm 2
J» (Pmß) ' (Pma ) 1  о (Pmb) H [ [) ( p ma)

V T ]  gMml* =  0 (щ ель).
(14)

Я-волны:

X  dme‘h™z -- 0 (щель),
m

S  dm [ ,r  (pma) Я <Г  (Pma) -  Y \  К  M  W  (p J> )] X
m

X  e,hmZ == 0 (металл), 

где cm=  äm+  | /  у  am; dm =  bm —  ] / y  bm.

(15)

Введем теперь новые переменные

2л 2г 2г.

и обозначим

i  (v f  m) I ffi I vT
» ..  =  I -  " (’  +  ” ) Щ  k  ( р шо )  и у > -  ( Рш о )  -  ] / |  Г ,  ( Р » 0 )  H i " '  ( Pm S )

j • (Pma ) i P , 1 (pma) j 0 (Pmb) H l, l) (Pma )
(16)

(17)

3 Р а д н о т е х н м к а ,  в ы п .  I
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М ожно показать, воспользовавш ись асимптотическими вы ражениями 
бесселевых функций, что при | т  ( со ет и 8т  стрем ятся к нулю
как —г .

Теперь (14) и (15) запиш утся следую щ им образом.
Я-волны:

V Cme № K  =  0 , ^  <  | С j <  тг;

V ,  \ = 1 і е ц>+т): —  о , , Ч < ? :
(18)

Я -волны :

V  =  0 , | С | С  у ;
т

(19)

Такие системы уравнений м огут быть решены сведением их к неод­
нородной задаче сопряж ения для  аналитической ф ункции, согласно методу, 
изложенному в работе [1]. Реш ение представляется однородной беско­
нечной системой линейных алгебраических уравнений относительно неиз­
вестных коэффициентов Ф урье ст, (1т. У словие сущ ествования нетриви­
ального решения этой системы, т. е. равенство нулю  ее определителя, 
дает дисперсионные уравнения для Я- и Я -волн .

Я-волны:

. . . . . •

. . . « л И Я - і -— Є—діУд1N I/O
Єв* я 2 R *

. . . ЕдіУ—,V 
• • • • • »

-—N ^~ -N  1 . 
• • • •

2  R - N
• • a =  0 . (20)

■ • . t s V ? _с ы] / ~ Ы--- Ч'И • ч К - 1 2 P o

• • • - £_ * г (т Г • . e0wU 2 R M
Я-волны:

2 /?(»] 

2 P 0
- W ,

So (1 —  Kg) —  I . . - * - n v v n

. . .

- * NV 0v . . .

2 R - n  

2 R n

• • •

- w ° ~ N

- 8 < П

: .  - s _ ^ i + y ^ ) + i

- * - Nv a N

- b _ Nv l N . . . 

• • •
.  .  . .  .  . .  .  . . . . . .  . . .

= 0 , ( 21)

^i» i. R n , Я м . R i а] определяю тся через ф ункции
у (см. [ 1 ] и наш у статью  в настоя-

где величины I w , V N 
Л еж ан дра Р , (и) от аргум ента и =  cos ,

ЩеМ С б о р н и к е ) ,  W То] =  У " ,  — •

Б лагодаря  тому, что и bN с возрастанием  N  стрем ятся к нулю , 
уравнения (20) и (21) реш аю тся методом редукции. В простейшем случае 
нулевого приближ ения получаем  довольно простые вы раж ения д ля  ди­
сперсионного уравнения
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£-волны:

•1 _  1 / Л£ . уо (Ро°)
<2уд ____V Ь .]„ (р0Ь) Р Л —‘“) +  Ру-1 (— и)7 /т'1 *  ц "о ^  1 4 . /ооч

в ,г Л  / (р0ар  Я и‘) (р0а) 1 _  Jв (раа) Н" > (р06) Л  ( - « )  -  (-«О  ’

J 0 (р0Ь) Н {0[ ) (р0а)

//-волны:
/ /„  „ч ‘ — «  1 / ’, ( « )  — Р ,_1 (и)
■М. 0я) 2к«ву , / у  ' р  (и)—р (ц)' ^

При Ь -*■ со эти дисперсионные уравнения переходят в уравнения 
для обычного кольцевого волновода (см., например, [2]).
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2. 3. С. А г р а н о в и ч ,  В. П. Ш е с т о п а л о в .  ЖТФ, XXXIV, вып. 11, 1964.



РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В КОЛЬЦЕВОМ 
ВОЛНОВОДЕ С ДИЭЛЕКТРИКОМ

С. С. Т р е т ь я к о в а

Вопрос о распространении электромагнитны х волн в кольцевы х в о л ­
новодах с диэлектриком вызывает интерес, поскольку в последнее время 
кольцевые волноводы находят ш ирокое применение в различны х областях  
техники сверхвысоких частот. Примером мож ет сл у ж и ть  использование 
их в качестве волноводных фильтров в лини ях передач сверхвы соких 
частот, ускоряю щ их систем в линейных ускори телях , а так ж е  периоди­
ческих структур  в приборах, использую щ их эффект В авилова — Черен- 
кова.

П оскольку в практических устройствах кольцевой волновод изготов­
л яется  в виде системы колец, нанесенных на диэлектрический стерж ень 
или находящ ихся в диэлектрическом  кан але, важ но вы яснить влияние 
диэлектрической среды на характеристики кольцевого волновода. Особый 
интерес долж ен представлять случай оптически активны х сред.

! .  Постановка задачи

Рассмотрим кольцевой волновод (рис. 1 а, б), состоящ ий из периоди­
ческой системы металлических идеально проводящ их колец, изолирован­
ных друг от друга. В нутри или вне кольцевого волновода помещен

изотропный диэлектрик с произвольной диэлектрической проницаемостью
в. К ольца предполагаю тся бесконечно тонкими. Вводя цилиндрическую  
систему координат (г, ср, г), будем искать те волны, которые м огут рас­
пространяться  в данной системе в направлении оси г. Б лагодаря  акси аль­
ной симметрии системы рассм атриваю тся только  реш ения, в которых
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зависимость по <р определяется множ ителем в""Р. П ериодичность системы 
приводит к тому, что поля можно представить в виде рядов Ф урье

,2*т
£  (г , ср, г) — • е'Л°г ^  £ т  (г) е* 1 ■ е~ м ,

т
— 2тст

Я  (/■, <р, г) =  ■ ег,!°2 V  (/•) е'~7" . е~ш ,
т

где вектор-функции £ т  (г), Я т  (г) для  г <  а  и г >  а  вы раж аю тся через 
функции Бесселя и Х анкеля. Более подробно рассмотрим случай , когда 
диэлектрик зап олн яет  область г >  а, а д ля  располож ения диэлектрика 
внутри кольцевого волновода приведем л и т ь  конечные результаты .

И з решения уравнений М аксвелла составляю щ ие поля находим 
в следующем виде:

г <  а

Егт П  =  “ т Р ^ ь  (Ртг),

Е гт (г)  =  а тШтр тГ п (р тг ) —  Вт  ~  J n ( р п г ) ,

Е , т (г ) =  —  а т  J n (р тг ) —  $тИгрт Г п (р тг ) ,

И гт (Г) =  Ътр У Л Р т Г),
Ь п

И гт  (г) =  a m y J n ( р тГ )  +  Р т / Л и Р ™ / ;  ( Р „ / ) >

Я,,» (г) =  а тщ р тг п (Ртг) —  вт 5=2 ./„ (рт г);

г >  а

Игт (/') =  а тРгпПп (РтГ),

Егт (г) = а тШтр'тН {1у(р'тг)—  рт  у  Я!,11 ( р » ,

Е , т (г) =  ~ а т  ^  Я '1» (рт г) -  р „ Д р ;Я ',г (р ,>),

Я гт (г) =  Р~ Р т  Я!,1’ ( р » ,

Игт (г) =  а т ^  Я*1’ ( р »  +  $,пП1,пр п Н 'п У ( р ’пг ) .

Нут (Г) =  атИгр'тН1{п У (ф,'пг) —  $т - у  Н™ (,р'тг ),

где й =  ~  ; рт =  =  Ло +  ; Рт =  V к Ч  — /1т-

П одчиняя компоненты поля точным граничным условиям  на пе­
риоде структуры , получим соотнош ения м еж ду коэффициентами ат, |Зт ,

® т  |  Р т ’
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и систему уравнений для определения коэффициентов а т и рт :

I  атрУ„ (Рп;а ) е‘Нтг = о (металл);
т

—п У атк ,^ п (рта) +  Iка У КРтК  (Рт«) =  0 (металл);

* т  ( Р т  —  Р т )
Л  ( Р т « )  е ,Нтг +

Рт К "

+  Ига У  ?т [■/„ <Р.„«) Н'п (Р«°) ~ ~ т } п М  Щ  > ( Р > )

X е'/,тг =  0 (щель);
Р 1' ГоЯ у т 

Рт

X

“ “ I *" Й П П Т Т , Г4  (р”“) н ‘"  (р . “ ) ~  ^  4  (р"“> н "1>' ( р > )  “Я '  /П '   ̂ "»

П2Н

к2а2РтР,

Я « Г ^ т И>
К  (Рт«) ^ 1Г ( Р »  — (Рт«) ^  ( Р » X

X е,Нтг — 0 (щель).
Займемся теперь решением полученной системы четырех уравнений, 

выполняю щихся на разных частях периода.

Введем безразмерные параметры £ =  ^  =  2т а ’ * ”  ’
Тогда

= у  +  т ) ;  рта =  - у  V  *2 — (> +  т ) а; р >  =  V * ав — (у +  т ) 2.

При | т  | со рта =  7- (V +  т )  ~  (1 +  0 ( -У ) | =  р ’па.
И спользуя асимптотические приближ ения ф ункций Бесселя при 

| т  | ->- со , найдем, что

К М  н <»■ ( р > )  =  I  ^ Ш  {I +  о (Д , ) } .
2 Д I т |

^ ( Рта ) Н - >  ( р ^ ) . ^ - ^ - ^

и величины
.  _  ) _________________ К  (Рта) /Р°'(рт 'а) • Д рта

11+оШ)
I ! т  |

4  (Рт а) Н 1п1у(рта) — У,; (рт а) ' (р^с)
г ТП

4  (Р та) Я1П'(Р ,;а) ~  ^  (Р та) я ; ,1» ( р »

■]п (Рта) / Р 1 ’ (Рта)

при I т  I -> ОО стрем ятся к нулю , как  1 /т а. О бозначая 

« т  ^т Рт ^п  (Рт«Ф

V от ОТ

V 4 - т  | т  | 

0 + е) Д Р та ™

ьт = а. яЛ, Р ‘* — Р*
»ЛаЯ'и (л',а) т 2 | / Р ,) ( р »

х  [ / .  ( Р т « )  ( Р т « )  —  ^  ( Р т « )  Я ,'.”  ( Р т « ) ]  .
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получим
X  а т е‘('|+т,Е =  0 (металл);

V  ( _ О* —  ̂+  т  ,л а т +  &т ) е ,(' + т ) '  -  а т Ф ТО1е « ,'+ т)Е (м еталл);Д  х х 2 — (У +  т ) 2

]£&т е‘(',+ т)5 =  0 (щ ель);

• /  л Д  V +  т
(у +  т )- Ж у т т ат 1 е '<,+в*>5 =

где Фшл =

=  +  V  Ьт1 пте‘̂ +тК (щель),
т т

(£ — 1) (1 ~-Ът) Н (п1) (Рта) . 
у +  /л X* —  (У  /П1* //»и (р^й) *

АД
т  | ' Р та)

х-2« —  ( у +  т)2 у +  т  п Г  / р  ) ' ( р ^ а )

пгАа (£ — 1) 1

X
I . х2£ — (У +  т у  .. * . -Д  (Рта) я ™ '  {Рта) р т К  (Рт.а) (Р'пА) ) _

у-2 _  (У -г- т ) 2 °т  ̂ 2М ^(ота) р'т я (1)' (р/„а) Г
' /I *

г   яД у +  /я
-тл 7. х* — (у +  т ) 2

•!п (Рта) Н [ 1)' (р/па) — Уп (рта) Я '1’ ( р »
Р т

2 Я Л (рт а ) Я ' 1»' ( Р »

Системы уравнений, подобные этой, хорошо изучены и м огут быть 
решены путем сведения их к задаче Рим ана — Гильберта с помощью 
метода, детально излож енного в работах [1]; [3]. О п уская  рассмотрение 
задачи Римана — Гильберта, приведем окончательное решение ее в виде 
однородной бесконечной системы линейны х алгебраических уравнений 
относительно а,п, Ьт, съ с2\

£  1а * [ ( Х* П Г  +  ] +  ** (ч* +  +  * ) ^  } +
к

£ « .  ■Ц 1 ( ^  ■ - [ V -  £  у , + ( .  +  к ) ( Ш  К ы  -  *  ф Д ]  +
£

+  £  ^* [^*«1 — 7 Г * )  — Т  +  (у +  &) Е кп) +  2С1Я[о] +  у  2Сг/?[5) =  0;
*

£  | а * | ^ < \  +  (V +  к )  Ф кп) -  8тА) ] +
А

+  Ьк [ - 8*1/* — (1 _  8*) 1А1 8тА]} +  2С2Я т =  0 (1)

£  а* У м  | Т  Х* ^  ^  ^  ^  ( т  ^  -  - Т 1  ф *")1 +

+  £ ъкУ%, щ &*] +  2Саям +  £ 2 е д „  =  о,

/гг =  0, ±  1, ± 2 ,  , . .
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где величины V km, R m определяю тся через функции Л еж ан дра от аргу-
„  sd  , , s ( 1 т  =  k  п&хмента и  =  c o sT  (см. [U . Ьтк = , ( Q т  ф  * ^  =

«•

* «  =  £  m = — «
«•

p t3, =  V  1 ? !  - Rm- =  п p  . t—u\-
^  m  v m  2smv7c  l v  / *

m = — eo

У И  =  ( 0  . f  ,7; =  2 Sin 'VÏC ’ 7 + 1  t ^ >v- 1 ( U) #0* + ‘ (W) P * ~ 2 (U) P  k (u )l;
m = —««

Ï /Æ    *   i m  \ ^ m    ^  1 r n  /  n  /  !
w  v +  й _  m  v +  m 2 sin  vit v +  /г 1 v— 1 '  '  ‘ *+* '  ^

m = —oe

+  P v _ 2  (— ifi| P *  (— » )]•

Равенство нулю определителя этой системы и является  точным ди с­
персионным уравнением для несимметричных волн, распространяю щ ихся 
в кольцевом волноводе, помещенном в диэлектрическую  среду.

П оскольку система уравнений бесконечная, то дисперсионное у р ав­
нение представляется бесконечным определителем. О днако элементы опре­
делителя в качестве множ ителя содерж ат Ьт и х т, которые при | т  |->- со 
стрем ятся к нулю как  Л/т2. Это дает возмож ность ограничить определи­
тель и пользоваться в расчетах конечным числом членов, которое зави ­
сит от требуемой точности.

2. Случай симметричных волн

Д л я  случая симметричных волн (п  =  0) в кольцевом  волноводе можно 
выделить два типа волн, аналогичны х Е- и Н- волнам  в сплошном вол­
новоде. М атематически это приводит к разделению  системы уравнений (1), 
после подстановки п =  0 , на две независимых системы, одна из которы х 
описывает распространение £-волн  в кольцевом  волноводе, а д ругая  — 
//-во л н . У словие сущ ествования нетривиального реш ения каж дой из них 
дает  дисперсионные уравнения для Е- и Я -во л н  соответственно. В про­
стейшем случае нулевого приближ ения Ьт, у т =  0 при т ф  0 (что спра­
ведливо д ля  х < 1), и дисперсионные уравнения имеют следую щ ий вид.

Д-волны:

J 0 (Pi,а) (р0а) — Я  (р0а ) Н (" ( р ’ а) (_ и) +  р   ̂ (_ ц)

J,  (РоО) =  — ^(Роа)Рйа( \+, )Л ’ " Р Д = ^ Р ,_ ,(-и )1 (2)
Я -волны :

Jо (Pifl) Hi"' (Ро а) — J ’ (раа) Н(Р  (р0' а) Р . (и) -  (и)
(Рой) =    ГТГ -̂------------ 1 Д Роа  • ъ , _1_ В1 ’ ) ; • (3)’ 2 v / / (| 1 )(^yг) 0 Р* (“) +  / \ _ 1  (“)

где Р , (и) — ф ункции Л еж ан дра от и =  со5 1г^//.
Н еизвестная  постоянная распространения V =  V' +  г /  входит в ар гу ­

мент ф ункций Бесселя и Х анкеля и в индекс функций Л еж ан дра. Т ранс­
цендентные уравнения подобного рода легко  реш аю тся с помощью 
электронно-вы числительны х машин.
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В случае длинноволнового приближ ения уравнения (2) и (3) несколько 
упрощ аются (V 1).

£-волны :

Г. ,

,1о(Риа)= д о 21п э ш ^ ; (4)

Я -волны :

Л) (Роо) Я*!) (Роа) — Р'г  'о' М  / / '"  (Р„'а)
' ■ м  = ------------------------------------------------------------------------------------(5)

Если в этих уравнениях полож ить е =  1 и й — I — 2Ь (2Ь — ш ирина 
кольца), то (4) и (5) можно зап и сать в таком виде. '

£-волны :

Л  (Р0а)  =  1 ( у  • — —  — ~1; ; (6 )
(р0а) 1п соэ —

/7-волны:
. . т:6

. .  1П 51П —г

=  < 7 >

что в точности совпадает с дисперсионными уравнениями д ля  кольцевого 
волновода, полученными в работе [2 ].

Если диэлектрик находится внутри кольцевого волновода, то диспер­
сионные уравнения для симметричных Е- и Н -волн в нулевом прибли­
жении имеют вид, аналогичный (2) и (3).

Е-волны:

Ц  (р'а) Я<» (Роа) -  У0 (р'а) Я«»' (р0а) > , р  (_ ц) +  р< (_ ц)
*9 (Ро«) = --------- р„а Я |1) (рва) (1 +  е) 2Д (— а) — Р„ (— а) *

Я-волны:

ч 20 (р„'а) / /< " ' (р„а) -  ^ У ; ( р „ ' а )  Я</> (р0а) д  д ^  (ц) _  р _ ] (н)

1 (Р°й) Я Й ^ )  2> Я, (и, +  Р ,_ , (и) •
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ДВОЙНЫЕ РАВНОЩЕЛЕВЫЕ ВОЛНОВОДНЫЕ ПРЕПЯТСТВИЯ

В . В .  Щ е р б а к

В настоящ ей работе рассмотрены емкостные и индуктивны е преп ят­
ствия, состоящ ие из идентичных одиночных препятствий. Т акие препят­
ствия назовем равнощ елевыми.

Здесь, как  и в работах [1, 2], метод Рим ана — Гильберта позволяет 
получить решение задачи, пригодное в широком диапазоне частот.

Заметим, что в данной работе, как  и в [1], в случае емкостны х н а­
грузок поля разлагаю тся по базису Я *  т и Е*,т волн, у которы х то ж ­
дественно равна нулю  составляю щ ая поля соответственно Е х или Я г (ось 
Ох  — параллельна ш ирокой стенке волновода). Д л я  обычных ТЕ-  и Т М -  
волн такие предполож ения делаю тся относительно составляю щ их поля, 
параллельны х оси волновода Ог. П оля дс-поляризованных и г-поля'ри- 
зованных волн линейно связаны  друг с другом , а в случае отсутствия 
вариаций по у  (т я» 0) совпадаю т. П ринятое поляризационное деление 
наиболее естественно для дифракционных задач. В тексте индекс х  в 
обозначении Я Д  „-волн, совпадаю щ их с обычными Т Е п, „-волнами, опущ ен 
(а для Н хп, ,п — нет). В случае индуктивны х нагрузок оперируем с у - поля­
ризованными волнами.

§ 1. Двойная равнощелевая несимметричная емкостная полоска

1. П усть в прямоугольном волноводе на расстоянии г друг от друга  
находятся две одинаковые несимметричные емкостные полоски (рис. 1,а). 
При падении (со стороны — г) на это препятствие волны Я р. „ в о з­
буж дается сложное дифракционное поле, которое можно представить 
в виде суммы Н \ п-волн (р — ф иксированное целое, п  =  0, 1, . . .). П ри 
этом в области I (г >  0) имеем падаю щ ую  Я р, „-волну и сумму о тр аж ен ­
ных, в области II (0 >  г  > — г) — сумму прямых и сумму обратны х 
волн, в области I I I  (г < — г) — сумму прош едш их волн. В таком  случае  
поля в трех областях, удовлетворяю щ ие уравнениям  М аксвелла, запиш ем 
в следующем виде:

Е 1Х =  0; Н \ =  (е -м в„г +  V  апеЧр,п*+1Нп») (е%р* —  е ~ * Рх)\

Е {у =  (  к + V. а„ е‘1р.„ А (е'Кр* — е -* р х)\

Щ  =  — V  ап ^ 5  е'Гр.п г+л «У (е'2рх 4 * (1 )
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Е\ =  V  ап -^2- ечр.п*+*пу (е^р* — е - ‘£рх).
 ----“ 7р.о

=  0; Н 2, =  2  (сгае - 'Ь .„ г +  ^с'Тр,я (г+ г) ) е ' й̂ ( е ^  — е - 'Ь * );

£* =  V 1 (с^е-'Тр.я2 — йпе‘ъ У г+г)) е,й̂  (е^р* — е-'йр1); 
“  т*

Л  —  —  со 1 р ,  о

/
га-а

■ Щ Ж ъ
Ш Ш М у

4 а

■ У /'/ / / / /
г

т

о  ■

■. _1

У / У / / У 4 / / / уг̂ 777? 1

Л Ш Ш
?6 -а

г
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л У1
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♦ 1

д )

Рис. 1. Двойные емкостные равнощелевые несимметричные и эквивалентные им 
сложные симметричные препятствия.

Н \ =  —  V  (спе-'Ъ .п2 +  с1пе‘1р.п <г+г>) ^  е^У  (е«рх +  е-'йр*); , (2)
л=—<М р̂м»

# *  =  V  (спе -'Тр.п2 — с1„в'1р.л <*+г>) е^ А З  е>Ьп» (е,ярх е—8рдг).
п . —-  ^р.»

=  V  (спе - ‘Тр,пг +  4е'Тр,п (*+')) е‘*пУ (е'е0* _  в-'8р*). 
л -. — »  Тв.0
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Е 3Х =  0; Н ах =  V  Ьпе ~ ‘1Р.п <г+г> + 'л"4' (<?'«рх — е ~ ‘*рх);
Л — 00

£ 3 =  V  ь„ е~‘Тр.п (г+,') + ,кпУ (е'£г>х—е-*ёрху,
П ..

Н у  =  — V  &„ е ~ ‘Тр.п (г+|,)+ Ллг/ (е‘вРх +  е ~ ‘£Рх)\  (3)
Л  =  —  00 ‘ Р ’ О

И3 =  V  Ь ёр'{р-"- е~пр,п <*+г)+Ля» (й'ЯР* 4- е-^Рх)\
м а ■»!

Л——“ 1 Р’О

£ 3 =  V  Ъп е-Чр,п <г (е'?рх — е~'£••>*).
п——~ ^ р<о

При этом в си лу условия непрерывности Е у при г ■= 0 и 2 =  — г 
ВЫПОЛНЯЮТСЯ соотношения !

1 ^0 =  С|| 0’ ~  ^пвр,п , Ьп — Спвр1П с!п . (4 )

В этих вы раж ениях обозначено

— &р — л«. ^  =  £  р; к  =  т : %■«=  е'Тр', /  • (5)

Зам етим  т ак ж е , что поля в системе рис. 1 , 6 ,  зеркальной по отно­
шению к данной1 (рис. 1, а), в силу свойств симметрии совпадаю т с (1)— 
(4). И спользуя граничны е услови я , которые имеют место для исследуе­
мых систем (рис. 1, а ,  б) при 2 =  0 и при 2 =  — г соответственно на
окнах  и на полоске, получим уравнения 

( «•
I  Спе ЛпУ =  — 1 \ у \ < т >  Т < \ У \ < Ь’ (6>

^  с1пе‘Нп!/ — 0Т = — м
сю

1 ]  Рп — Лпер,п) ^  е*п« =  0
7 ______________________   ’ р

1 ]  Р„ер,п — <1п) Ц ± е ‘кгУ=* 0 4 < м < 4 -

(8)

(9)

Воспользуемся тем, что уравнения (6) и (7), а также (8) и (9) вы­
полняются в одинаковых областях изменения у . Складывая и вычитая 
почленно уравнение (6) с уравнением (7), а также (8) с (9), получим 
две независимые пары уравнений:
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И ( 4  +  сп) е1'1"» — 1 = 0

^  ( 4  +  0 ( 1  — е„,п) е'А«» =  о -2- < |*/1 < 4 ‘
* о

( 11)

2. Системы уравнений, сходные с (10) и (11), подробно исследованы 
в [1, 3, 4]. Поэтому мы ограничимся лиш ь кратки м и замечаниями по 
поводу их решения.

Если ввести обозначения

х п =  ( 4  — О  л (п ф  0); 4  „ =  1 +  ; у£-т (1 +  ер, п) (п ф  0); (12)

2 Ь 11 “  ‘26 •
2Ь 26

* =  Т  • ч ~ Т -  =  % к  *
(13)

(здесь — длина падаю щ ей # р,0-волны в волноводе), то уравнения ( 10) 
после соответствую щ их преобразований принимаю т следую щ ий вид:

V  ХпеЩ9 =  0 ,  I ср I <  8Ь 8 <  | ср | < г ;

У ^ 1 1 1 е тт =  £<7( 1 _ ер о) [ ( £го - С о +  1) -  П +  £ л г „ 1 (14)

81 <  М  <  § ;
л=£0

V  ( _ 1) « ^  =  _ ( й 0 - С о  +  1); =  - ( 4 - с 0 + 1).  (15)
пфОпфО

У равнения (14) образую т задачу Рим ана — Гильберта. Реш ение этой 
задачи может быть представлено в виде контурного интег рала работы [5], 
с помощью которого д ля  коэффициентов хп получаем бесконечную  квази- 
регулярную  систему алгебраических уравнений:

хт — Ч  (1 +  ер, о) ( 4  — Со) 1 Гп +  ^  хп £г,. п (^ т +  ^ т ) +
П =  1

^ 2 ^ - т “Ь  1  ̂ ш  — 1, 2  . . .  оо

0  =  Щ  ( 1  +  *л. о) ( ^ о  —  со) ^ Л ^ Г "  £ л .  Л  ( ^ 0  +  Л  )  +

+  г  М - 1 ;

— ( 4  — со +  1) — щ (1 +  ср, 0) ( 4  — С0) рГ  +

(4"с +  у г с) +  х ,* : . о +  м ; , ;
п ̂ 1

( 4  — с0 +  1) — (<? (1 +  г р, о) ( 4  — с0) 1Р Г  +
я*

+ £  4  п т  4 « <г - ’ + 1,7г яс) + 4 « ; . + а ,« : . 1,
п«1

(1 6 )
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где коэффициенты Vm \ Rm\ V T ’t W T ' ,  R l .  k', R-j.k, зависящ ие от парамет- 
ров распределения и =  cos 8, t; =  c o s81, те ж е, что и в § 1 работы [1]. 

Р еш ая (16) методом редукции, имеем

“ о —  С0 +  1 =

+ d - n — с_п =  dn —  сп =

D 1 С) +  гЧХ  (1 +  ер 0) 

i i q D 'm  (1 - f  eg, с) 
п  D '(0) +  iqA' (1 +  ер,0)

(17)
п  >  О

где

Д ' =

* : . 0 *у°с ( w i c +  w 7 lc)B-l, 1 

R l .  о ^  1 у Г  (У Г  +  р г 1С)

R l

( w r +  WT‘Vc)
( V f  +  V .rA'f ) -p. a/

<yf +  v0~№) e; w 
.. ( у ^  +  у г ^ к . *P i

(18)р- 1  Уо (У« +  у0 ) ! .
Ро у Г  (у Г  +  у г 1С) х — 1

р 1* р 'л ,-, у ; ( у ! у  +  у У г) в ; , . . .  ( у ^ + у ‘л Л ) е > - 1
а — сумма алгебраических дополнений элементов в Л ', содерж ащ их
\хг/ПС •* г71С

Заметим, что формулы (17) и (18) для (с1и — с0 +  1) и (с1п — с„) по­
лучаю тся из аналогичных вы раж ений (20) и (21) работы [1], если в послед­
них заменить ер „ на е0„  к д на (7(1 +  ев. 0).

А налогично, вводя для уравнений ( 11) обозначения

Уп =  ~  (сп +  п (п Ф 0); е" я =  1 +  I (1 — ер, „) (п Ф  0), (19)
• а *

находим решение для (сп +  ап) и (с0 +  с10 — 1):
пуД'П — *р. „»

— (Со +  — 1) — — (с_„ - f  d_ n) — —  (с„ ф  dn) — 

п >  0 , (20)

(I 0)

=  !дР"{п) ( \ ~ - с р, 0)
0 '<0! +  ((?Д' (1 — е0;0) 

где А" получим из Д ', заменив е'и. п на е",
Реш ение (19), (20) можно получить из (20), (21) работы [1] при за ­

мене е0,„  на е",„ и д на д ( 1 — ер, п).
Воспользовавш ись соотношениями (4), по значениям  с„ и йп опреде­

ляем  а„ и Ь„:
;9д' (1 +  о)2 1

Л Г

_  1 г  ^ ( 1 - ^ , /
“ о 2 +  ((7Д'(1 —

_  1 j
2 п |

^  =  2

1 - D'<°) +  (9Л' (1 + f

1 j iqD"(n) (1 f £> nl i q D ' m  (1 +  e )(1  + V i ]
J (п ф  0);

-• en )2D. O'
<°) +  i q X  (1 — Q)

 jq ^  +  e^ /
D'(°) +  i q X  (1 +  ep> Q)

| Г/(?0'(л) ( 1 — e ) ( 1 — e ) iqD'(n) (1 4 - e ) ( l + e „  Лij _ I 0 о P n) _2____ v 1 P- oM 1 P< nJ I /п /
л 2я [  ^(O ) +  ,'9д -  (I -  ёр_ J  D'  (*) +  iq X  (1 +  ер1 o) J ^  ^

(21)

(22)

2. Двойные равнощ елевы е емкостные ленточны е преп ятствия 
произвольного типа

В предыдущ ем параграфе показано, что в случае диф ракции Н Ру 0 вол­
ны на двухслойной неоднородности (рис. 1,а) , составленной из не­
симметричных емкостных полосок, амплитуды  сп и (1п волн внутренней 
области удовлетворяю т четырем уравнениям  (6)— (9).
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При условии идентичности полосок эти уравнения зам еняю тся двумя 
независимыми парами уравнений, одна из которы х ( 10) определяет раз­
ность й п и сп, а д ругая  (11) — сумму этих величин. П ри этом окон ча­
тельные формулы Д Л Я  (с1п — С п )  и (— с1п — сп) получаю тся из решения 
для одинарного препятствия путем соответствую щ их замен.

Если двойное препятствие составлено из одинарны х препятствий, 
у которых распределение лент и щ елей иное, чем у системы (рис. 1,а ), 
то такая  связь между решениями для  двойной неоднородности и соот­
ветствующей ей одинарной сохраняется .

Поэтому мы можем воспользоваться результатам и , полученными в [1] 
для одинарных систем.

1. Т ак, для двойной равнощ елевой несимметричной емкостной д и а­
фрагмы (рис. 1,в), производя замену параметров малости в ф орм улах (28) 
[1], получим

Ц (1 +  ер 0)
(4о  —  с 0 - \ - 1) —

5 ' (0) +  н? л / О + ^ . о Г

Щ£> <«> (1 +  ер 0)

(' * а —  Сп) —

п ф  0;
п  О '10) +  (9Д'(1 + е р 0)

.<?!*(» — ер, о)

(23)

— (со 4" “ о — 1) —

—  ( С п  +  3 -п )  =  —

О"<0> +  1(?
0)

«  Ч- (1 - е рг 0) ‘
п ф  0.

Здесь определители Д ' и Д" отличаю тся соответственно от Д ' и Д" 
заменой в них коэффициентов Ут, Ят, УТ,  /?,*, Р,'о. к на соответ­
ствующие коэффициенты § 2 работы [1].

Т ак как  уравнения (4) справедливы  для любых двойны х емкостных 
ленточных препятствий, то с помощью этих соотнош ений находим из (23) 
амплитуды ап — отраж енны х и Ьп — прош едш их волн.

2. В случае двойного равнощ елевого асимметрично о емкостного лен­
точного препятствия (рис. 2,а) решение имеет вид

1дА'ас (I -(- е 0)
( С - С  +  1) =  Т П о Г ^ Г .— — ----------- •

( С - С )  =

А * ( 1 + вл0) 

1д О ‘  Ш  ( 1 +  в р  0)

- < С  +  С - 1 )  =

п П - т а с  +  ^ ' а с ( 1 + е р  ,) '

‘Я 4’а с 0 ~ е р л )

п  Ф- 0 (24)

-  К  +  о  =

£>’ <0 ) «  +  « ^ ( 1 _ еро)  ’ 

1ф " {п)ас( \ - е р о)
п ф  0

где

Д 'а<г =

Я , V.0 СVI +  У 7]) 4 ,  

Ко П  ( П  +  V )  е'р>,

(У ?  +  У 7 ^ )  4  дг

(V?

(У," +  VГN) 4  /V

Я *  п  ( П  +  П ' )  4 , [ ( Е л , '  +  )  £ Р ,  N 11

(25)
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а Д ' [п) ас — алгебраическое дополнение элемента, содержащего VI, в А 'ас. 
У ”т,  / ? т ,  V I ,  / ? , — коэффициенты ИЗ рабоТЫ [1].

Теперь рассмотрим ряд неоднородностей, решение которы х просто 
связано  с рассмотренными выше — (17), (20), (23) и (24).

3. Н а рис. 2 , в  изображ ена двойная симметричная ем костная диа­
ф рагма. И з соображ ений симметрии следует, что на этой неоднородности 
возбуж даю тся волны только четного порядка (Н 0:2п). Д л я  ам плитуд

у /У Ш

£
6 )

б )
/

«?/ 

21

ё)
Рис. 2. Асимметричное и различные симметричные двойные емкостные препятствия.

и с™ этих волн решение дается формулами (24), (25) при замене пара­

метра % (от которого зави сят  г ’р<п, * ">я, еРшП. и д) на ~ , т. е.

" ( - 1)" # £  (&) =  ( - 1)п с% {Н  =  с (х). (26)

Реш ение для двойной симметричной полоски (рис. 2,6) совпадает 
с решением для неоднородности рис. 2 ,в с точностью до (— \ у .

4. Д л я  двойного /-ленточного препятствия (рис. 2 ,г), состоящ его из
одинаковы х равномерно распределенных лент, получаем  соотношение, 
аналогичное (26):

( 1)" 2̂т  (2/х) =  <йС(х)’ ( 1)" (2/х) =  с"(хь (27)
4  =  с1 =  0 (28)

при к,  не кратны х 2/.
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5. Рассмотрим еще симметричные препятствия (рис. 1 ,г и рис. 1,5). 
Первое из них эквивалентно препятствию  (рис. 1 ,а) при значении х в два 
раза меньшем:

( 1)П ^2п (2х) =  (х)\ ( 1 )П С‘2П (2х) ”  Сп (х), (2 9 )

а второе эквивалентно системе (рис. 1,в), при значении х в два раза
меньшем:

( 1 )Г‘ ^2л (2х) — о!« (х)! ( 1) ' С2п (2х) — Сп (х). (3 0 )

3. Двойная равнощелевая несимметричная индуктивная диафрагма

1. При падении о-волны на препятствие (рис. 3 ,а) поля в трех
областях ищем в виде суммы волн Я„, 0 (п — 1, 2 , . . .  оо):

Е 1 =  в ~ ‘ ( е ‘%°х-----е ~ ‘%Рх) +  V  А пв ‘ТР+лг +'ЙР+л*;
у

Н \ == — у  е-Яр? (е'й^ —  е-'йр*) +  V  " ё П 0+лг+^р+пх. (31)

I 1

1
— г

У

г

дг

г)
Рис. 3. Двойные равнощелевые несимметричные и сходные с ними слож ­

ные симметричные индуктивные препятствия.

Н \  =  ~ Р е - 'Т рг ( е ^ рх +  е - ^ рХ) _|_ V  Д п е_£±Ц еПр+пг+ ^р + п * .

п  =  оо

Е 1 =  I I  (Спе - ‘Ь +пг +  О печР+п <г+'>) е'йр+л*;
Л = ---«50

оо

н ] = —  ( С „ е - 'Т Р+Лг —  О пе ‘\ + п  <2+ г>) е 'йи+„ ' ;
Л-» —в*

4 Радиотехника, вып. 1

(3 2 )
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И ) =  X  (С«е- 'те+*г +  О пеЧр+п «*+г>) ^  е ‘&Р+п \
П  — —  оо

ПО
Е аи =  V  Вле-'Т Р+П (*+'-)+<йр+л*;

Л  =  —  ОО

# “ =  V  В п ^ ~  ег~^р+п <г+'>+'«Р+л*; (33)
Я  — —  ов

ОО

я » =  £  В „ ^ е - п 0 + п (г+г)+Ч р+„*;

Л * = — оо

I +  -^о — С 0 +  О иер; — 1 •+- А _2Р — С>_2р +  -0_2Сер;
А п =  Сп +  О пер+п ( п ф 0  —  2р), В п =  Спер+п +  0 „ , (34)

где обозначено

Т г - М  —  % в  I  п .  И в + п  ~  ~а ( Р  ~ Ь  Я ) ,  е р + «  =  | Щ о + д г .  (35)

П оля в системе, зеркальной по отнош ению к данной, совпадаю т
с ( 3 1 ) - ( 3 4 ) .

В оспользовавш ись условиями непрерывности Н х на окнах  и равенства 
нулю Е у на полосках при 2 =  0 и г =  — г, получим уравнения 

( ™

X  (Сп +  Е>пев+п)  е‘ер+пх =  0, I х  \ <  ^  ; -£-<!* I <  а
•1 =  оо

«•

V  (Ц , +  с пер+п) е‘%+п* =  0, \ х \ < ^ ;  4 < | * |  < а  
.  -----

(36)
У  Сп -м е'гР+ ^  =  е‘£Р* —  е -й р * , ^  <  | х | <  4

, „ Г .  Ь  2

V  п „ ! ^ е * Р+л* =  0 .  4 < | * | < 4 .
*2 = -- со

Т а к  как препятствие состоит из одинаковы х диафрагм , то (36) мож но 
преобразовать к двум независимым парам уравнений:

У  (С„ +  Д ,)(1  + е в+п) е * Р+пх =  0, |х| <  ф  ; 4 < М < а  
< (37)

V  (С„ +  Оп) 4 "  е'Ь+п* =  еЛр* — е~‘Ь х 4  <  I * I <  4
о — *  *

я
■»

V  (Сп - Д /|) ( 1 - ^ +в)е « „ +«* =  0 > | х | < 4 ;  4 < | х | < а

- (38)

V  (с п -  о„ ) ^  в'«р+л- = **0* - е - " » ,  4  <  I *  I <  4  •
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2. Введем обозначения:

Хп  =- (с п +  О п) (1 +  ер+„) (п +  р ) ,  п ф  — р ;

п ф - р ,  (39)
I Ьр+п I ^  р+л

; •   /  ер+п> ( я  >■ 0 ,  л  <  р  '_____ __в р+п _ ^ __ ы  » ___ . /д о ,
«р+„ { 2  —  ер+ л , о  > П > — р  ’ сР _ р 4 - л ’ и 2 а ’ 4 2 а ’ ^

2 а  2а Тр | и | ^ +р
Х = = Т : 9 Ч Г  =  111 ; ' - + «  =  а ? ------- •

Система (37) в этом случае запишется так:

V  О, ) ? | <  В1: 8 <  | <р | <  тг;
п ф - р  ( 4 1 )

V  х„ 1̂ 1 е** =  /<7(1 -  6- 2ФТ) +  V  Х„ 11! е'р+пе‘̂ ,  ь, <  | ? | <  5;
пф—р

п+ —р

Реш ая для этих уравнений задачу  Рим ана-Г ильберта, получим бес­
конечную квази регулярн ую  систему алгебраических уравнений, откуда

(0> +  О0) =  (дУ
р о + е Р) ( е;  ь ' - о ' т ) ’

—  (С_„_гр +  0 _ п_ 2р) =  (Ся +  £ у  =  у — -  №>у •
у 1 р+ГС7 4 р 7

/г >  — р, п ф  0, (42)
где

£; д '  =

^ . р + ,  М У ~ * д а « ^ ) е ~ Ч : Г +, ”г)

^ _ Р р ; ( с ;к (11- р)£- 1/г Д +ск) - ? 1-,;) -  ^ ( ^ - 7 1- ^ р +р)г)

^ • - р ■*; с ;  ^ 1 Г - ^ - Р+р,г> -  1 ч ^ ; ^ : ^ - ^ 1 - л'р+р,'')-Р л /-л 1
(43)

а о ,(л) — алгебраическое дополнение элем ента, содерж ащ его Р "с, в Д \

Здесь р„_р =  |  (!у. "  *  ~ р , .  а коэффициенты Р '£ , /?т  и другие определены 
в работе [2].

Аналогично, вводя обозначения

Уп =  (С„ — О п) (1 — бр+я) (р 4- п), п ф  — р;
п I I *  7р-}-л 1 , ( ^ )

* Р + П = 1  “И  1ер + п [ 1 - ер + п ' П * - Р ’

4*
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имеем

( С „ - А , )

(С -п-2р --- 0 _ п_ 2р) — (Сп   1)а) —

1 iq̂ "
Р (I - е р Х ^ Х - О " '01) '

1 ІФ"(0)

п >  — р, п ф  0, (45)

где определитель Л" получается из Д' при замене ер'+л на е"+л. Восполь­
зовавш ись соотнош ениями (34), найдем отсюда значения ам плитуд А п —
отраженны х и В п — прош едш их волн.

4. П роизвольные двойные равнощ елевые индуктивны е препятствия

Обратим внимание на то, что решение (42), (43), (45) для двойного 
препятствия отличается от решения для аналогичного одинарного пре­
пятствия заменой в ф орм улах (16), (17) работы [2] ер+л на ер+л и єр+„ 

4 „ я|а  д на

Г -

1 +  *, I 4- ер)

¥<■//'

г

а)

/
/

/га- Ь, 
:гг7 /1

“г■'////, К
а  - 
в)

I

X

б)

А -
V-

гп
і і

П  
і I

п
ІА У. А
а

У
Рис. 4. Асимметричное и различные симметричные индуктивные препят­

ствия.

Эта закономерность сохраняется и для других двойных препятствий, 
состоящ их из одинаковых индуктивны х нагрузок. Кроме того, учитываем, 
что (34) вы полняется для любых двойных индуктивны х нагрузок. Вос­
пользовавш ись этим, получим решения для двойных индуктивных пре­
пятствий с помощью известных решений для  соответствую щ их одинарны х 
систем.

1. Д л я  препятствия (рис. 3,6), дополнительно к рассмотренному 
в § 3, значения ам плитуд О п, Сп — волн внутренней области находятся 
с помощью формул (42), (43), (45) при замене в них коэффициентов
Ит, V' р и других соответственно на коэффициенты У'т, Ят, К"‘ р ( и д р .) ,  
определенные в работе [2].
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2. Амплитуды волн, возникш их на двойном асим м етри чн ом  и н дук­
тивном препятствии (рис. 4,а), находим по формулам

/г? Д 'аг
(Со +  А , )  =  ~

Р (1 + е р)(ЕрД 'а с - , D ' m a c )
; ( C 0 - D 0) =

1 iq \“ac
~Р (I -  * ,)  (^A"af -  D"ii>>al) ’

(Cn  +  D n) =  

(Cn -  D n) =

iqD (n)ac
P +  n (1 +  eD+n) {гр а с  _  D 'W a c } 

1

,  n  >  — p, n^O;
cp+n> I V  

iqD“{n)ac
p  +  « (i -  ep+n) (Е; д ”аг _  ’

D - n - 2 p  ~  ® n >  C _ n _ 2 P —  C n

Д'ас£р =

<  (c; ... £л.(с̂ 7 - ^ +р))
[s j(C iV jlp — Ут1 р+Р))— Pi-p] ... ^ ( C ^ V f r / - V T ^ +p))

  .
R n - p ... I e ^ ( ^ V f ^ - V ^ Vp+rt) - P , v - Pl

(4 8 )

Рис. 5. Зависимость модулей коэффициентов от­
ражения | А С0М  | и прохождения | В сом  jOT У.1 для вол­
ны Я*'I, падающей на двойную симметричную ин- 

г
дуктивную полоску при =  0,25 и половинном 

коэффициенте заполнения /и , =  О/.

Коэффициенты К" р, R ,  р< V nm , R m , зависящ ие от =  cos ~ , те же,

что и в работе [2 ].
3. Если на двойную  симметричную  индуктивную  диафрагму (рис. 4,6) 

падает волна с четным номером р , то решение для этой системы дается
формулами (46) — (48) при замене в них х н а  и р н а  - С .
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Я н —р’ е, (ч ^ Л 1—Р' +  VЫ—Р:> ) ■ • • Iе,V (Сг#—! '̂ N—1/ +  ^ N—7 ^  )
—  ?2№—1—р]

Здесь р'  ; р"

Точно такое ж е решение получается при четном р  для  препятствия 
(рис. 4 ,в).

При нечетном р для системы (рис. 4,6) имеем

. / т е м  I Г\СМ\ |  1 д Д  с м  / / - . с м  Т -.С М .

«5 +£>0 ) =  7 (1+ вр)(е̂ 'с“_ о ' (0'«“’ (С° _Д ,)==

р  ( 1 — 4 ) ( е ; д " см „  о " (0) см ’

< А 'С

Рис. 6. Зависимость амплитуд | Л *  | и | ют х/ для двойной 

асимметричной индуктивной диафрагмы /  случай падения £ | ’ 1 — 
г

волны; ^  =  0,25, и 1 «=■ 0 / .  Эти же кривые дают зависимость

х 1соответствующих амплитуд от — для Е'{  ̂— волны, набегающей 

на препятствия (рис. 2,6 или 2,в).

1дО' {п) см

( С ? а - й ? п) =

Р + 2 « ( 1 + ^ +2л) (е ^ ' см - 0  ‘М 6«*  

1ЯГ>'

Р +  * Ч 1 - * г + и ) № ' ш  —  0 '
ОС М гаС М

—2п—2р — *-^2п 1

(0) см
.  /-.С М  ____
♦ ^ —2п—2 р — у-'2п'

в / ( С / К '- р  +  ) . . .  ед, +  V

Я \ ~ р -  ( е 1 (С ,У !_ р  + ^  1-1Р ' ' ) — p i_ .p l . . .  е Лг (Сглг—1^ 1 —р' +  У 1—р ; ’ )'.

— р"
V

Т
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Если в (50) суммы ((,пУп- р' +  V — <п+р"’>) заменить на разности, то 
(49), (50) будут решением д ля  системы (рис. 4, в) при нечетном р,

4. Рассмотрим препятствие (рис. 3, б). П ри четном р  решение для
этой неоднородности получается из (42), (43), (45) при замене х на ~  и

рр  на
При нечетном р  имеем

Г о  +  П'о) =  ±
Р (1 -р  ер) ( £ р к г — и ' <0> г)

Г  п +  Г п )  =  “ ^

( С Г2п —  &2п)  —

г4Л _( Г '   Г)г\  —. 1
• (0) г) ' ° о  и о)

1д\"г

Р  — О ” «0»' ’
;а г> Ш  г
щ --------- • (51)

Р +  2п И + е р ^ Ь ' д Ь ' '  —  # ' 0** 
I 1дО"{п) г

р +  2п ( 1 - ер+гп) (6- д " г _ 0 " Ф )г )  

—  Г п _ 2 р  =  Г п )
где

в;д ь -  =

К  Л . К  £.  + Iе» г +  ^ т иГ " ,г) • • • х

‘х  вм . , ^ _ 1Г / ) Ч !Г ? Л с 1 
С7’ -2~ °* ~2"" 

б;(с;р(1- г с +  ^_(1Р+юс) . . .  хЛ  р  Я о
" • Т  а- - +1

X  . . .  е ^ _ 1 ( ^ _ 1Р СЛ/- р')с  +  ^ +р"! с )
о, —  а , —

я \ - РЯ - „  [г; ( с ; И ' г / ,с  +  к г 1 р+р",с) Р._р] . . .  X  
х . . .  е ^ _ , ( ^ - Г - / 1с +  УТ±УЮ с)

) с
.  .  X

(52)

X . . .  I£2/7—1 (СгЛГ— 'Г _  ' 4 - Ур/—р’ ° * С---Ргл?—1р]
Д л я  двойного индуктивного ^-ленточного Ц >  2) препятствия

(рис. 4, г) [ при нецелых значениях 2х =  значения ам плитуд, отлич­
ных от нуля, даю тся формулами

Г  +  Г )  =
г<? Д<

Г / п  +  ^ 2 /п )  =

; (Со —  Г>о) =
I г<? Д/

2/ (п +  я) (1 +  4 + 2/лг) (е^д; — £># (0))

2 ^ (1  — ер) { У &  — Д ' (0)) ’

; — 0 —2111—2р —  ггт! (5 3 )

( я «  -  О й п ) =  (1 _  вр+2(п) (е»д'; _  ц  (о>) * — С*—2/л—2р в  ^2*л»

где

А/ =

г> * I / — /V | И | » т / л  • т/ЛГ
■>«. 8 а, Г • •  •  “  Е р - |-2 л /' и, I  • • • Бр-|-2Л^/* <», 5

^ -л /  [— г л ^ —X —  11 . . .  ~;р 6р4-2пИГЛ/ . . .  N

Я п  —  Ър—т № п
— N № ._ 1/Л

П р п
т,ЛГ

.  . . Ер+глчг п

Я м  —  г о—г ш У м Ы . • • ’-г -  £ в + 2ЛчРлг . . . Рр+ гл/гР л / —  1]

(54)
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При целых или полуцелы х я рассматриваемая система эквивалентна 
соответственно асимметричному (рис. 4, а) или симметричному препят­
ствию (рис. 4, в).

Отметим, что полученные д ля  индуктивны х препятствий при пада­
ющей И р, о-волне результаты  тривиально переносятся на случай любых 
Е р, I падаю щ их волн (волны Е р, 0 совпадаю т с обычными И р, о-волнами). 
Д л я  этого достаточно в окончательны х ф орм улах данного и преды ду­

щего параграфов заменить везде й =  у  на к '  - -  ^  &2 — ( у  / |  . Разница 
заклю чается только в том, что на препятствии в этом случае  возбуж ­
даются волны Е п, I (« =  1, 2 . . .  со), а не Н п, 0.

5. Обсуждение результатов

Реш ение полученных в работе систем алгебраических уравнений 
производилось на ЭВМ . И спользовались такж е приближенные зам кн у­
тые формулы, которые получаю тся из формул (29), (32), (33) и (38) ра­
боты [2] при замене е1+„ на г[+п и г"+п. Н екоторые из рассчитанных 
кривых представлены на рис. 5—6 .

П ри анализе зависимости коэффициента отраж ения (прохож дения), 
амплитуд спектров и других величин от параметров системы обнаруж и­
ваются закономерности, присущ ие соответствующ им одинарным н агруз­
кам. Эти закономерности описаны в [1; 2], и подробно на них мы оста­
навливаться не будем. Зам етим  только, что для  емкостны х препятствий 
зависимость от X, размеров а и Ь волновода и номера р  падающей

л / ' Щ  Т У ~ \2Н р, о-волны вы раж ается параметром ц =  \  I Г 1 — ! ~ Р <  > причем, гра­
фики зависимости от ц совпадаю т с известными кривыми [4] д ля  двой­
ных ленточных реш еток (нормальное падение //-поляризован ной  волны), 
построенными в зависимости от х. Д л я  индуктивны х препятствий зави ­
симость от а, Ь и номера I падающ ей Е ур, ^волны  вы раж ается п ара­

метром X* =  У * Щ  —  ( у  /) .
Построенные в зависимости от <7 и %1 граф ики сильно изрезаны . 

Особенно сильно осциллирую т кривые для ам плитуд высш их гарм оник. 
П оявление изрезанности в кривы х вы звано отраж ениям и волн во внут­
ренней области 0 >  г >  — г, которая играет роль проходного резонатора, 
связанного через щ ели с остальным волноводным трактом . В длинновол­
новой области резонансы возникаю т только на основной волне при зна-

Xчениях х, когда электрическая  дли на резонатора г г— на этой волне рав-
«

на X — -Т -I или ( т = 1 ,  2 . . . ) .  Ф актически резонансные точки
Г

сдвинуты  относительно этих  значении X, и тем сильнее, чем меньше 2̂

или ~  и чем сильнее связь  с внешними областями.,2а
П ри появлении незатухаю щ их высших волн возникаю т резонансы 

и на этих  волнах. П ри таки х  резонансах  происходит интенсивное пре­
образование энергии падающ ей волны в энергию резонансного колеба­
ния. В следствие этого в точках резонанса появляю тся провалы  на кри ­
вых для ам плитуд падаю щ ей волны (рис. 6 точка =  2 ,6),
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Заметим , что если падаю щ ая волна не является  низшей в своем 
спектре (каждый из таких  спектров вклю чает только часть волноводных 
волн), то для  нее при любых х сущ ествую т потери на преобразование. 
Это объясняется наличием распространяю щ ихся волн более низкого 
типа.
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ОБОСНОВАНИЕ КОРОТКОВОЛНОВОЙ АСИМПТОТИКИ В ЗАДАЧЕ  
О ДИФРАКЦИИ ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  

НА ПЕРИОДИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ, СОСТАВЛЕННОЙ 
ИЗ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ ЛЕНТ

£ .  Н . П о д о л ь с к и й

I. Постановка задачи.

В плоскости хоу  располож ена периодическая реш етка, образован­
ная бесконечно тонкими и идеально проводящ ими м еталлическим и лен­
тами, параллельны ми оси ох. П ериод реш етки равен 2тс, расстояние 
между соседними лентами — 23, так  что ш ирина лент — 2 (тс — о). Н ачало  
координат находится в середине одной из щ елей.

Сверху (z >  0) под произвольным углом к этой реш етке п адает  
плоская электром агнитная волна

£ п  _  e e :k Q . f f n  — ' f a / k  (n r ) ( 1 )

«временной множ итель здесь и дальш е опускаем). Единичный вектор

П =  (а , %  — Т) (7 >  0 )

задает направление падающ ей волны, постоянные векторы  е й  h с в я за ­
ны между собой, как  известно, равенствами

h =  \п  е]; е — \Н и].
Требуется определить поле, возникш ее в результате  диф ракции этой 

волны на решетке.
П усть Е  (х , у, г), Н (х , у , z) — искомое поле. К ак  было показано в 

работе [ 1], ^-составляю щ ие этого поля имеют следую щ ий вид:

Е х (х,  у, z) =  exe‘kaxve (y, z); Н х (х,  у , Щ =  h Ke‘k*xvk (у, г), (2)
где

Ve (у, г) =  еФ*  [е-'*т2 +  X  епеш1» I г №пУ], (3)
— т 

т

Vh (у, Z)  =  e'k°y |е-'*гг +  Ц-! V  tine $ Xn i г j , (3 ')
—  ш

T , = K l - ^ - ( p  +  - j ) 2 , (4)

причем зн ак  y корня выбирается так , что Im j,, >  0 , а если 1т 7„ -  0 , 
то Re-f,, >  0 (см. формулы (2), (2 '), (4) работы [1].
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Чтобы удовлетворить граничным условиям , необходимо неизвестные 
коэффициенты еп, /г„ подобрать так , чтобы вы полнялись следую щ ие ра­
венства:

1 +  V  епе>пу - о
—  оо 

со

V  Ъ1еае‘«« =  О
—  со 

со

Ц  к пе,пи =  О

* <  | У | <  к,  

\У\ <  8-

\у  \ < %

— 7 +  И  1 А 6"1* =  0 8 <  \ у  I <

(5) 

(5')

(6) 

(6 ')

(см. формулы (6), (II),  (12), (V) работы [1]).
При этом искомое поле, вы раж ается  через компоненты Е х, Н х по 

таким формулам:

I  =  §гас15  +  Г = 7. П -  5 ( г Ь ї )  го! П*.

^  ~  к (  1 — ГОЇ ^  +  к  ( I — а*) б Гай А  +  Ї І Г ^ і  П  »
(7)

где П (П *) — вектор, ^-составляю щ ая которого равна Е х ( Нх), а о стал ь­
ные составляю щ ие равны нулю.

Здесь мы подробно рассмотрим только  уравнени я (5), (5 '), так  как 
уравнения (6), (6 ') исследую тся соверш енно аналогично.

В статье [1] с помощью метода, предлож енного в работе [2], д о ка­
зано, что система (5), (5') эквивалентна бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений:

( ос

* „ =  V  X, ^  е Х  +  2х _ ,/?п -  < т С  (л *  0 . п  * - 1).
0**— т

Ох, =  Е х р 1̂ е рУр0 +  2 х _ ^ 0 - і - і У Г , (8)
р— ■

і» --*
где коэффициенты Урп, Я п, /?,*, вы раж аю тся через полиномы Л е ­
ж андра и ф ункции Л еж ан дра первого рода (см. стр . 121, 122 работы 
[ 1]); неизвестные х п связаны  с исходными неизвестными еп формулами

ҐІ ~\— 9 , /"V . \
Хп =  - у -  єп—т0 \ П Ф  о, п ф  т 0);

Хт, =  р (е0 +  1);
_  1
— £ &—т4

( т 0 — ближ айш ее к йЗ целое число, т. е. — т о +  ■< ® <  4") > а
величины ер при ф иксированны х й и а убывают при | р  | -> со как  р ~ 2.

Д л я  получения приближ енного решения в работе [1] система (8) 
зам енялась конечной, которая получается из нее, если при всех \ р \ >  N
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заменить коэффициенты гр нулям и. О днако для обоснования такого 
приближ ения необходимо п о казать , что бесконечная система (8) имеет 
единственное решение. Кроме того, этот метод непригоден для  больш их 

так как в этом случае нуж но было бы реш ать конечную систему 
очень высокого порядка.

В настоящ ей статье мы, во-первых, докаж ем, что система (8) действи­
тельно имеет единственное решение, и, во-вторых, найдем коротковол­
новую асим птотику решения (т. е. исследуем случай к  о о ) .

2. Сущ ествование и единственность реш ения

Д л я  исследования системы (8) удобнее вернуться к исходным пере­
менным еп, после чего эта система примет такой вид:

еп —  У  Арпер =  Ьп (— со < П <  с о ) , (9)

где

(10)

Л р   I Р  +  т о I ( р  +  т о +  в )  _  \ / Р + т ,  , ,  ? р  ^ . _ * ' л + т ,  J P
‘ ‘я (р +  т а) (п +  mo +  0) р+т ‘ Уп+ т‘ ёо п +  т 0 +  й

п fj‘ ®~т «—1 ( rt ^  т о- n  ^  т 0 1),

A U  =  - ] P + mo U P  +  rn0 +  b) ер+ту ^ ( \ _  8 « ^ )  _  +

+  2 ( 1  —  0) I» я

АР   I Р +  т о i (Р +  т о +  S) .  |/ р + т ,/. »р ч , **>̂ u ® ssP
* (Т — 0) (р +  т„) И  —  “ г 1 _ Г  û- m°>

у т о
b n — Iт о< п  ф  — т 0 —  1),

6_ т . =  - к  | р | П \ \  V 7

(здесь и в дальнейшем 8„ =  0 при т Ф  n, 8” =  1).
Из формул, выражающих величины Vpn, Kfoj через полиномы Л еж ан­

дра P n (c o sS ), и оценок

I Рл (cos 8) I <  -;— =— - ,  В =  о  (гг-2) (I /г I — оо)
у  I n I sin S ( 1 1 )

вытекаю т следую щ ие неравенства д ля  матричных элементов А р и пра­
вых частей Ь„:

_1_ _з
2 I 1 \ л „ I 2

и * р к

| р _ я  I (I Я I +  1)(| Р I 2 +  1) 
I АР | _ . С 1 п ( | р | + 1 )
I П —т.  | Ч  „2 1 1 >
. Ап\ ^  С 1L , „  С
i Ап

(п ф  р, п ф  —  т0),

(12)

I ья \ <лг +  1 *
И 1 2  + 1

И з последних неравенств в свою очередь следует, что

S  £  I А Р i2 <  со
Р  =  —  оо Л «=я— о

и, значит, м атрица ||^4р || порож дает в гильбертовом пространстве /2 по­
следовательностей вполне непрерывный оператор.
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Так как  столбец правы х частей системы (9) при надлеж ит /2 то 
в силу альтернативы  Ф редгольма для доказательства  сущ ествования ре­
ш ения системы, принадлеж ащ его /2, достаточно доказать , что соответ­
ствую щ ая однородная система не имеет ненулевы х решений в этом про­
странстве.

И спользуя формулы (10) и оценки (11), можно показать, что любое 
решение однородной системы

Уп =  АпУр, (9')

принадлеж ащ ее /2, имеет такой вид:

у  =  А Рп+т° (С” У +  В Рп+2 +1 °̂д8) +  0(1 га 1~~), (13)л +  /п0 4 -в  л - | - т 0 -(-«  4 1  ' 4

где А  и В  — некоторые константы , зави сящ и е от параметров задачи , но 
не зависящ ие от п.

И з этой формулы и равенства

1п =  1  +  0 (/1~2),
I «  4- "го -1- 0 I к

вы текаю щ его из формулы (4) и определения числа т 0, следует такж е, 
что з

^  7пУп =  Т  Рол* ,  (С05 8) +  £  Р п+пн+1 (соз 8) +  О (| п  |“ Т ) .  (14)

Поэтому ф ункция

/4 (у) =  Упе"4' (— 'к <  У <  тс) (15)
является  непрерывной функцией с абсолю тно интегрируем ой производ­
ной, а ф ункция

/г (У) =  X! 1пУпе1'4' (—* (16)
— •

— абсолю тно интегрируемой. Д л я  доказательства  последних утверж дений 
нуж но воспользоваться формулами (13) и (14) и известным разлож ением

У  Р„ (c o s8) е‘п» =  ! . /  = =  \ У [ <п '  ' у  cos у  — cos о
I 0  8 <  | у  I <  тс.

Следовательно, к рядам (15) и (16) применимо равенство П арсеваля

1
2л~ j  f i  (У) /а (у) dy =  у п I2.

С другой стороны, так  как  система (9) эквивалентна системе (5), 
(5 '), то решение ( ( / „ Г ,  соответствую щ ей однородной системы (9') долж ­
но удовлетворять следую щ им равенствам:

/ 1 & ) — Д  УпР,пу=  0, 8 <  \ у  I (1 7 )

/г (У) == У  ЛаУпР пи =  0, | у  | <  8
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из которы х следует, что
к

^ j  ТАу) 1» ( y ) d y  =  0.

а, значит, и

5  7« I Уп I2 =  о.

О пределяя вещ ественную  и мнимую части в этом равенстве, имеем

X  1т  | у п \2 =  0 ,
1т у „> 0

И  Ие | у п |2 =  о.
1плцл = 0

Отсю да, учиты вая правило выбора зн ака  в формуле (4), определя­
ющей •(„, получим, что у п — 0 для  всех п, при которы х Ф 0 .

Величина 7„ мож ет обратиться в нуль максимум при двух значе­
ниях я ; обозначим эти значения через т + и т ~.  Тогда

im у
/ і  (У) =  У т + е ‘т у +  У т -е

и из равенства (17) следует, что у т+ — у т~  =  0 .
Таким образом, однородная система (9') не имеет ненулевого реше­

ния в пространстве Ї1.
Поэтому неоднородная система (9) при всех вещ ественных k  имеет 

единственное решение, принадлеж ащ ее /2, причем из оценок ( 12) и тео­
рем К оха следует, что это решение может быть получено в виде отно­
шений сходящ ихся бесконечных определителей Крамера.

Тем самым доказаны  сущ ествование реш ения, его единственность и 
законность приближ енного метода, использованного в работе [1].

3. Коротковолновая асимптотика решения

П усть — решение неоднородной системы (9), принадлеж ащ ее
/2. И з формул (10), оценок (11) и вида правых частей уравнений (9) 
следует, что для этого реш ения тож е справедливо представление (13) и 
ф орм ула (14), т. е.

е =  А '  Рп+т<: ,  +  В ' -— +т° \ \  +  О (І п  1~т ), (18)
п / 2 - | - т 0 +  1) 1 1 * '  4 7

7 А  =  4 г  Р п+ т . +  X  Р п + т <,+1 + 0 ( 1  Л \ ~ \  (1 9 )

П оложим
s in  п  (В —  Е +  —  Е ~ )  sin  n t +  s in  ni~~ ~0

a„ =    -  — -гг-  ■ — = -------- <к> (2 0 )
n  T it l  П Є +  П й  П V '

Vi +1>
где величины

e+  =  — — + = ------ ; s -  =  —    (21)
k ( V \ — aa — P) Д? (V 1 — a2 +  P)

выбраны, так , что произведение sin т + sin  пе~ обращ ается в нуль в тех
точках, в которы х обращ ается в нуль -\п.



О боснование коротковолновой асимптотики 63

Коэффициенты ап являю тся коэффициентами Ф урье непрерывной 
ф ункции, равной — 1 в интервалах 8 <  | у  | <  тс и нулю  в интервале 

\у | <  8 — 2 s+ — 2 е~.
Т ак как  коэффициенты еп удовлетворяю т равенствам (5), (5 '), то

оо

?1 (у) V f'ni' =  0. в <  ! У I <  * (22)

<р2 (у) =  У  Тят1вв"«' =  — J ]  I г /! <  8, (22 ')

причем из формул (18), (19) и (20) следует, что ф ункц ия срх (г/) является  
непрерывной функцией с абсолютно интегрируемой производной, а ф унк­
ция <р2 (у) абсолю тно интегрируема на всем интервале [— тс, тс]. Поэтому 
к этим ф ункциям  применимо равенство П арсеваля:

2  Т« I ^  Р =  й  I  ?2
—  оо - —ТС

Введем функцию
т

?з (у) =  Т 1  d ne‘ny,
—  оо

где
J sin П (Ъ -)- Е+ -f- Е )sinr!E+ sin пг gO

равную нулю  в интервале \ у  \ <  о. Т ак  как  ф ункция («/) равна нулю  
вне этого ин тервала, то, учиты вая равенство (22 ') , имеем

ТС ТС

5S ]  (У) ?2 (У) d y  =  ~ [ j П  (У) i n  (У) +  П  Ш  d y  =
— тс — тс

ТС оо оо

=  ^  J ?1 (у) [<Рз (у) —  ^  Тпа„ему] dy =  ^  11„ ( т — 1лая) 

и, следовательно,
«о М

Tn I %  I2 =  X I  ■ %  ( l d n  —  Ч п а п ) -  (23)
—  оо —  оо

Так как  величины 7„ (— оо <  п <  оо) м огут быть либо н еотриц атель­
ными (их конечное число), либо чисто мнимыми с полож ительной мни­
мой частью, то

£ ы - К Р < 2 |
•—  т  —  т

И спользуя неравенство Б у н яко вско го  и ф орм улу (23), получим

 о* Щ - — оа  оа

откуда
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Д л я  оценки правой части этого неравенства (при больш их к) ра­
зобьем ее на три слагаемых:

\ п \ < М и  /V, <  | я |  < М 2; | я | >  Л̂ 2 , ^
где

=  ( У \  | Р '!); М2 =  3 к,

и воспользуемся легко проверяемыми неравенствами:

„ 1> 4 т; ! 1 - - Ь  | с - ' V  при ! я |  < Л Г„
3 |Я |

1т*1 < 4 ;

I ” 
7

у  51П п ё +  вш  гае

7л

*Т4

<  у  при N 1 <  1 Я | <  Ы2,

1 <  1_2«1 <  !_Ц
*7

при | я  | >  N 2.
I п. I

Имеем

V  I — ТпОп I2 ^  ^  | МП га (5 +  е+ 4- е~) — 51 п я (5 — е+ — е~)

I л I <  Л/,
И я п I < лг, Г +

, 4 V  _!_ I I _  2» I* 1 67 V  I 51п^(е++е )
1 г.*и» I 7 I К* ^  I П +

I Л I < м,
, 36 • 2Мг
Т  1.9...Я — 9.

I я | <  N 1
С,

к"'!3*2 к\ У 1 — а2 ’
I 'Ил — М л I2 ^ 7 2

Л^< | п | <ДГ, 17я1

+  4

^  11 , г э т  гае+ гае I 1
и  I г гае+ • гае-  | п*|„ +

ЛГ.< |л|<Л7,

V  - 1- -  Сз  г*«* ^
Л'1<ГяТ<Л'. а2) 4

V  I 'Уп ~  7яая I2 <  27 V  +  Л  V
I 7л I +  ■

С,

I Л I Л/>, | я | > Л', 1 Я.Ч > ЛГ,
(все константы  Ст  не зависят от парам етров задачи). 

Таким образом, мы получили оценку

1с2/г2га2е~̂ е к У 1 — «2

V 1Ь
I 7

П я 12 <
С,

з_ *

д 4

(24)

И 3 (1 —  а2)4

И з этого неравенства и формулы (4) следует для каж дого фиксиро-
I

ванного п  при & -*■ оо оценка =  О (& 2), откуда, учиты вая формулы 
(20) и (21), получим

. I
Б1П /2 о ^ ® . /-1 /1 п \

еп =  - ^ Г  —  8я +  0 (& 2).

Зам етим , что эти оценки неравномерны по п. Равномерны е оценки 
можно получить следую щим образом. Величина у„ как  ф ункция пере­
менной п  обращ ается в нуль в двух точках: к ( У  1 — а 2— р) и 
—* ( / 1~  а2 -(-В). Выделим целую  часть этих чисел:

& ( У  \ — а 2 — р) =  т+  +  0+ ; — & { У  1 — а 2 +  р) =
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Тогда, как  легко проверить, при всех п, отличных от т + и т  ,

>  ; ____
V b - t V  ! — “г

откуда согласно (24) получим

Св
V  k f V  1 — а2*

п =  — ОО 
(п Ф т + , п  т  )

Д л я  оценки I Т\т+ ia +  111т-  I2 введем функцию  T+ (у) =  кото-
—«■

рая равна е‘т+у в и н тервалах  5 <  | у  \ <  тс и нулю — в интервале \ у \  <  S.
Ее коэффициенты Ф урье т*+  и т* _  равны

+  те —  5 +  s in  ( т +  —  т Г )  6 п  , ,  _ 1Ч= --------; т _  =  — т zrr— =  U (к 1).т т. т те (т+  — т ) 4 '
Согласно равенству П арсеваля,

V  и + 1> =
i J I  11 1 те ’

Кроме того, из определения функции т+ (у) и формулы (22) следует
It

^  \ *+ (у) <Pi (у) dy  =  °-
 ГС

С другой стороны, по равенству П арсеваля этот интеграл равен 

X  Поэтому

~  i -  1  /  г Ъ  I >  ал r f 'V 1 „  12ч ^
4  4i =  | Е  J * 4 ,  I <  V  ( S  I i2) (XI h e  I2)

п Ф т +  f  — оо n ^ m - r
4 ,  Л /----------------------- 'У к  ■{ т/Т — яа

«тн* -----------------------------------------((^111--
1^5)

А налогично, вводя ф ункцию  т~ (у ), равную  е'т~ у в интервалах
ё < | у | < 1с и нулю  — в интервале ] у  | <  8, получим

I ~ т + Т1 т +  +  ^ т - Ч т -  I <  _________» ( 2 6 )
/ ; ■ ]  / Т — а?

где

т~+ =  О ( £ - 1), =

И з неравенств (25) и (26) следует
, _ \ ^  Ст 1 _ | Су
1 Г1 т +  ! <  4 7 =  4 -  • 1 ^ Я Г —  I ^  4 7 =  4 -------------------------- •

у  й -(;/Т  — «2 / й  1 / 1  — «2

О кончательно получим

Ё ' ^ Й Г Р У Т ^ -  (27>

5 Ради отехн ика, вып. 1
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так  что равномерно по п  имеет место неравенство

Н етрудно показать такж е, что

Таким образом, мы доказали , что при &-> со равномерно по п  имеют

4, Приближенные выражения для поля при больших к  и оценки
погрешности

В предыдущем пункте мы показали , что при больш их к  коэффици­
енты еп можно приближ енно заменить на а п, определяемые формулой (20), 
и функцию  V (у, 2) — на функцию

Построенное с помощью этой функции по формулам (2) и (7)* иоле 
Е а,Н а будет приближенным решением поставленной задачи диф ракции.

Мы не можем ож идать, что это приближенное решение будет равно­
мерно во всем пространстве приближ аться к точному решению Е т\  Н т , 
при к ->■ оо. П оэтому в качестве меры погреш ности приближ енного ре­
ш ения выберем две интегральны е энергетические величины: 1) энергию  
№ (в, С) разности точного и приближ енного полей в параллелепипеде, 
ограниченном плоскостями х  =  0, х = \ , у  =  к ,  у  =  — " , г =  е, г =  С (С >  
>  е >  0), отнесенную  к плотности энергии падающ ей волны ( 1); 
2) поток энергии 5  (С) этой разности полей через участок плоскости 
г =  С ( С > 0), ограниченный плоскостями х  — 0, х  — 1, у  — г., у  =  — - ,  
который отнесен к потоку энергии падающ ей волны через ту ж е пло­
щ адку.

В ы числяя определенные таким  образом величины, получим следую ­
щ ие вы раж ения:

место оценки

П К  +  0 ( к  *).

Vа (у г г) =  е ‘̂ у  +  XI апе,ктп 1*1,е іп» ] .

\У Г * ( в ,  С) =  2тг (С —  є )  X  К ,  |2 +
\m^n=0

* Т а т  =  Ц  | т  к г *
1ш Тл =  0

* Для простоты будем считать падающую волну Е  поляризованной, т. е. кх «■ 0. 
Тогда и Н х —  0 . Общий случай рассматривается вполне аналогично.
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И спользуя полученные оценки (24), (27), получим следую щ ие оценки 
погрешности приближ енного решения:

^ Га (О, С Х - ^ ^ + 2 Ц ; 5 ^  (С) < --------------—
V « тг V 1 — а -

А-,» (1 —  а 2) 4

Рассмотрим теперь в качестве {у, г) функцию

ь к (у, г) =  е**» \ е - к^  +  V  __ а; | е‘̂ п  12 \с,«и

(28)

(29;

Л егко  видеть, что ф ункция Vк (у, г) соответствует решению задачи 
по методу К ирхгофа — Зом м ерф ельда,-когда величина Е х (х, у , г) пола­
гается в щ елях  равной ^-составляю щ ей вектора Е  падающей волны (и, 
естественно, на реш етке равной нулю).

О ценивая разность между Еа, Н а и кирхгофовским приближением 
Е к , Н к , определяемым функцией ик (у, г), получим

ураК (г О <  Сп — — ^  4- С;411п ЕI •

5 « *  (С) < -------- ^ т  ,

^ 3  (1 _  а 2)4

откуда, используя оценки (28), получим оценку погрешности кирхгофоя- 
ского приближ ения:

П 7 Т К  ( р  м  < - •   С 1 6  ( С  4 -  1 )  ,  С ? 4  |  ! п  е [  .

5 ™ ( С ) <  £ 1 •
^3(1 _ а2)1

(30)

Сделаем, наконец, еще один огрубляю щ ий ш аг: разлож им в вы ра­
жении (29) у„ по степеням у  и ограничимся двумя первыми членами
разлож ения. Тогда получим в качестве приближ ения для ие (у, г) 
функцию

иг (у, г) — е1к$у 'с-ш *  +  1*1 V  _  г;] ( Ч ' ' ’>].

Эта ф ункция определяет приближ ение геометрической оптики. О на 
имеет разрывы вдоль определенных лучей, исходящ их из ребер решетки 
(параллельны х направлению  распространения падающ ей волны в нижней 
полуплоскости и параллельны х направлению  распространения отраж ен­
ной от всей оси оу  волны в верхней полуплоскости).

Если с помощью ф ункции ог (у, г) вычислить по формулам (2), (7)
соответствую щ ее электромагнитное поле Е Г,Н Г во всех точках, не ле­

5*
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ж ащ их на плоскостях разрывов, то аналогично предыдущ ему можно 
показать, что для погрешностей № т г(0, (,) и 8 ГГ (С) справедливы оценки

( і
г 2

№тг ( 0 ,  С) <  +  0
У ^'ч2 / 1  — о2’

Я"-(С) < с,.с2
(31)

(1 — о2)4

Таким образом, формулы (30) и (31) даю т строгое обоснование при­
ближений К ирхгофа — Зоммерфельда и геометрической оптики с оценкой 
погрешности при & с» в выбранных нами энергетических метриках.

Автор статьи вы раж ает глубокую  благодарность проф. В. А. М ар­
ченко за постановку задачи и руководство работой.
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ДИФРАКЦИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 
НА ПЛОСКОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ РЕШ ЕТКЕ, РАСПОЛОЖЕННОЙ 

НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА

В. М .  С к у р л о в

1. П лоская реш етка из идеально проводящ их бесконечно тонких 
и бесконечно длинных лент с периодом I и ш ириной щели d  располо­
ж ена в плоскости 2 =  0 , являю щ ейся границей раздела, так  что оси лент 
параллельны  оси х  (е, =  ^  =  1 при г >  0 и в2 =  е, р.а =  1 при z <  0 ). 
Д иф ракци я плоской волны на подобной структуре исследована в рабо­
тах [1] и [2]. В данной статье ^
рассмотрим диф ракцию  цилиндри­
ческой электром агнитной волны на 
плоской реш етке, расположенной 
на границе с полубесконечной ди­
электрической средой. В этом сл у ­
чае источник электром агнитны х 
волн представляет собой беско- 
нечно тонкую  нить с током I ,  т  
параллельную  оси х,  полож ение 
которой определяется точкой (у0, 20)
(рис. 1). П редполагается, что ток 
нити в плоскостях х  =  const имеет 
одну и ту же ф азу . Тогда поле 
зависит от координат у  и 2, а век­
тор электрического поля имеет 
только х -г  компоненты.

Естественно представить падаю щ ую  цилиндрическую  волну в виде 
суперпозиции плоских волн.

П оле в области г >  0 запиш ем в виде

Рис. 1.

Y k '—T.' | г—г„ |+ 1т [у—у,)

]/А2 —
d~ -f-

(1)
— П——о

к\ , ш , 2 ял
где Д = -----   , & =  — . ‘ — ток нити, =  т -}— р  , временная зависи­
мость берется в виде е ~ ы , мнимую часть корня здесь и далее считаем 
полож ительной.

Первое слагаемое является  полем цилиндрической волны в свобод­
ном пространстве, представленны м в виде суперпозиции плоских волн [4]. 
К аж д ая  из этих  плоских волн имеет постоянную  распространения вдоль 
оси у ,  равную  т, аналогичную  величине х э ш а  в работе [2 ], которая 
здесь принимает все возможные значения. В торое слагаемое — диф рак­
ционное поле, являю щ ееся суперпозицией дифракционных полей, обуслов­
ленных каж дой из плоских волн с постоянными распространения вдоль
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оси у , равными тл> Оно удовлетворяет волновому уравнению  и учитывает 
периодичность структуры .

И з закона Снелля следует, что при переходе из одной среды 
в другую постоянная распространения плоской волны вдоль границы 
раздела не изменяется. Поэтому поле при г <  0 следует искать в виде

(2)
—  •» п=* — «

И нтегрирование в (1) и (2) производится по вещественной оси т. 
П одынтегральные функции имеют точки ветвления, которые определя­
ются из условий

р  — т* =  0 , кЧ  — т* =  0 , п  =  0 , ±  1, ±  2 ...

Эти точки леж ат на вещественной оси при 1 т  г — 0. Если считать, 
что £ =  /г, (&3, где &.> — м алая величина, то точки ветвления будут
леж ать вне действительной оси. В дальнейш ем всюду считаем к.г — 0.

Разрезы  соединяют точки ветвления, проходя через бесконечно 
удаленную точку и не пересекая действительной оси.

Граничные условия приводят к следующим уравнениям:

В С  и г \  +  V  а  1, 1 « - - .  V  ь 0 <м еталл>-(*’ *•’ ) ( ) — I *=0 (щель);
— /г10 (") В (т, г/0, г0) +  1 ] ап (т) к 1п (т) ега"{' =

=  — И  М  ^ 2« (*) (щель) (3)
П  —  —  оо

где

ап =  ~т х ь 1п (т) =  V № — тя , В  (т, г/о> 20) =  /С  ^ -----

й 2л С0 = ^ - < ;  (3 ')

Система (3) преобразуется:

^  Ьп еШпУ =  0 (металл), (4)
П — ■— оа

со

(К„ +  /г2л) ЬпеШпУ =  2к 10В  (щ ель);
П — ~ о

здесь

К п  =  1г1П (т ')  =  У  X2 —  (х„)г , /г2„ =  /г2„ (т ') =  К х 2г —  (тп)2 ;

1 , / , и > I
^ - Т 2?  +  П - Т + П; Х =  * Й  =  Т -

Д л я  решения этой системы применим методику, аналогичную  исполь­
зованной в работе [3 ].

Т ак как — с о < т ' < с о ,  то всегда можно представить т ' в виде 
т ' — Я +  8, где

Я — 0, +  I, ±  2 ...; — <  о <  . (5)
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Введем
<? +  л =  я, Ьп =  =  Ь1 Ы (5 +  8) =  х \ ,

л ;л (V) =  /г15 (8) =  +  * А* ( ' ' )  =  /г25 (8) =  } / Л  -  (а +  8)»,
В  (т, Уа, г 0) =  В 3 (3, у а, г0). (6 )

В этих обозначениях (4) после умнож ения первого уравнения на 
е"* и дифференцирования по у  записы вается так:

V  у =  0 (м еталл),

£ *■̂  +к ^ г ')
5 —— оо

У читы вая, что  ̂я г V- =  при я ф  0 и введя
5  - у -  б  8

? “ ¥ • ' ■  =  I +  Т ^ ч Т » * “ 1 +  ' ) 5 ’“ >• (7)
получим

х*е1Б* +  Ь1 о =  0 , 0 <  | ср | <  тс;
БфО

V  4  ^  г'5? =  у  (Ко +  Ко) К  — 1к1ЧВ ч т  +
<*0

+  ^ 4 » * * * .  О < | < р | < 0 ,  0 =  у .  (8)

Система (8) реш ается методом сведения ее к задаче Римана — Гиль­
берта [!]. Д л я  коэффициентов Ьч0, х \  получаем  бесконечную  систему
уравнений

—  И  ~  +  ~2 (^ю +  ^го)] РЕД^о — +

+  ^ ’ 1 1 г ^ )  +  2^ м ;  (9)

= | ^ 1  (л;0 + 4 ) ]  + Г - 4  4 1 гК + 2* - а - .
s+0

3 +  4- (Л„ +  а„,) 0 2 - » А , > ^  +

+  V j t J  +  2*1  ,/?*,. m =  +  1, ± 2 , ±  3 ...,
s^O

где
t/»  _  ( *)m^ m   тс 5 — 1 i p  р    n  р  ч  4 )  .

L  т  +  8 2 sin bit ' s +  &̂  6“ 1 " + 1 4-1 s) 5 ’

n у  l-Р " »  Pm _  rc _ p
^  _ •  m  В 2 s i n 6 i c ‘ 0_1 0 '

тф 0

Ps — полиномы Л еж ан дра аргум ента и =  cos у  =  cos 0; 
Pi  — функции Л еж ан дра того ж е аргум ента;
Гш и R,„ имеют тот ж е вид, что и в [1].
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2. Рассмотрим систему (9) при х2 1 (длинноволновое приближ ение). 
О на переходит в систему двух уравнений с двумя неизвестными и дг'1,
при фиксированном q. После преобразований получаем решение этой
системы

(?>) О" (М .

(3) =  т е  1к" Вч’ ь-1  (8) =  - т е  (10>
где

*>• (5) =  Р ь - х Р ^ х )  -  ^  (иР„ -  Р 9+1);
0 » (8 )  =  Р 8 - Р _ 5;

р>1, (8) =  |  { 1 ( « р 9 -  р * + ,) («р*_ , -  р *_2) [ в + 1  | +

+  т е » ( р *-^+>  -  [8 (1 +  “) -  у  О -  а) |);
0 1 ,  (8) *  (Цр 5_ ,  _  Р 5—2); 

с  (8) =  8 ( Р ,  +  Р _ 8) + 1  ( К 2 П Г 6 *  +  ] /  х2з -  О2) ( Р .  _  Р _ 8).

2 2 гТеперь можно найти поле Р* согласно (2). Введем д ля  удобства ~  г  =  г ',
2л , 2 л  , 2л ,

2 о 0̂1 у  У У * ~1~ У о Уо»

тогда
в „ =  К  е» Р М „г«  — < (<7 +  8) Ув'1 ^

У читы вая (5) и (6),

—/ 1̂ " &*е—"г!£* V  У„(т)е *’е т"ге ^ 'Г = у  У  |, ?̂е-/Ух=Е-(5+8)«г' + «(5+8)̂ 3̂=3
—  се л =  —  оо Б = — 00 — 1/ 2

7х
- ■ Ь 2  |* ^•е-/У71̂ Г**'+Яу ^ 1е-/Ух*Е-(8-1).г'+йг/'-/У|^8. (11)

<7 =  — “  — ‘ / г

С ледовательно,

Е \(У о , г ‘0, у \  г ' ) =  V  /:* ( ^  г ',  у ' ,  г ')  +  £  р*_, (г/*, у ’, г ') ,  (12)
^=—И» Ц —--00

где
У* и1 Ш '  , ____

Г Ц у'о , г0, у ' ,  г ' )  =  7/С ]  О Ж  У С Т г * ^8;
-7.,* ^ ' 41/

Р ? (Ро . 2о , г/', г ')  =
V. д

=  1 К е -ч » ’-«*»' | ° ( П § е~ ^  :Г'
- 7 *

Р - 1  (Уо . 2о , у ' ,  г ' )  =

Гг£>0 ,(«)  ,_____________
=  1 К е ~ ‘У' } _ ^ 1 1 -  е«Ух«-4*г. -/У х « « -(5 -1 )* г '+ Л (» '- |г ,)й 8 ;
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/ • / / /ч 
^ - 1  (Уа . г0 , у  , 2 ) =  

V.

=  ( К « “ Ч у» —*у' —чг'с '’'К" <? ( 1 ^ —* У  •**—(«—и ъ ’-Ь/НШ '-уе)—
3 6(5) ’

-*А
Г 1, 9 >  0;

51Е»<? = = { _ ! ,  ^ < 0 .

Выясним, имеет ли нули функция б  (8). Пусть е =  4- (еа;

л/~~1  7—■—I----- 2̂ / '^1  "1“ 1^2 ,  >  '**;у х (Ч  +  ге2) —  О -  ( Уи 1 _  / Д |1) х2£1 <  82>

где

М 1 =  7 1 1 /^ х2^ ) 2 +  (*2$1 -  ^  +  (у-2е1 - •

М 2 —  ^ 7  У (х 2£ ,)2 Л- (х 2В1   83)2   (х281   С2) .

Будем считать, что е: >  1. Возможны случаи х2з, <  и *2 е1 >  ( у )  •
В первом случае следует рассмотреть три интервала: | 8| < х ,  х < | 8| <  
< х 7 51 и х | / ^  <  | 8 1 <  у  , во втором случае — два интервала: | 8| < х  

и х <  | 8| <

При | о | <  х и 8^ = 0  условие б  (8) =  0 сводится к следующему:

8 (Р * +  Р _ б) +  1  ( / х 2 -  о2 +  М ,  +  Ш 2) (Ра —  Р _ 5) =  0, 

откуда следует

8 (Р6 +  Р _ 6) — 1 М2 (Р& — Р _ 8) =  0,

или
(V х* -  82 +  М,) (Р5 — Р_а) =  о,

( £*5 +  Р —5 =  0 , .
\  Р а —  Р —а =  0 . <1<3>

П оследняя система не имеет смысла при | о | <  -. , следовательно, при

1 У  ( » )  £>* . (Ь )
| 8 | <  х, 8 ф  0 б  (8) Ф  0. П ри 8 =  0 и —0 стрем ятся к конечным
пределам.

Т акая  ж е противоречивая система (13) получается в остальны х сл у ­
ч ая х ; таким  образом, б (8 )^ = 0  при | 8 | <  у  8 Ф  0 .

Д иф ракционное поле получается в виде бесконечной суммы опреде­
ленны х интегралов. Т ак как  подынтегральные функции ограничены, то 
каж ды й из этих интегралов есть ограниченная ф ункция. П рисутствие 
м нож ителя е—ш ш т /  обеспечивает быструю сходимость этой суммы при 
2^ >  0. Определенные интегралы , входящ ие в сумму, могут быть вычи­
слены численными методами.

П ри г'0 =  0 система уравнений для коэффициентов Ьп (т), получаю ­
щ аяся из граничных условий, дает тривиальное решение, даж е если 
источник располож ен в щ ели. И з физических соображений поле в этом
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случае должно быть отличным от нуля, поэтому здесь необходимо спе­
циальное исследование.

3. Найдем поле при г >  0.

И з (3) следует В  (т) +  а0 =  Ь0,

ап =  Ьп; п ф  0. (14)

На основании (14), (1) и (3)

т «а
1* -< V | г—г0 !+гт (у—у,) Г Л Ук'~т» (г+г0) +  /а ({/—/,'0)

£ » = Л '  -7= ------йх —  К   , /  - ___  Л  +^ — х2 J  Аа — х2
  ОО  00

+  5 £  Ьп ( Т )  е‘ =  * *  [ Я '1» (^ГХ) -  Я<1) (£г2)] +

V.

+  Т  2  [  е ' +  &-1 (3) ег (* -1) У)  £/8;
9=—“ —V.

Й (У о '. г ' , у ',  г ')  =  Ятх [Я и ’ (хг;) -  я ; 1’ (х/'г)] +  £  ^  (Уо. г ;, у ',  2') +
д  = —  оо

+  1] (у ‘, 20, у ' ,  г ’), (15)
^ = г ----- ОО

г д е _____________________
г! = У ( у '  — г/ц)а -|- ( г ' — 2о)2 — расстояние от источника до точки наблю ­

дения,
г; =  У  (у' — £/ )̂а +  (г' +  2ц )2 — расстояние от изображ ения источника до

точки наблю дения,

1/1 О,

Л З Д ,  г,;, у ',  г ') =  г/с (
- 7 .

Яо(Уо, г,',, у ',  г ')  =

—- i K e —iqVt -< » *  *1вп 9 i L l l _ î  У»1—a*z'+/5 (y '—y l  )—5z'0sign Ы §
Л J  G (5)

- 7 .

7 г

(у;, Z,;, г/', z) =  iKe~‘y- j ‘ (15')ЛГ ................
- 7;

Я 1 ,(г/;, 2ц, у ’, 2')  =

— iK e ~ “ty° ~ lU'—4^0 sign <7 Г ^ —|  ̂ j Qi Y i1—<à— lHz'-HSd/' — У» )—8г. sign
.! G (6)

— 7  a

П оле при г >  0 оказы вается суперпозицией полей от источника, от 
изображ ения источника и диф ракционного поля, обусловленного наличием 
реш етки.
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4. Рассмотрим поле при z <  0 в случае е -»• 1, г0 -»• со. Тогда 0 (8 )  ==
=  G, (8) =  8 (Р 5 +  Р _ 5) +  j Р  (Р 5 -  Р _ 5) ;

7* 0
с Оп(Ъ) .  ,

F°0 =  iK  \ eATrii= r' « ^ ' ) + ' ‘
- 7 .

V, „
г Oo(S)Р„ =  iKe-by» —Я** sign ? 5 —  е—' Т*г—»*г'+Я (г/'—г/,)—«»sign

0 *Ае ) Gj (i)
- 7 .

7 ,  0
„  Г  Р  I (*) ,  > /•---------------

F - i  —  i K e - W  I Т7ПГ5гг , - / / х = - ( 5 - 1 ) * г '+ / 5 ( {, ' _ У!, ) ^ 1

- 7 .  1
7 .  „

f Г* Z) (S) • #, — iK e~  1ЧУ‘ —‘У’—щг, sign q i  zl в— /Ух>—(S—1)гг '+ /5 (^ '-~ у ' )—Jz', sign ? Л2
v J  Gt (b)

- V .

Н айдем P® при больш их Zq . Запиш ем PjJ в виде суммы

•Л
Р?.: - « ( J  + 1  +  5 ) -- 7 .  -х

Д л я  оценки второго интеграла при больш их г'п используем  метод ста ­
ционарной фазы [5], первый и третий интегралы  оцениваем методом 
Л апласа [5].

(~  в1 ^ г~5! M I  +  '« W-u.) d l  ^  iK  ln 2 ‘ — -;
Gl(S) V z i  1 -j- r/. In —j —

Л  П ®  / J s \

J G 7F )e~  v li= ?  +  * {y'~ y:) db ~ 2aoen <*-»•1 ( ^ ) 2 ;

r  (S)   r » • I | \f
) GT(5) e~  (2*“ 2#) +  л (У~ У9) db 555 2a 0e~/x ;

~  It
a0 =  const.

Здесь выписаны главны е члены разлож ени я интегралов по степеням 

при больш их г ’0 . О чевидно, что | Р£ | <  const е~  ^  ’ 1 ~  **t С ледова­

тельно, при больш их Zq

У ! П  (Уо . г ,; , г ',  у ')  s s

t -t-И  ,х/„/*Z0 - П2s— б *

К го 1 _j_ ix In 1 + и  ' (16)

И сточник нуж но удалять на бесконечность таким  образом, чтобы поле 
в данной точке пространства не изменялось, поэтому амплитуду его
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тока /  необходимо увеличить при этом в раз. Если выбрать ам пли­
туду тока в точке (г0, у 0) из условия

оо

1

6/ У 2лх . ' , ,  —г— е‘хг• =  1, то при г0 ->- со
с * у  4

. 1 -  и 
I% 1п  5—

! Щ  (Уо > 20 . у ' ,  г ')  <=* г г — е ~ Ыг' =  60е - 'Ч
I 1 +  /х  |п

Это нулевая гарм оника прош едш ей волны при нормальном падении 
плоской волны единичной амплитуды на такую  реш етку, располож енную  
в свободном пространстве [1]. А налогично можно п оказать , что

^  р ч_ \  (г/0г , , у ' ,  г )  при 2  ̂ -*■ оо переходит в (— 1)-ую гарм онику про-

шедшей волны при нормальном падении, которая быстро зату х ает  при 
удалении от плоскости реш етки.

5. При и -»• — 1 ширина лент приближ ается к нулю, и периодическая 
плоскость раздела переходит в границу «свободное пространство — ди­
электрик». Чтобы получить правильный предельный переход в этом 
случае, будем исходить из точного вы раж ения для поля в области 2 , 
которое запишем следующим образом:

ОО оо , / г

Е )  =  V  V  |  Ь° -  <5+8)«г'+/ И 4) У йЪ. (17)
<7—  —  оо 5    — 1/ 2

Ф ункции ЬЧ (8) необходимо найти из системы (9) при и  -*•— 1. З ам е­
тим, что Уш (— 1) =  0 , т  ф  п\ У’о(— 1) =  1; Уи 1 (— 1) =  1;

п+ 1

V I! = 0 ; V" -  у  I ]  ^ + , - р  («) Р р -п - 1  (и) =
р  =  О

п

=  Т: (Ч) Р* (Ч) +  ^0^-1 +  IV ' 0 >
*= 1

V" (— 1) =  1 при п >  0 .

Коэффициенты ОПрвДеЛвНЫ В [1]. ЛбГКО ПрОВерИТЬ, ЧТО V I  I =
=  — ¥ { п { ЛЩ, поэтому при любых в справедливо равенство

Ш г , у ; ( - 1 )  =  1. (19)

Кроме того, Ят(и)  =  у Р т (ц); Рт (— 1) =  (— 1)т , ^ т  =  у ( — 1)т . Разде- 

лим первое уравнение системы (9) на

[ К м  («)1«— 1 00 •б »£0

(18)

Н а основании приближ енного соотнош ения [6 ] 

/ \  (и) ^  1 +  2 8 1п .
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справедливого при и -*■— 1, можно п о казать , что

l i m  „ , ,
Р&-1 («0

следовательно,
. .  | 0 , б Ф —  I;
lim  -nLJ— - — i ,

Ы 1 1“ ) 1 2  S =   1.

С учетом всех этих соотнош ений система (9) упрощ ается: 

- i ß " 1 +  x z \  (1 — r_ i) =  0 , q — — 1;
(1 — r_ i) =  0 , д ф —  1; 

iH e \  -  i h \g B 4V4Q +  (1 — r _ L) =  0,

— ih [qB qV4m +  x<jnrm +  ( - 1  r x U  =  *« т Ф  0; - 1 ,

где
H  =  ^  (hio f  hiu)-

Система (20) легко  реш ается:

|°- Q ф  1,

i"1 1 a =  —  1-
l l _ r _ ,  • 4

0, q Ф  0;
bl =  Ш  \ih'lqB«V% -  (1 -  r _ 0 ] =  K , ß ° f q =  o.

H 
0,

гя ~ {
*?п =  -  ( - 1 ) ^ 1  -

Воспользовавш ись (7) и (18), получим

.    | _  У" I 9 ?* I _  1
* “  1» +  ‘ Г  " *-*-»

и решение системы (20) можно записать так:
I 0,  в ф  д

Щ =  Ь'к в ч

т Ф q\

, m  =  q .

1

для любых 
s и q

(20)

(21)

Н ’ 51— 9
Д войная сумма в (17) переходит в простую  сумму. П одставляя  н ай ­

денные коэффициенты Ьч$ в (17) и учиты вая, что

Н'1ЯВ Ч =  К е ‘ г' ~'  («+*) »•,

приходим к следую щ ему выраж ению  для поля в области 2 при и =  — 1:
~ ч,  ( ___________  ,

£ г __ к V  С 2ехр ІІ ^ ** ~  (ч +  ге — *: V ~  <9 +  6)г г' +  г (<?+5) (у'—Уо)1
* ^  —  .) V  Ф —  (а 4 -  Ы2 4 -  V х2е —  (<7 4 -  5)2<?=—■» —‘/г

(22)
Это вы раж ение является  точным значением  х-й составляю щ ей вектора 
электрического поля внутри диэлектрического полупространства (г <  0 ) 
при падении на него цилиндрической волны.
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З н ая  ф ункции bqs (о), нетрудно найти поле в области 1 при и =  — 1

Е\ =  К*[Н(я"(гг'1) - Н ' " ( * г ' і )1 +
ч, ___________ , ___________

і ^  V  Г 2  ехр \і у х2 — (д 4 - ъу  г0' +  і V у . 2 —  {д +  5)аг' +  і (д +  о) (у ' — t/0' )] ^
^  J  / х 2 — (<? - |-  Ь)а - |-  ] /  х»е — (д -j- 6)а

Я = — °° — /2
(23)

Если устрем ить s к 1 в (22) и (23), то поля в областях  1 и 2 дол­
ж ны  перейти в поле нити с током в свободном пространстве:

■/.   ,
Г 2 exp \ i V х2 — (д - |-  6)2 г„ — і V х2е — (д - f  5)2г' ~ Н  (<7 +  5) (У' ~  ffo)l 

J  l / x 2 — (о 4 -  ®)а +  / *2e — (<? -f- S)2) / x 2 — (g -f- 6)a 4 - / x 2e — (9 - f  і

" */i __________
exp f( / x2 — (q +  S)2 (г„ — г') - f  / (q +  5) (у' — y ‘)] db

V-*-2~ ( q  +  W

i - l

-S  I9 = — “ —Vi

Г exp p K x2 — С2 (г,', — г') +  it (j/  — y ' )] rfC _  ^ ( l )
J . 1/ x2 — C2 0 1

А налогично

-  '/.     t
V  Г 2 exp f; X2 — (q -f- б)2 г' 0 +  / / х 2 — (<? - f  5)2г' 4- і (q +  5) (у' — y0 )] dl
“ “  J  | / x 2 — (9 -j-o )2 - ( - / х 2є — (9 +  6)a•ж-°° — /ї

=  t zH ^  ( x / - ; ) .

Т аким  образом, при « — 1, е 1 Е ‘х ( kr^,
E l  К -Н \1] (kri).

6 . Если щели решетки суж аю тся, то она переходит в м еталлический 
экран, что соответствует и -*■ 1. В этом случае

VTn ( 1) =  0 при т  ф  п, V*o =  Е~* =  0 , Pk ( 1) =  1;
}4 + i ( l )  =  0 , поэтому E” (1) =  0 ;

я« ( i)  18+o =  i;  Е м ( 1) =  ° ; # m 0 ) =  а^пгвТс » •

Система (9) переходит в однородную систему

 F/g =  2x ‘L]R[<j ,̂
гч 1 Q Qob0 =  х _ г,
x qm — x!_j. т ф —  1; 0 .

Т ак как
1 2Я [0]

Д = 1 =  1 +  2 3 =  - Д -  #  0 ,
1 Ь J С 1 П  п и

то эта система имеет только нулевое решение.
Д иф ракционное поле в области 2 обращ ается в нуль, а поле над экра­

ном состоит из двух слагаемых:

Е1 =  Къ  / С  М ]



Д и ф р ак ц и я  цилиндрической электромагнитной во л н ы . 7 9

что совпадает, с учетом временной зависимости, с выраж ением, полу­
ченным Гринбергом [7].

Д ан н ая  методика позволяет сравнительно просто рассчиты вать по­
добные структуры  при х <  0,2. Если для вы числения коэффициентов 
b ' s ( b )  брать систему более высокого п орядка, чем второй, то диапазон х 
можно расш ирить до 1 и далее.
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ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ПЛОСКОЙ 
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЧНОЙ ТРЕХЭЛЕМЕНТНОЙ РЕШЕТКЕ

Л .  Н. Л и т в и н е н к о

Больш ое внимание, уделяемое в настоящ ее время теории дифракции 
электромагнитных волн на плоских ленточных реш етках , обусловлено 
рядом причин. Во-первых, дифракционные реш етки находят ш ирокое при­
менение в различных устройствах, особенно работаю щ их в диапазоне 
весьма коротких волн. Во-вторых, разработка точной теории дифракции 
на реш етках-объектах, относительно которы х задачи дифракции и рас­
сеяния могут быть решены весьма строго более или менее доступными 
средствами, позволяет глубж е понять сущ ность процессов, происходящ их 
при взаимодействии электромагнитны х волн с более слож ными периоди­
ческими структурам и (например, кольцевые, спиральны е волноводы 
и т. д .).

В силу этих ж е причин представляет интерес теория дифракции
на периодических металлических реш етках , у которых на период при­
ходится по нескольку  м еталлических полос различной, вообще говоря, 
ширины (в дальнейш ем такие реш етки мы будем назы вать многоэлемент­
ными). Реш етки с двумя лентами на период (двухэлементные) исследо­
ваны достаточно полно, и дифракция на них обнаруж ивает ряд  специ­
фических свойств [1], [£], [3].

В настоящ ей работе приводится решение задачи дифракции элект­
ромагнитных волн на 3-элементной симметричной реш етке, т. е. реш етке, 
имеющей три ленты на период, одна из которых отличается, вообще 
говоря, от двух других, и можно вы брать полож ение начала координат 
так , что относительно этого начала реш етка будет симметричной (рис. 1).

Метод реш ения настоящ ей задачи является  дальнейш им развитием 
метода, предлож енного в работе [4].



Дифракция электромагнитных волн 81

Заметим сразу , что достаточно рассмотреть случай, например,, £ -п о- 
ляризации падающ ей волны (вектор напряж енности электрического поля 
параллелен лентам реш етки), а для случая произвольной поляризац ии 
воспользоваться принципом двойственности и принципом суперпозиции, 
т. к. дополнительная реш етка в этом случае такж е является  симметрич­
ной трехэлементной.

I, СЛУЧАЙ НОРМАЛЬНОГО ПАДЕНИЯ

1. Постановка задачи

И сследуемая периодическая реш етка образована бесконечно тонкими 
и идеально проводящ ими металлическими лентами, расположенными так , 
что на период приходится по три ленты, одна из которых отличается 
по ширине от двух других. Расстояние между ш ирокими лентами й, ш и­
рина узкой ленты  бГ, расстояние между внешними краями ш ироких лент 
бГ, период решетки I. Система координат (рис. 1) располож ена так , что 
решетка находится в плоскости Х О У  и ось О Х  параллельна лентам , 
а начало координат выбрано точно посередине узкой  ленты. Т аким  обра­
зом, ленты располагаю тся симметрично относительно н ачала координат. 
Будем считать, что реш етка бесконечно протяж енная вдоль осей О Х  
и ОУ. Сверху (г >  0) нормально к этой реш етке падает плоская электро­
магнитная волна

£(пад) _  Е 0е ~ ‘кг\ # ("ВД) =

(здесь и далее предполагается, что поле зависит от времени как  е ~ ш ). 
Требуется определить поле, возникш ее в результате диф ракции такой 
волны на реш етке.

К ак отмечалось выше, достаточно рассмотреть случай Б -п оляри зации  
падающей волны, т. е. случай, когда

Е Т Г'] =  е~ ,кг\ Е {Г Л) =  Е (упая) =  0 . ( 1. 1)

В силу симметрии системы искомое электрическое поле такж е  имеет 
отличную от нуля только х-составляю щ ую , постоянную  вдоль оси О Х  
и периодическую (с периодом I) вдоль оси ОУ. П оэтому это поле можно 
представить в виде ряда Ф урье:

°о 2тип
Е х =  £  Е п (г)е  ‘ \

П = —“

и, следовательно, записать вы раж ения для полей в верхнем и нижнем 
полупространствах в таком виде:

«« 2 К1п
Е \  =  е ~ ,кг +  У] апе ‘^ ге 1 и\ 2 >  0

-  - 0 -2) 
ЕХ =  У  Ьпе~ ‘1п2е ' *\ г <  0

П  --

где

; й = т  с-3)
(X — длина падающ ей электром агнитной волны).
6 Радиотехника, вып. I
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Отметим, что согласно характеру  искомых полей (1.2) физический 
смысл имеет та ветвь корня в (1.3), у которой 1ш V  >  0, а при
I ш У ~  =  0 1*е \ Г  >  0.

Задача состоит в оты скании коэффициентов ап и Ьп.

2. Определение коэффициента прохождения и амплитуд 
дифракционных спектров

У довлетворение полей (1.2) граничным условиям  на реш етке (при 
г  =  0) приводит к следую щ им соотношениям:

1 +  а0 =  Ь0\ ап =  Ьп ( п ф  0)
И

“ 2 пт
V  I = 0  (на м еталле), (2.1)

П — — оо
«« 2тс/л

И  Ьп"\г^~ГШ —  Ь (на щ елях). (2 . Г )

Введем обозначения

+  (н Ф  0); х =  ^  =  Х ;

=  (п Ф  0 );

<р =  Ц *  ; б =  у  ; 6' =  ^ ; 0" =  ̂  ; (2 .2)

Отметим, что Х„ — 0 при | п  | — оо.
В обозначениях (2.2) уравнения (2.1) и (2, Г) примут вид

V  Ьяе‘п'* — 0; при | ф | <  0'; 0 <  5 ср | <  0"; (2.3)
Л—-—«в

X  Ьт | п  1(1—Х„)ет т =  {% (Ь0— 1); при 0' <  | <р | <  6; 6" <  ?  <  2тс—0" (2 .3 ’)
п+о

Дифференцируя уравнение (2.3) по ср и полагая Ьпп =  Х п, получим

Х„еш? =  0 при | <Р | <  0'; 0 <  1 ср | <  0"; (2-4)
Пф 0

N ' Х п —  =  М 0 +  /  (е'?) при 0' <  | <р | <  0; 6" <  <р <  2тс — 0". (2.4')
пф 0

Здесь /  (е'¥) =  — £ X +  V х п Щ
л  Ф  0

К системе (2.4) и (2 .4 ') необходимо добавить равенства, получаемые 
из (2 .3) при подстановке соответственно ср =  0 , <р =  + 5  и у  =  — §, где

в -I- 6”
6 - ^ - ,

— Ь0 — V '  —- :П
п ф  0
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=  V лтЬ-
Фа п  *  •
п + 0

=  2 п
пф 0

(2.5)

П оследние два равенства запиш ем несколько иначе: 

— »а т' - У - £  соц «5; (2 .5 ')
пф О

Б1П ПО. (2.5")
пф О

Системы, подобные (2.4) и (2 .4 '), 
реш аю тся в [4] путем сведения к задаче 
Рим ана — Гильберта. В нашем случае ре­
шение можно провести аналогично, по­
этому мы приведем здесь сразу оконча­
тельный результат. П редварительно введем 
следую щ ие обозначения (рис. 2):

Я (*) =  ( 1̂ _<е — «) (6 — ^) (6 — р) (с—?) (6 — 7) (6 — Н3 ДУГ6
I 0 на дуге Ь2

& )  =  4 - 1  “ ) (* -  “НЕ -  ЮО - 1 ) (Е -  Т) (Г— Т) ^

($о б £ц),

|  ^  С«*) Я («*)
—• <♦<—8'

0 • <  ср <  О 
0 * < ‘Р < 2 л — 6*

—в <?<— 8'6' < <р < 8
8’<9<2л—»*

п _
' СО Б т В ; Я м  =  ^  I ?  : Й М  =  2  ~т Б‘п т Ь'

тф0 тфО

« 3  =  Т Г  “ 5 ” ■*: * й "  -  X  %=-■; « Й Г "  -  И  ■1
тф0 т^ О  т ^ О .

«&" = Е со5 т8; «м* -  Е  %*; «ггя= I  5|п т8;

тфО

: в т  т о ;

т¥= О го* О

" Г ч - Е  Е т ? :

т */=0
у п* п ?

т =̂0 т^О тф О

(2.6)

И нтегрирование в формуле для вычисления Vп (?0) ведется по внут­
ренней стороне дуги 1^1г интеграл понимается в смысле главного значения. 
Д ля Я (£) выбрана ветвь ради кала, имеющая Я (0) =  1 (вычисление этих

6*
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величин дано в § 4). С помощью обозначений (2.6) решение наш ей задачи 
мож ет быть записано в виде следую щей системы уравнений:

О =  Ь Ь Х  +  V  Х пХп [V" +  У ~ п] +  2(С3Я 0 +  С2Я - г +  С^ ) - № °
п= 1

—ь0 =  ыУм  +  V  XX  + 1 ^ 1  +
п — 1

+  2 (С3Я м  +  +  С ^ Й 2)) -

— Ь0 =  1жЬои ° ^  +  ^  Х п1п ф пщ  +  +

+  2 (СаК м  +  С Я Д  +  С«[7Я2') -  1*и°М  (2 '7)

о = иьХь) +  X  X X Е*М +  ] +п — 1
+  2 ( с 3/ ? д + с к д - "  +  с , ^ г 2)) -  ш и  

х т =  м 0У°т +  £  ( С  +  у -"1  +

+  2 (С3Я т  +  С2Я т_ л +  »*1^
(т Ф 0)

П риведенная система (2.7) является  бесконечной системой линейных 
неоднородных алгебраических уравнений, из которой определяю тся коэф­
фициенты Ь0 и Ьп. Здесь С ь  С2, С3 — неизвестные промежуточные кон­
станты , а система выписана с учетом того, что =  /„ . Коэффициенты 
системы (2.7) удовлетворяю т условиям К оха, и решение ее мож ет быть 
найдено методом редукции. Т ак 1<ак 0 при п  со, то для числен­
ного решения системы можно полож ить Х„ =  0 при всех п >  N  и реш ать 
систему из некоторого конечного числа п  уравнений.

3. Свойства трехэлем ентны х симметричны х реш еток

При исследовании дифракционны х свойств симметричных разнощ е­
левой и равнощ елевой двухэлементных реш еток (рис. 3, б), в)), прове­
денном в работах [ 1]— [2], отмечался ф акт  слабого влияни я на диф рак­

ционную  картин у узки х  щ елей реш етки
типа б) в случае £ -п оляри зац и и  пада­
ющей электромагнитной волны и узких 
лент реш етки типа в) в случае Н -по­
ляризаци и . С другой стороны, влияние
узкой ленты реш етки типа в) и щели 
реш етки типа б) в случаях  £ -  и Я -поля- 

Рис- 3. ризаций соответственно оказы вается  весь­
ма сущ ественным. Эти свойства связаны  

с направлением  токов на элементах реш етки, наводимых падающим
электром агнитны м  полем. В каж дом  случае влияние узкой ленты и щели 
сводится к повышению роли чётных гармоник в дифракционном спектре. 
П оскольку  трехэлем ентная симметричная реш етка имеет узкую  щ ель 
и узкую  ленту , в ее дифракционном спектре такж е  будут преобладать
четные гармоники. Кроме того, если ш ирина узкой щ ели или ленты не
превыш ает 0,05 периода (см. [2]), то дифракционные свойства трехэле­

а) I
л) ,

Г - ч й -"*1
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ментной симметричной реш етки в случае Е -поляризации совпадаю т 
со свойствами реш етки типа в), в случае //-п оляри зац и и  — решетки 
типа б). В этом случае можно пользоваться результатами расчетов, при­
веденных в [1] и [2|. Заметим  еще, что если все ленты и щели трех­
элементной симметричной реш етки близки друг к другу по ш ирине, то 
в дифракционном спектре долж ны преобладать гармоники с номером, 
кратным 3. Если все ленты и щ ели равны по ш ирине, то в спектре 
отсутствую т все другие гармоники, кроме тех, номер которых кратен 3. 
Т акая  реш етка эквивалентна одноэлементной реш етке с периодом, в три 
раза меньшим I. Это свойство трехэлементной реш етки мож ет быть 
использовано для проверки правильности численных расчетов.

4. Вычисление коэффициентов

1. Полиномы Qn (и, v, w).
Определил/ Ф (г) как ветвь V ( г  —  a) (z — а) (2 — Р) (г — р)(г — т)(г — 7), 

голоморфную во всей плоскости г с разрезами вдоль разрывной дуги 
Е, (рис. 2), считая Ф ( 0 ) = 1 .  Введем Ф, (z) =  V ( z  —  a )(z  — a); ф а #  =  

=  V ( z  —  $) {z — p); ф з (2) =  V ( z  —  т) (2 — у), причем (0) =  1; Ф2 (0) =  1;
ф 3 (0 ) =  1 и разрезы  проведены меж ду точками а и а, Р и Р и ]  и ]  
соответственно. В таком  случае Ф (z) =  Ф, (г) Ф2 (2) Ф3 (г). Введем обозна­
чения v =  cos 0 ', и — cos 0, w =  cos 0". Ф ункция — является  производящ ейФх

т

для полиномов Л еж ан дра 1 ■= - У р  „ (о) гп при | z | <  1; аналогично 1 — =Фх \2) «■  Фа
0

=  5  Pn (u) zn ПРИ \ z \ < ^  и * наконец, как показано в [2], для функции 
о

<т

такж е справедливо '  ] Рп (w) гп при | г  | <  1.
3 о

Введем при 12г | <  1 разлож ение

Я*

ф ^  =  V q , ( u .  у, W ) z \
О

с другой стороны,

во оа во

T (5) =  Ф7(г) Ф;, (г) =  ( S  Pk №  Z*) ( S  Р/ (u) Z'} ( S  Pi №  2‘j =
k = 0  j =  0  1 = 0

•  n ft—к
=  S  2" [ £  Рк (ы) £  Pj (V) P„_*_/ (©)]• (4.1)

n=0 k = 0 1=0

Отсюда

ft ft—к
Qn («. 0 , w ) =  £  (P k (и) £  Pj (v ) P(n-k-j) (w)) (n >  0). (4.2)

k  =  0 i =  0
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Рекуррентную  формулу для  (и, V, ш) легко получить, дифференци­
руя (4.1) по г и приравняв затем  коэффициенты при одинаковых сте­
пенях г:

(п —  2) Qn-ъ  — (2п — 3) (и +  V +  т) 4 +  (п —  1) [3 +  4(ыи 4- иш +
+  ихю)] Qn- з — 2 (2п — 1) \и  +  V +  аи +  2ииш] +  п  [3 +  4 (ии +■ иш +  

+  Ш,')1 (За-1 - ( 2 п  +  1 )(«  +  в +  а») (?„ +  ( « +  !)(?„+! =  0. (4.3)

Д л я  получения интегрального представления полиномов Qn (и, и, ш) 
необходимо воспользоваться формулой Кош и. У читы вая, кроме (4.1), 
разлож ение

Ф(г)

легко получить 

и, с другой стороны,

„  .  .  I f  e'(n+3)f
Q„(u, v, w ) =  - - y T̂ d ? ,

8' <|<p| <8

§>|<p|>0'
gfl>e

О тсю да iJ*

Qn(u, v , w)  =  ±  j f ^ d f .

(* + 4 ■).
Qn (И. О. Ю): -  — 4  j dtp.

Ф (e1*)8>|cp|>8'

У читы вая поведение функции Ф (e‘t)  на всем пути интегрирования, 
легко получить

sin■{« +  - у )  ? d <f
Qn (и, V, W) =

я У 2 1*=
- .U sin (п  +  у )  9 dtp

COS If) (cos f  —  и)  (cos <p —  w)

(4.4)
• COS <f>) (u  —  COS <p) (w  —  COS f )

0”

Отсюда очевидно (если этой формулой определить Qn при любом п),
что

Q -n  (и, v, w) =  — Qn- 3 (и, v, w). (4.5)

Н епосредственное вычисление Q- 1  по формуле (4.4) при п — — 1 при­
водит к Q _, =  0. Т ак  как  Q_ 2 =  — Q - i  =  0, то тем самым формулами (4.2), 
(4.3), (4.4) и (4.5) определены Qn при любом п. Д л я  удобства пользо­
вания формулой (4.3J выпишем

Q - 2 =  0 ;
Q- 1 =  0 ;

Qo =  1;
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Qj =~ и  +  v  +  да;

Q2 =  у  («а +  v2 +  да2) +  {uv +  uw +  ода) — 4 ;

Qs =» -у  +  и3 +  w3) +  Т  I“ 2 (V +  а;) -Г Vй {и  -)- S') +  а<* ( и  +  о)] +
5

+  UVW —  у  (ы +  О +  Ш).

2. Вычисление R m. По определению

1 Г* в-Й»?
^  2 тс J  ф ( 0  ^

8>|<р|>8-

сравнивая с выражениями для Q„ (и, и, да), находим

Я т  =  у

3. Полиномы fl„ (и, V, W).
Введем

V z 2 — 2 u z +  1 J /22 — 2ог +  1 К г 2 — 2даг+1 =

£ р .л (ц, и, ш )гл, ( |г |  <  1), (4.6)
°

23 £  Рп (и, V, w) Z ~ n, (1 z 1 >  1). (4.6')
о

Дифференцируя (4.6) по 2, получим

V  Qnzn (Зг5 — 5г4 (и +  о +  да) +  2г3 [3 +  4(uv +  uw +  ода)] —
о

— 6г2 (и +  о +  да +  2uvw)  +  г [3 +  4 (ио +  uw +  ода)] — (и +  о +  да)} =

=  £  н-л (м, W) т п~ 1,
О

и окончательно

n̂ + 1 =  Qn +  i — 2 (гг +  о +  да) Q„ +  [3 +  4 (ыо -f- «да +  ода)] Q„_, —
— 4 [гг +  о +  w  +  2ггода] Qn—2 +  [3 +  4 (гго +  uw  +  ода)] Q„_3 —

— 2 (гг +  о +  да) Qn—u +  Qn—5- (4-7)

Если положить Qn =  0 при п <  0, то с помощью (4.7) легко опре­
делить значения {% при любом п >  0.

4. Вычисление V п (10). Запишем V„ в несколько отличном от (2.6) виде:

Г

контур Г показан на рис. 2. На основании теоремы о вычетах имеем

V* (?о) =  Res (0) +  Res (сю).
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Д л я  подсчета вычетов воспользуемся следую щ ими разлож ениями 
подынтегральной ф ункции:

Ф (г) =  —  г" V  $0 />_| г” V  р* (и, о, да) гк
р =  о * =  о

( | г | < 1 ) ,

Ф (2) =  2п~ х V  ;Р г -р23 V  р.* (и, V, Ш) 2~* (! 2 | >  1),

Отсюда

р = О

Я е з(0) =  { 0 при п > 0 ,

— ̂  [А_л_ 1_р(ы, V, да) Ь0- р- '  При п <  — 1,
0 = 0

{^еэ (о о )

п+ 3
=  — Е и и - в + з(ы , и, щ) е; 

0= 0
I о

О кончательно, таким  образом, получаем

при л >  — 3, 

при п <  — 3.

М с 0) =

/ л+3
— И  Рп—р+з (и 1 V, да) &  л  >  О

0= 0

0̂ 1̂2 Ні *0 0̂5 > ^  1
— р?<Г‘ — £о"2 — Рі —  С  п  =  — 2

1. л =  — 3—П —I
— V  ц - * - 1, п <  — 3. 

0=0

(4.8)

5. Вычисление Ут.
Воспользовавш ись (2.6), (4.8) и интегральны м  представлением  для 

( (и,  V, да), легко находим

«4-3

1 V  /О
9 7 ;  Рл—о + З Ч т —о Л >  О

0=0

 2 +  1 Р ^ т  +  РіО т—1 +  С т—2І. Л =  — 1

— у  [ р і (2 т + 1  +  < Зт+ 2  +  Р і ( 2 т  +  С т —і], Л =   2 (4.9)

 5“ [ (2 т + 3  +  Р і С т + 2  +  Р з С т + І  +  С ?т]. Л =  — 3
—п—1

ст+р+ !•2 Н—л—1—рО,
Р = 0

6 . Вычисление Я.[7^\ и

л <  — 3
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Воспользовавш ись далее (4.4), имеем

sin | т  — k  -j- -A j — sin | — m  — k  +  p
n<-*> _  I V  1 1 I f

o1 | j V ( o  — COS cp) (cos cp — u) (cos cp — w)
dp  —

u*

r, sin ( m  — k +  y j  cp — sin ( —  m  — ft +  ~ j :

/  (С — cos cp) (u — COS cp) (ш — COS <f)

COS
1'

it / 2

sin mcp

cbs

j V ( v  —

COS cp) (COS cp — u) (cos cp — OJ)

■d p

d<{>

d(p —

COS cp) (U — COS <p) (w — COS с

/3
c o s  I " 2  —  6 )  ¥  4  —  ? )=  _ L _ f ( L _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

2 У  2 - Л  J  / г )  — cos cp) (cos cp — a) (cos f  — ги)
dtp —

p ^  pg — « I

J l/ ( v  —  COSCf) (u — i

3
- -  — k  I <p (7t — cp)

J  / ( v  —  coscp) (u — COS cp) (W — COS cp) d - t ]  ■

А налогично вы числяется

ri'.~~k)_
t < l G ]  —

n

- M  f —/  2те L J V l v  —  (

( 1 - 4
2 / 2" L J 4 ( o  — cos cp) (cos cp — u) (cos cp — w) 

'3

dtp +

+ f - = =A —

co ( у  —  k  I ? ( '  ~  V)
■: , ------------------------------------------------------------------------------  dip i
У  (v —  COS cp) (a — COS cp) (w — COS cp) J

p(-A)
[0! 2 / 5 )

Г (7Г — 8) f __
J / ( 0  — cos cp) (cos cp —  a) (cos cp — io)

d p  +

+  S I . 4 ^ =

sin ( 4 - 4
■ d p

„ , , 4 4  —  cos cp) (a —  cos cp) (гг) —  cos cp)

7. Вычисление V'Y, W\a\ и £/"»)• В оспользовавш ись (4.9), легко по­
лучим

f я+3
  S  \l tl—p+3^?[e] P\  f t  %  0

P =  0  _  _

— (R'X  • I ' ^2 R  . +  P'l-Rio? n ~  — 1
4 1 el =    (PlRw  +  R id  4- +  R  [a] °), ti — — 2

— HRta! +  ^ 2 ^ ( 4 +  R[?i), n — — 3

- (  £  ^ -я -1 ~ Р/?Й+1)) . n < - 3
£ 1 = 0

(4.10)
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\V%] и Ufa] вы раж аю тся такими ж е формулами, только вместо R [^  нуж но 

писать R t. ' и соответственно.

II. С Л У Ч А Й  Н А К Л О Н Н О Г О  П А Д Е Н И Я

В случае наклонного (под углом а) падения электром агнитной волны 
на трехэлементную  реш етку поля запиш утся в таком  виде:

(2 > 0) £ "  =  e- № i n a  + zcosa> +  V  апеПпге,НпУ.
Л = — оо

(Z <  0)  Е {2) =  V  Ьпе ~ ‘1п*е'кпУ.
Л»— к>

Здесь____________________________________________________________

к„ =  —  k  sin а +  =  ] /  &  —  (п  — х sin а )2 .

—  —  -  /  2̂ 
Если ввести Х п =  brt(n — X sin  а) И =  1 - \ - i y  xsin а)2 — 1 > то ПРИ

этом
Ïя =  | П.—  X sin  а I (1 — î n)

и решение задачи диф ракции, как  показано, например, в [5], вы раж ается 
следую щ ей бесконечной системой линейны х неоднородных уравнений 
(здесь введено обозначение х sin  а =  а , j  — ц елая  часть а\ при этом а  (не 
равно целому числу).

/

Хт =  —  Î* COS a ? i  +  2 £  X „ v nm +  S  Xn  +
Л = 0 Л-- — OO

+  2  (C x R m - . 2 +  C 2R m —\ +  C 3R m) 9
/

0 =  -  n  cos a ÿ°a) +  2 S  а д ,  +  V  x 4l j ^ X av r .,+
Л = 0 n*-— OO

+  2  +  C 2/? m  ”  j j-

0 =  -  tx cos a (Ff,, +  2 2  2  3r S r  +
Л — О Л = — 00

+  2 ( C 1fei'a] 1 +  C 2R f c  1 -f- C 3R[a]),

0 =  -  tx cos a tft, +  2 V  х пЩ,: +  а д ,  +
/1 = 0 Л = —oo

+  2 (CiRfaj ! -(- ! -j-
Коэффициенты здесь вы раж аю тся следую щими формулами:

ОО се

5(—1*> _  * . г>(—*) X 1
•'I*1 ~  Ь  =  2 j ^ ^ co sm  ’

m =—oo m =— oo

fT{—ft) V I —ft ■ о

m =— oo
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га-1  V я ш— ,  \/к \%  V я
К ]  =  2 .' — —  ■; ■ и и  =  У. - С 0 3 т 8 ;  ц ? »  =  >  — !!!_81и  / я * .1 л “ ■ ш — а 11 т — а 11 * т — а

т  =•— оа ш  =*— ос т =  — с»

Остальные коэффициенты не зависят от величины угла  падения и сов­
падают с соответствую щ ими коэффициентами, полученными в решении 
задачи дифракции при нормальном падении электром агнитной волны.

Подсчитаем

Д<—*) _  V  Ят~ к -  - 1 Г д , V  { ^ - Ь
М т — а ? [  о — а т  +  а / 1

т=»—•  т— 1

_  1 ( ' ± . V  [ т ~~ <г-"-*) 1 а <<?«-*+
Т  \  а  ^  1. т 2 — а 2 ' т 2 — а 2 Д  *

т=  1
П ользуясь (4.4), имеем

т (®т—к ^ —т—к)

т= I

— V  т * [ ^
— к—1 т 2 — а2 / 2  1.

т=* 1

6 . 1 р зт  |( * - * + 4 ) [— т—6+ 4 )

\  V (и — с05 ?) (соз 9 — и) (соб 9 — т)

V
-  д ’ср —

* 5Ш ( т  — * + - |  1 9 — 51п т  — 6

] / (г; — соэ в) (и — сов ®) (гаг — соэ ®)в-'

1
* л 1/2

„ ( 3  Л  .р 2 со8 (^ — « I э т  т<р

л У ( у — соэ у) (соэ 9 —

я 2 соз

V V (в  — С05 Ч
(М у 5Ш ту

I  1%  — С05 9) (и — СОВ 9) (т — СОЭ ср)
оо

1 3 Л

и) (соэ 9 — «о

с((р

сЕф —

соз

п ] /2
Т _ _ _________________________
»! ]/ (о — соб у) (СОБ 9 — ц) (соз 9 — й?  —

* '•«о

гЕср

бш ап

*„ V(V — соб 9) (и — соб (р) (гаг — соб 9)

1 ( * С0£ (4 — к)9 310 а ^  ~  ^
V  2 (о — соз ср) (соз !р — и) (СОЗ ср — И/)

г / с р  —

ГУ

- )

соб — к | 9 бш а (п — <р)

V  {в — С05 ?) (“ — со5 ?) (^ — с03 "Й 4
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Здесь мы воспользовались известным соотношением (см., например, [6 ]).

m sinm tp sin а ( к — ш) _— т  —т;— — при 0 <  ?  <  тс и а  — не целое число.
т 2 — а1 2 sm ап

Подобным образом найдем

у  + Q-n-k) Q-k 1 гг s»n ( ~§~  ̂j  ̂cos g (тс (р)
« т2 — а * а  ]Л2 sin  ДГ. I J  ] /  (У — С05

гп~ 1

г
I*

1 3 \sin — (г г  +  a — * 1 f

J  ] / ( 0  — COS tp) (cos f  — и)  (cos tp — ш) 

dp

dtp—

О кончательно

2 ]^2 sir

sin

Y ( t )  — COS tp) (cos tp — u) (COS tp — w)
dp  —

p sin  

i l  V l v  —  c

an —  \ - - \ - a  —  k) tp

— COS tf) (u — cos y) (Ш — COS <p)

А налогичным образом

d t p ] .

r>(—h)
<\|a]

cos a <ji — о) I

2 Y  % sin  an r  Y ( v  — COS tp) (cos tp — u) (COS tp — w )

J  s,n[(j- + a — *)? — an

dp  +

cos aS
2 Y 2 sin  an  в» Y (v —  cos tp) (u — cos p) (w — cos tp)

( ! _ *  +  a ) tp

dtp;

£<-*>  __ sin  a  (iz — 5) j
r. 1 л _

П

J

sin

2 Y  2 sin  ait ï ' Y ( ï  — COS tp) (cos tp — u) (cos tp — w)

( - | -  +  a  —  fc j  tp - -S

dtp —

sin ab
2 1^2 sin  a n  e» F F  — COS tp) (u — COS tp) (w — COS tp)

dtp.

Д л я  вычисления (/"], и W'fai. как  легко п оказать , можно поль­
зоваться  соотношениями (4.10), подставив в наш ем случае вместо Д м,
— *   — *
Я м  и Д [а] величины Я м , Дю] и Я м  соответственно.

В заклю чение автор вы раж ает глубокую  благодарность профессору 
В. П . Ш естопалову за руководство работой.
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ВЛ И ЯН И Е РЕШ ЕТОК СПЕЦИАЛЬНОЙ ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 
НА ГЕНЕРАЦИЮ  ПЛОСКО П А РА ЛЛЕЛЬН О ГО  ОПТИЧЕСКИ 

АКТИВНОГО СЛОЯ 
Л .  Н . Л и т в и н е н к о  

П остановка задачи
П лоскопараллельны й слой оптически активного вещ ества является 

наиболее простой моделью квантовы х генераторов и усилителей и может 
быть использован для предварительного анализа работы таких устройств. 
Здесь мы рассмотрим зависимость условий самовозбуж дения, энергетиче­
ских характеристик излучения от геометрической формы решеток при 
различны х способах нанесения их на торцы слоя. Будем полагать , что 
на плоскопараллельны й слой толщины а с произвольным показателем  
преломления /V =  А'0 +  iN"  идеально проводящ ие реш етки наносятся сле­
дующими способами: а) слой с реш еткой на одной из стенок, б) слой 
с решеткой на одной и идеальным зеркалом  — на другой. К ак понятно 
из простых физических соображ ений, последняя модель такж е эквива­
лентна плоскопараллельном у слою удвоенной толщ ины, на стенки ко то ­
рого нанесены, одна над другой, идентичные ленточные реш етки.

К онф игурация ленточных реш еток, нанесенных на стенки слоя, 
показана на рис. I. Здесь введены следую щ ие обозначения: I— период 
реш етки, d ' —  ш ирина узкой ленты, d  — расстояние между ш ирокими 
лентами.

Будем исследовать такое излучение, у которого вектор Е  параллелен
образующ им лент (т. е. Е  || ОХ).  Н езависимо от способа нанесения ре­
ш еток, возникш ее за счет индуцированного излучения, электром агнитное 
поле будет периодично с периодом / как  внутри, так  и вне слоя. Следо­
вательно, его удобно представить в виде ряда Ф урье. Значения неизвест­
ных коэффициентов Ф урье в каж дом случае мы определим путем оты ска­
ния такого решения уравнений М аксвелла, которое подчиняется на торцах 
слоя точным граничным условиям: тангенциальная составляю щ ая электри­
ческого поля на лентах реш етки обращ ается в нуль, а на щ елях  танген­
ци альн ая составляю щ ая электромагнитного поля непрерывна.

Д л я  удобства рассмотрения разобьем все пространство на три области:
I обл .— г >  0 ; II об л . а <  z <  0 ; Щ  о б л .— z < — а. В нутри слоя (II обл.)
электром агнитное поле представляет собой суперпозицию  плоских волн, 
распространяю щ ихся от одного торца слоя к другому. В I и I I I  областях 
сущ ествую т уходящ ие от слоя волны, за исключением случая б). В по­
следнем случае в III  область электром агнитное поле не проникает.

Таким образом, излучаемое слоем электром агнитное поле можно за­
писать в следующем виде:
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где & =  — , Ап, В п, Сп, О п — неизвестные коэффициенты Ф урье, а вели­
чины

(2)

находятся из подчинения ( 1) волновому уравнению .
Д ля III области в случае б) О п =  0, множ итель е г ш  в (1) и дальш е 
подразумевается. В ектор Н  для каж дой из областей определяется через 
Е  из уравнений М аксвелла:

ос /у 1
Гг "Т л п ік*7 '2ял
Н і — у 1  А п~к е е '  - 1  V

Я — . —  М

Л» «о»« К-
Я н  = 7  ( - Д ле - ,А«г +  С У ','1 (г+а,) Т ^ " ' : г - ^  2  ( Я ,е - 'Л"г +

Я = — “  П —  — “

+  Спе‘кп ^ ]) ± е !2кп Т  (3)

Я „ , = 7  2  ( _ 1) д е- ^ <г+а^ е'2" т _ й  5

где I, у, & — орты прямоугольной системы координат, * ~  ~ .+ Л

Условия самовозбуж дения

1. Рассмотрим более подробно излучение слоем, показанны м на рис. 1а. 
Подчиним электромагнитное поле вы раж ений (1), (3) точным граничным 
условиям на одном периоде структуры :

2 =  0 Е и =  Е щ  =  0 (на лентах) )
Е и =  Е ш \ Н и =  Н ш  (на щ елях)} >

2 =  — а Ей/ — Е п и  =  0 (на лентах) )
Е ш  — Ещ/', Н щ  =  Н и и  (на щ елях)}’

В случае, когда (л =  1, после подстановки уравнений (1) и (3) в (4) 
и (5) получим

(6) 

(7)

А п =  В п +  СпеіНпа\ О п — В пе‘нпа +  Сп\ О п К  =  кпВпеіНпа — Сп\

II в"[1 +  $ У ^ )е,'2Нпае‘2*п~  = 0’ Ы<т;т<1?1<т»

И Я. (й„ + К)
Я = —  оо

Если обозначить

Й*я -± д'
е ' =  0 ; т  <  |у / |  < т . (8)

X . =  « в , ( і +  г х и « * # - )  -  п . .

«■-т^+Ч'ЧЬчГН!
т - 2г-У- 0 -  514. в '  дмГ* • « -  ** — —

2 ’ / * Г  ’ 2-  ~  X

Г (9)
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и ввести параметр
Х„ =  1 -f- iG„ 1

2к \ п  |

■' 1 '■

(п Ф 0), ( 10)

который при п -*• оз убы вает как  0 ( 4 - 1 ,  то система уравнений (7) — (8)\П У '
примет вид, аналогичны й системе, рассмотренной в работе [ 1]:

V  Х пе‘п? =  0; |< р |< 0 ' ;  б <  | 9 1 <  тс, (11)
п+О

V  X , — е*"* =  и а оЧ +  V  0' <  1 9 1 <  0 , (12)
пф0 пф С

£ т  =  - « . -  о 3»
пф  О

В оспользовавш ись полученными в работе [1] результатам и , запиш ем 
сразу решение системы уравнений (11) — (13), которое имеет вид одно­
родной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений относи­
тельно неизвестных С ь С2, а 0, Хф- 

«
**О0У?ао -I- V  X А  [У" +  V ;" ]  +  2 (С2Я 0 +  С ^ _ г) =  О

П= 1

п С 0У°та 8 +  V  ХпХп IV" +  У „Г] -  Х т  +  2 (С2Я т  +  С ^ _ , )  =  О 

№ У ? „  +  1) а 0 +  V  Х Л п  [Ум +  У м  1 +  2 (С ,Я М +  С ^ 1>) =  О
П= I

(ы О К >  +  1) а 0 +  V  х д „  [Г £ , +  +  2 (СаЙ м  +  С ^ Й '1) =  О
Я=]

(14)

Коэффициенты У ", У "]; Ё1Ц подсчиты ваю т­
ся в работе [1].

Условие сущ ествования нетривиального реш ения системы уравнений 
(14) (равенство нулю ее определителя) и является  условием сам овозбуж ­
дения слоя, показанного на рис. 1а. Т ак как  для  (14) пригоден метод 
редукции, то в наиболее простом случае можем ограничиться требованием 
7-1 =  7-2 =  • • • =  0. Тогда условие самовозбуж дения будет иметь вид

ixAG0 +  D =  0, ‘(15)
где

(16)

Д л я  удобства последую щ их вы кладок запиш ем (15) в следую щ ей 
форме:

Д[.[ n(l) 
XV!°] У&1 R{a] n(D

[el 1
д = nil)

w'm , D  = Ija , n(D  A. [□] 1
Я -1 у » Яо K-l 0

У 'У г .+  t2
е - 2 N"Ka =  1; 2k N 0a  +  т  =  2%щ s = l ,  2 . . . (1 7 )

N —  1 . ,
где », —, =  V г ea \ tgo  = 2А„ЛГ

N +  1
2D

х(Д ' +  1) Д

N 2 — 1 +  (IV")*

=  t e ~ H  lgBl N"

А 'о  +  1 ’

7 =  arc tg  —r= - f  a rc tg  t 4- 7 (7 — м алая поправка).
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2. Займемся теперь условиями излучения для слоя, показанного на 
рис. 16. Граничные условия для полей (1), (3) в этом случае имею т 
следую щий вид:

2 =  0 Е н  — Е,и - 0 (на лентах) 1
Е и =  Е ш  Н и =  Н ш  (на щ ел ях )} . (18)

2 =  — а Е\и — 0 (на всем периоде) )

П одставив (1) и (3) в (18), получим связь меж ду коэффициентами 
Фурье:

А п =  В п +  В п =  —  Спе‘нп« (19)

и систему уравнений относительно Вп:

Д  М і - * “ «-) Л ' 1^  =  о ; \ y \ c j - - ,  і < \ д \  < { >  (20)

V Вп{ К ( 1 - е ™ п “) +  Н п ( \  + е ^ ) е ,2г ^  0; ^ < \ у  [ < - § .  (21)
г с = —  оо

Если обозначить

= р„п =  В* (1 — =  1{/гА +  К  | ;

г і п = 1 + і д п ~ п 1( п ф 0 ) ;  ср =  2тг ; 0 =  ^ ;  0' =  ^ ,

то после некоторых преобразований уравнениям (20) и (21) можно придать 
вид

I  У„е'п* =  о, | <р | <  0';  0 <  | <р | <  тс, (22)

V  у п ш  „««, =  г ^  +  2  У„ ^ » 9 ,  0 ' <  І ф I <  0, (23)
л =̂0 л «=£0 п

Е ( - | ) ^  =  - Р « ;  £ ^  =  - Р «  (24)п=£ 0 Л Я

7  Р а д і о т е х н і к а ,  вып . I
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Систему уравнений (22) — (24) можно реш ить по аналогии с (11) —
(13). Реш ение ее такж е будет иметь вид однородной бесконечной сис­
темы линейных алгебраических уравнений относительно неизвестны х $0, 
У„, С | и С2:

« г Л  -г X  УпЦп [V о 'I' У о1 4~ 2 (с2/?(, 4- с1/?_ 1) =  О 
«=1 ; 

т
( т  =  1 , 2 . . . )  У пЦп [V » +  У т \ —  У т  +  2  ( С г ^ т + С г ^ т —О ^ О ;

Л*= 1

(У*ёоУ:«] +  I) % +  1  У пЧя [Кщ +  "г 2 (сг/?[в] +  <^#*1]) =  О; (25)
Л= 1

+  1) Ро +  У  У„ця [№£, +  Г|7Г1 +  2 (с2Р м  +  с М Ь  =  0 .
«=1

Величины У'т, Я т, У^ь Рт> Р  °1 # 'м  такие же, как  и в
системе уравнений (14). Система линейных алгебраических уравнений (25) 
допускает получение решения методом редукции, поэтому в наиболее 
простом случае условие самовозбуж дения имеет вид

1^ 0Д -4 - 0  =  0 , (26)

где В  и Д совпадаю т с (16). П осле просты х преобразований условию  (26) 
мож но придать вид, аналогичны й (17);

=  1; 2 k N 0a  4 - 7 =  2 k s . (27)

Величины г, I. 7 имеют вид (17).
К ак видно, в условия самовозбуж дения (17) и (27) входят величины 

D  и А, зависящ ие от конфигурации реш етки, находящ ейся на стенках 
слоя. С ледовательно, изменение геометрических размеров реш етки повле­
чет за собой изменение условий генерации и несомненно скаж ется  на 
энергетических характери сти ках  излучения — потоке мощ ности внутри 
слоя и плотности электром агнитной энергии.

Энергетические характеристики излучения

Д л я  рассм атриваем ого нами частного случая дли нноволнового при­
ближ ения х -^т г-  в вы раж ениях для электром агнитного поля следуетА'о
ограничиться только  гарм оникам и с индексом п  =  0. В этом случае поток
мощ ности Р  электром агнитного  излучения, плотность электрической I „, 
м агнитной U M энергии имеет следую щ ий вид:

а) р а — — k j ^ U a0 ]sh k \ z  +  a (1 -  ] +  Ca sin [ (2«  -  7)  ( i  +  l )  + S „  |):

(28)

( /* =  -  С2а) | с ь ф  +  f l ( l  - j j n Q ]  +  cos [ (2 rs  — 7) ( £ . - H ) + 8e] j ,  (29)

t / « =  y t / o ( l  +  C2) | ch A z + a ( l  —  j — cos j (2 rS — 7) 4 1) 4 Л  ) , (30)

6 ) P 6 =  - k ~ U l \ s h k  - \ - \ : \ г У Р ,  j+Сб sin  I ( 2 «  -  7) 1  ( i  +  l)]} , (31)
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Ul =  - I  U60 (1 -  C5)jc h  k  U -  +  1 )ln  V R *  

U l  =  ± U l ( \  + C o ) |c h

+  cos

k [ ^ + l ) \ n V R 6 - cos

(2 'S  — f) 2 \ a +  1

(2tis T) у  ( ~  +  1 )

, (32) 

. (33)

Здесь мы воспользовались условиями излучения (17) и (27) в виде
I

где

а) К а  =  In R a ’, б )  7(a = — 1п/?б,

. +  Р  ’
X 1п

^  =  ’ '*15
* jn
4пЛ'11и '

(34)

(35)

(36)

Д л я  оты скания величин (7® следует привлечь нелинейную  теорию 
оптических свойств плоскопараллельны х слоев, согласно которой отрица­
тельный коэффициент поглощ е­
ния К  зависит от плотности дет  I 
энергии внутри слоя и  следую - ,
щим образом: 

К  = /С0
1 + at/ ’ (37)

где а — параметр нелинейности; 
К 0 — коэффициент поглощ ения 
данного вещ ества при <7 — 0. 
У средняя и  =  и э +  &ш по г с 
учетом (34), получим

К „а—  1п /? У г /?

2 ^ Т 7  ; (38)

V  Rc. (39)

V I  =

/ / £ - / } £ 
гэ ~ /  fa  + f  j

О
,  б /<о2а — In

о -  а(/г 1) Рис. 2.

/7,/  з

П оскольку  обычно —- <К 1. 3. Ко, Re  — 1 , ТО С,1 , Сб <  1, поэтому с боль­

шой степенью точности можно записать

A  =  - k § - u i s h \ k

U a — U l +  U м == U a0 ch I k г  -f- а  1 1 __

I
I

111 r
In

P 6 =  - k ± U %  sh

{/« =  !/? +  1/2 =  г/o ch fe ( - J -+  ф п Т / Д б

(40)

(41)

Н а рис. 2 приведена зависим ость частоты  сам овозбуж дения к от пара­
метров, характеризую щ и х геометрические размеры  реш етки U =  cos 6; 
V =  c o s 6', электродинам ические свойства оптически активн ого  вещ ества 
jV0 и N ", относительную  толщ ину слоя.

Заметим, что условия самовозбуж дения (15) и (26) совпадаю т с усло­
вием равенства нулю  определителя неоднородной системы уравнений, 
аналогичной (14), полученной в работе [2] при определении диф ракцион­
ного спектра электром агнитного поля, нормально падаю щ его на реш етку
у*
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с прилегаю щим диэлектрическим  слоем конечной толщ ины . Это есте­
ственно, так  как  бесконечно больш ому коэффициенту прохож дения соот­
ветствует переход оптически активного слоя от режима усиления к режиму 
генерации (сам овозбуж дения).

В заклю чение автор вы раж ает глубокую  благодарность проф. В. П . Ше- 
стопалову за ценные указан и я , использованны е в настоящ ей работе.
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Д И Ф Р А К Ц И Я  Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Х  В О Л Н  Н А  Д В О Й Н О Й  

С К Р Е Щ Е Н Н О Й  Р Е Ш Е Т К Е  И З  М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х  Л Е Н Т  

В. В. Щ е р б а к
1. Н а рис. 1 изображ ена периодическая структура, состоящ ая из двух 

ленточных реш еток, располож енны х параллельно, на расстоянии г друг 
от друга. Н аправления щелей верхней и нижней реш еток взаимно пер­
пендикулярны. Л енты  предполагаю тся бесконечно тонкими и идеально 
проводящ ими.

П усть на эту  систему 
сверху (г >  0) нормально 
к реш еткам падает плоская 
монохроматическая волна

£ пад, Н пад ■ е ,к2\ к =  у  

(1)
и нам нуж но наити п ол­
ное поле диф ракции.

И з соображ ений сим­
метрии следует, что это 
поле периодично с перио­
дом а  в направлении х  и
с периодом Ь в направлении у  и поэтому мож ет быть разлож ено в двойной 
ряд Ф урье:

Рис. 1. Периодическая структура из двух ленточных 
решеток.

Е , Н ~ ^ С П' т (г)е 'НпУ+* тХ\ К  = ■П\
т —-

2тс
8  т =  а П1' (2)

Сп, т (г) находим из реш ения волнового уравнения. П ри этом учитываем, 
что в верхнем полупространстве (г >  0) искомое поле является  н ал о ж е­
нием падающ ей волны и суммы отраж енны х волн, распространяю щ ихся 
(или затухаю щ их) в направлении — г, а в нижнем полупространстве 
(г <  — г) имеем прош едш ие волны, распространяю щ иеся или затухаю щ ие 
в направлении г.

Тогда х-е  составляю щ ие полей в трех областях  запиш утся в сле­
дующем виде:

Е \  =  Ае~*кг тЬ V  аптеПпт*+*№!/+‘етх-,
п, т—■—о

Е \ =  X  (спте - ‘̂ г +  Сіпте п™ {г+Г}) е1к"у+*<" х:

р 3  _  V  \  Ґ - ‘ п т ^ + П + і І і п у + ^ т х .Л-‘Х ,упг>іе •
п , т —— со

н \ =  У

(3)

^  С1пт£ 
н, т

н 1  = (с„те

Ппт2+ ‘ІІпУ+‘&тх В е ~ 'к*\

Л пт<г+г>) е 'ъпУ+'&тх \Г~11пт7
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И* — t  Ь’п -<Т пт1г+ г )+ ‘ЬпУ+‘£т х . (3)

Здесь "[п т — \  k2 — h'n — А  и В  — амплитуды  соответственно Е х 
и Н х составляю щ ей падающ ей волны.

О стальны е компоненты поля вы раж аю тся через Е х и Н х из уравне­
ний М аксвелла, Мы выпишем только  вы раж ения для у -х  составляю щ их 
полей во второй (0 >  г >  — г) и третьей (г <  — г) области:

\
И 1 =  ±  {Cnme - ^ + D n m e ^ + n ) e ' W ^ .

п, т ——<м

м 3 —  V  Я  р - ‘ 1 п т < г + г > + 1 Ь п У ~ Ч 1 т х .
11 У  —  Zm - п т -  1

п, т = —“

е \ =  у  {Спте~‘̂ +  D^e'W'-K')
п, т —— °о

р 3 —  У  О '  Р — П  n m ( z + r ) + ‘ h n y + i g m x  
у — Z j  пт^ 1

(4)

где

С  п т  —

k t  пт hng m • _ _ k-\ пт •
■г с пт “  г Спт, С/шг. — — —  Т  с пт т  Т, Т с ^т ,

k '  —  Sm Ь ' —  Sm k 8т k * ~  8т
Г) _ ^Тят 1 hagn

пт k t _ ^  пт h , _ g]nГ  d r m ; О пт  =  -  , ^ V d nm -  d n m . (5 )h ,

а  — kirim "пит г, . и '*лйт i "Чят и '
ят  ~  Л  ли 0 ят’ Вят “  “  ^  _Г bnm-

КВт h n S m

k * ~ 8 m
i k'{nm

А мплитуды полей связаны  соотнош ениями

Л 8А .  +  апт =  спт +  ептйпт\ ' —  ВЬпЬт +  апгП' =  — спт +  ептй ’пт\ (6)
к  п т  п т ^ п т  ' ^  п т  » А т  =  ^ п т ^ п т  ^  п т  & п т  ' ' ' *  п т  1

вытекающ ими из непрерывности составляю щ их Е х и Е у при г — 0 и при 
г =  — г. |

Кроме того, имеем граничны е условия, вы полняю щ иеся на лентах  
и щ елях реш еток: у

й  =  0 ,

дЕ1 д Е \  dy д н \
г ) ?  —  Я, > У  I <  о ■> = —  0.д г  —  д г  ’  1

при 2 =  0 и

dz

У — 2 <  т ;

<
Ь — а (7)

£ t = 0 ,  \ < \ х \ < ± - , H l  =  H l

dEl дБ*- . 0Яу n
дг дг ’ I х ! <  2 ’ д г  *

<

а
Х ~ ~ 2

а
Х ~ - 2 <1
<

а  —  а
(В)

при 2 =  — Г.



Д иф ракция электром агнитны х волн на двойной скрещ енной р е ш е тк е ... Ю З
 >_

У довлетворяя этим граничным условиям , получим уравнения

(9)

V  Г р ,нпУ+‘&тх _  А .
пт к ’

| п.
\ У \ < - 2

■о

V  с * еЛлУ+Чпх — в  ь — йи^  и*тсг *2
6

У ~ ~ 2
Ь
2

ГЕ, т  = — ОС (10)
V  /с ' — е У е‘НпУ+‘*тХ =  0- I и — —^  'снт ептипт' к * \У 2

6 - 4 ”

X ---- < 1
п, т = — “

V  П КНпУ+‘&т* _  П <2.1 • V “ — и» 2

\ Л /П   о г  1 ^2/2 е ‘кпУ+‘ет х — п. , __  .
\ и пт  еп т У п т / д  ^  и » *

72 = — ов

2  (Опт +  ептСпт) е ‘̂ +‘̂  =  0, £ < | * | < £

( П )

(12)

« . /72 — — ов

Рассмотрим первую  пару этих уравнений. Т ак  к ак  (9) вы полняю тся 
при любых х,  то при равнивая нулю  коэффициенты при е‘ЪтХ, получим 
бесконечное количество пар более просты х уравнений:

I

(Спр +  Упрепр) е,НпУ =  0, ^  <  I у  \ <  у

"  (13)

У  свд^ ^  =  А р . \ У \ < Ттт* • п, О ^П ~

каж дую  из которы х решаем при помощи метода задачи Р и м ан а— Г иль­
берта [1 ]. П одробно на реш ении уравнений (13) мы остан авли ваться  не будем, 
поскольку уравнения, сходные с (13), исследованы в известных работах 
по диф ракции. Зам етим  только , что при этом для каж дой р -й пары у р ав­
нений (13) получается бесконечная система алгебраических уравнений 
(относительно епр, Упр). Всего, таким  образом, имеем бесконечное коли­
чество таких  систем. Вместе они образую т бесконечную  двумерную  систе­
му уравнений

—  (1 —  °/) (с 1р +  ^1рУ-!р) +  {Спр +  епрУ-пр) ^ 1 ^ п р ~
П = —«а

=  л в х +  V  а преПр Ш : (Сло - М ) ;  1 , Р  =  -  оо . . .  со
(14)
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где

а V",  У„, /?<,— коэффициенты работы [1], вы раж аю щ иеся через полиномы 
Л еж ан дра Р п (и.у).

Д л я  уравнений (10) получим бесконечную  систему (/, р  =  — с® • • • с®)

Д л я  зам ы кан ия общей системы используем  уравнения (11) и (12) 
из которы х находим (/, р  =  — оо • - • о о ):

ответственно из W, и w t при замене на гг =  cos —  .

У равнения (14)— (17) вместе с  соотнош ениями (5) образую т зам кн у­
тую  квази регулярную  систему. Э та система содерж ит два вида парам ет­

ров малости. и характери зую т взаимодействие между различными
гарм оникам и поля, возбуж денны ми на одной из реш еток, а епр и е1т 
характери зую т взаимодействие диф ракционны х волн, возбуж денны х на 
разны х реш етках . П ри численных расчетах полученная бесконечная сис­
тема уравнений зам еняется на конечную  в результате  отбрасы вания 
м алы х величин. П ри этом чем больш е (по сравнению  с А и г) пе­
риоды а и b реш еток, тем больш ее количество членов приходится удер­
ж и вать .

2 . П роизведем  дополнительны е преобразования уравнений (14) — (17). 
Рассм отрим  равенства (14). С читая в этой незам кнутой системе величины, 
стоящ ие справа, известными, применим к ней ф ормулу К рам ера. В резуль­
тате  вы разим  (спр —  enpdnp) через dnp и А.

- ( l - h ) ( c lp - o f i pB ) +  V  (cn p - o nbpB ) W X p
Я  — —  со (15)

где W*  (и у) =  (— (— иУ).

(17)

(16)

где =  | m | -г  i- j-  у  "[tm’ а коэффициенты W l0' m и W ) . m получаю тся со-
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А налогично преобразуем  (15), (16), (17). П ри этом получим новую  
квазирегулярную  систему уравнений

с1р =  м т } ^  +  V  йпрЧ\рвпепр, (18)
П =—

с1р =  +  V  йпрК1-рпепр, (19)
П = — оа

01р=  X  С1тКЪ1ме1т, (20)
т = — “

о 1р=  х  с ;т я ^ т егт, (21)
т = — оо

содержащ ую  только  быстроубываю щ ие параметры е„с, е/ т .
Здесь

я Х рл =  т а  -  8;_ „ ; т а  =  о;_„ -  т а

— решение системы уравнений

- ( / -  5 ,)Г ;_ „ +  V  Г А_ Х  =  <  ( Ч р - | « | ) .  (22)
/ ? л  оа

^   Ц|

а — решение системы, отличаю щ ейся от (22) заменой ТЕ; на . 
При некоторы х условиях удобно реш ать систему (5), (18) — (21) вместо 
системы (5), (14) — (17).

Зам етим  еще, что если падаю щ ая волна п оляризован а в направлении 
Ох (Л или В  равно нулю ), то неизвестные амплитуды  будут удовлетво­
рять соответственно равенствам

С п , т - 0 —п, т Оп, —т\ " О —гг, т =  О п , —пг

(аналогично для йпт, <1пт) 
или

Оп, т С —п, т — С п , —т\ Оп, т =  С ~ Пг т =  Огг,

В оспользовавш ись этим, можем дополнительно преобразовать уравне­
ния (18) — (21) так , что порядок системы сокращ ается вчетверо.

3. Д л я  вы яснения физического смысла коэффициентов (22) рассмотрим 
поведение поля на поверхности реш еток (2 =  0 и 2 =  —  г). В устан овив­
ш емся реж име на первую  реш етку сверху набегает основная волна, а со 
стороны второй реш етки — полный двумерный спектр диф ракционны х 
волн (с ам плитудам и йпт, с1пт). О т реш етки вниз такж е  уходит полный 
спектр гарм оник (ам плитуды  спт, срт). Естественно, что ам плитуда каж дой  
из уходящ их от реш етки волн равна сумме ам плитуд всех падаю щ их 
волн, умнож енны х на соответствую щ ие коэффициенты преобразования 
(волны с номером л , р  в волну с номером I, р). А налогичны е рассуж де­
н и я — для волн п ри ходящ их и уходящ их от второй реш етки.

Таким  образом, равенства (18) — (21) вы раж аю т связь между искомы­
ми амплитудами и коэффициентами отраж ения, прохож дения и преобра­
зовани я при падении волн на одиночную  реш етку. П ри этом чем меньше 
расстояние г м еж ду реш еткам и, тем больш ее количество приходящ их волн 
вносит ощ утимый вклад  в каж дую  из уходящ их, а значит, приходится 
в (18) — (21) учиты вать больш ее количество членов.
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В случае, когда взаимодействие меж ду реш етками происходит только
/ а Ь , \

на основной волне I -у-, -у- <  1; а г достаточно в е л и к о ! , получим простое
V .

решение
  у.1.0

г   г  —. л ___________#______. п  _  А — г К Я,п р>'0,0 — '•0,0 — I I ц! О Ь-« 11 . > 0,0 — и0,0 — <'0,0* '0—0С0,0

  Г'
и0,0 — *-‘0,0

^0,0
с?1  0

> » 0,0 —■ ^ 0.0 — ^0,0̂ 0—0̂ 0,0

(23)

1+ К - Л - а  (ео,о)2

Д л я  сп сп<0, О 0<т, О 0 т получаю тся аналогичные формулы. О стальны е 
амплитуды  в этом приближ ении равны нулю. у

В оспользовавш ись соотнош е­
ниями (6), по значениям  ам плитуд 
волн внутренней области (0 >  г >  
> — г) определяем амплитуды  Ьп, 
Ь'п прош едш их и ап, а'п отраж ен­
ных волн.

Н а рис. 2 представлены  ре­
зультаты , вычисленные с помощью 
формул (26), (6). К ак и в случае 
обычных двойных реш еток [4], 
в случае скрещ енны х проявляю тся 
резонансные явления, вызывающ ие 
«изрезанность» кривы х.

Если реш етки одинаковы  (и* — 
=  и у\ а  =  Ь), то коэффициенты 
прохож дения Е х и Н х — поляризо­
ванных волн совпадаю т в данном 
приближ ении (в общем случае — 
нет).

С ущ ественное отличие рас­
смотренной в данной работе си­
стемы от приведенной в [4] заклю ­
чается в том, что в д иф ракци он­
ном поле присутствую т обе поля­
ризационные составляю щ ие, даж е 
если в падающем поле одна 
из них отсутствует (А  или В  равно 
нулю ).

В случае м алы х г в (18) — (21) 
необходимо удерж ивать больш ее 
количество членов. П рактически 
при этом можно получить решение

Рис. 2. Зависимость модулей коэффициента 
отражения | а,,0 1 и коэффициента прохож­

дения ( Ь00 | от -г- в случае падения £*-поля- 

ризованной волны единичной амплитуды ( Д = 1 ,

I; =  о ) при и *  =  и*--=г0, £  ~ 1 . - -  — 1 .о а
В  данном частном случае эти кривые совпа­
дают с кривыми для амплитуд о0'0, Ь̂ „, отне­

сенных к В, в случае Л =  0, £ = 1 .

для любых конечных — , — й даж е

при — , 1 [3].
В заклю чение отметим, что 

уравнения (18) — (21) связы ваю т 
решение для двойной скрещ енной 
системы с решением для любых 
типов входящ их в нее одинарных
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решеток. Т ак , если одну или обе реш етки в системе рис. 1 зам енить 
решетками специальной геометрической формы, рассмотренными в .работе 
[5] и [6], то достаточно подставить в (18) —  (21) вместо коэффициентов (22) 
коэффициенты преобразования, соответствую щ ие данным реш еткам .
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ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ПЛОСКОЙ 
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ С АНИЗОТРОПНЫМ ДИЭЛЕКТРИКОМ

В. А .  Б а р е г а м я н
1. К ак  известно, анизотропны е среды можно характеризовать тензо­

рами диэлектрической проницаемости е(к и магнитной — рікш и связь между 
индукциями и напряж енностям и полей электром агнитны х волн вы ра­
ж ается формулой

Обычно встречаю тся преимущ ественно среды с сильно выраженными 
магнитными (ферриты) или электрическими свойствами (кристаллы , п л аз­
ма), В дальнейш ем мы будем рассм атривать последние. Т аким  образом, 
для диэлектрической анизотропной среды имеем

И звестно, что при определенном выборе систем координат тензор 
диэлектрической проницаемости принимает диагональны й вид:

т. е. свойства среды х арактери зую тся  тремя главны ми коэффициентами. 
В случае равенства д вух  из них (ех =  е2 =  е0, з , =  йе) анизотропная среда 
(кристалл) является  одноосной.

Отметим, что при распространении в анизотропной среде плоские 
электром агнитны е волны полностью  линейно поляризованы  в определен­
ных плоскостях , за исклю чением оптических осей.

В настоящ ей работе строго реш ена задача о диф ракции электром аг­
нитных волн на металлической реш етке, располож енной на полубеско- 
нечной диэлектрической анизотропной среде, являю щ ейся одноосным 
кристаллом . Эта задача п редставляет  значительны й интерес не только 
в теории диф ракции, но и при исследовании распространения электром аг­
нитны х волн в периодических стр у к ту р ах  цилиндрического типа. Кроме 
того, она мож ет быть использована д ля  изучения черенковского излучения 
частиц .

2. Н а м еталлическую  реш етку, состоящ ую  из периодически располо­
ж енны х лент с ш ириной I — с1 (I —  период реш етки) падает в плоскости 
уог  п лоская  электром агнитная волна произвольной поляризации под 
любым углом . Реш етка располож ена в плоскости двух  сред хоу. Ленты 
реш етки параллельны  оси ох. П ервая среда является* изотропным диэ­
лектриком  с показателем  преломления п х =  ] / е и расп олож ен а в полу­

Де =  вп Е х ■ )- ЧгЕ и е13£ ’г, 
В  у — ЬцЕх 4* ®22̂ (/ +  Є23̂ г>
Ц> =  еЗіАг*+ Ё32^г/ +  еЗзДг>

(2)

В  =  Н.

(3)
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пространстве г  >  0 ; вторая среда является  анизотропным диэлектриком , 
заполняю щ им пространство г <  0 (рис. 1).

В работе предполагается, что анизотропный диэлектрик является  
одноосным кристаллом  с е0 е  и ве. Оси координатной системы вы браны  
так , что ось кри сталла п араллельна оси ог. В данном случае волновые 
нормали падающ ей, отраж енной, обыкновенной и необыкновенной волн 
остаю тся в плоскости падения (плоскость уог).

П редполож им, что падает волна с амплитудами

Е  =  А а  +  В [п а  ],

Н =  А  [т а] — Впуа, 

Z

(4)

Рис. 1.

т. е., к ак  видно из записи полей, векторы разлож ены  на составляю щ ие
—*- —

по направлению  вектора а  и перпендикулярно к нему; а  — постоянный 
вектор, определяемый формулой

a = [ m q ]  =  [m'q] =  [m0q] =  [meq},  (5)

где q (0, 0 , — 1) — нормаль к границе раздела двух  сред, а т, т ", гпа,

ще — векторы  рефракции падаю щ ей, отраж енной, обыкновенной и не­
обыкновенной волн соответственно [4].

Чтобы получить падаю щ ую  волну единичной ам плитуды , обозначим
аА  =  cos ф,
а .6 =  sin  ф, (В!

тогда в новых обозначениях падаю щ ая волна имеет вид
їоі̂ -Ь'̂ оУ) ( JZf _ ,1,^4—їоіг+̂ о.У)Е х =■■ — cos фе'1 

Е у =  cos a  sin фе'(~ь»г+Л»0>
sin a  sin  фе'

где
h 0 = 

Т ої=

I H x =  n x sin  фе'1 
I / /„  =  n l cos a  cos фе"І - y
I Hz =  «1

« x^osina , 
n tk 0 cos a

sin a  cos фе'(—Ї.1 г+ЛоУ)
(7)

(»)

(а — угол падения, а временной м нож итель е ~ ш  опущ ен).
Требуется определить поле, возникш ее в результате дифракции этой 

волны (7) на реш етке с анизотропным безграничным диэлектриком , запол-
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няющим пространство г <  0. Т ак  как  реш етка однородна вдоль н ап рав­
ления ох, то искомые поля не будут зависеть от х. Они будут периоди­
ческими по направлению  оу, т. е. постоянны е распространения по оси 
оу мож но представить в виде

» _  и I“ я/ ” 0; “Г I ■ /д\
/1 =  0, +  1, ±  2, + 3 ,  . . .

И ндекс I относится к  разным волнам. М ожно п оказать , что все /г0, 
равны меж ду собой; тогда в дальнейш ем можем опустить индекс I.

В оспользовавш ись периодичностью реш етки по направлению  оу, раз­
лож им возникш ие в результате  диф ракции составляю щ ие полей в ряды 
Ф урье. Эти ряды имеют вид:

для отраж енной волны Е х =  ^  а„е,’<Т'»*+Л"у)\
П =-—

Н х =  У  С„е|(’л:Н-Л пу)
а ± -  (Ю)

N °%
Д Л Я  обыкновенной В О Л Н Ы  Е х =  У  Ьпе'{'~1п2°г+ПпУ\

п — — «
ч

ДЛЯ необыкновенной ВОЛНЫ И х =  У  тягег+ИпУ).
П = ~ ° а

О стальны е составляю щ ие отраж енны х и прош едш их волн получим 
из уравнений М аксвелла, записанны х отдельно д ля  каж дой волны. Они 
имеют вид:

д ля  отраж енной волны Е у — — У  спе‘1т^г+,,пу)\
П= — со

Ну  — V  1- у  а„е 'б  п^+нпу)-
П  = — “

Д Л Я  обыкновенной В О Л Н Ы  Н у — —  У  5яе*(_Ь 20г+ '<л»).

(11)

Д Л Я  необыкновенной В О Л Н Ы  Еу =  У  dne ^ nteẐ h ny).
*-* *0£0 

п  оо

В ф орм улах (10) и (11) y„t , ~[„2о и чп2е определяю тся из решения 
волновых уравнений, написанны х отдельно д л я  отраж енной , обыкновен­
ной и необыкновенной волны соответственно, т. е.

Тп1 =  — V г*2 —  (п7 х sin  а +  я )2;
2г.

7*20 =  у  V £ox2 —  (« Iх sin  а +  я )2; О 2)

Чп2е =  Y  | /  Е0*2 — ^  (« 1* sin  а +  n f  ,

где х =  y *
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П од значением корня в вы раж ениях (12) понимаем те значения, 
которые даю т затухаю щ ие волны в бесконечности или распространяю ­
щ иеся от реш етки в бесконечность.

3. Коэффициенты в вы раж ениях (10) можем найти, используя гра­
ничные условия, т . е. равенство нулю тангенциальны х составляю щ их 
электрического поля на м еталлических л ен тах , непрерывность танген­
ц и альн ы х составляю щ их магнитного поля и непрерывность тан ген ц и аль­
ных составляю щ их электрического поля на щ елях.

И спользование граничных условий приводит к  следую щ им двум 
системам уравнений:
f  “  2  к п  “  2тсл..I —— у I -т— •

—  COS ф -f- 2 j  а " е '  =  2 -  Ьпв
Л = — оО П — ------°°

v  т ., 'Ч 5 * V  ,? r - u (на Щел я х ). ( !3)n l cos a cos Ф +  > апе 1 =  — У —  Ьпе 1
М и  а у  т т т  K q

П    П — ~ о а

“  . 2 п п  “  . 2 тел J

— cos Ф +  V  апе ~ У =  V  bne ~ y =  Q (на металле)

и
г Ч 2rcn .  _ 2icn

. С„е! г У — 7 , 1—  d«e'
«о£ «0Е0rt—-—“ п. =—«>

А  А  (на щ елях), (14)
n , s i n ^ +  сле 1 =  V  dne 1 '

П = — оо
2гл . 2ял

cos a sin  ф —  У  1*>спе 1 У  ^ d „ < ?  *  ̂ =  0 (НЯ металле).
Г» —— т П — — «в

В обоих системах первое и третье уравнения совпадаю т при всех 
значениях у,  поэтому их коэффициенты долж ны  тож дественно совпа­
д ать , т. е. имеем

—  cos ф +  а 0 =  V . а„ =  (л =£ 0)

п, sin ф — с„ =  c n = — ‘̂ d n. (п Ф  0) •
Ео7о1 ьо [ ш

Это позволяет получить следую щ ие системы:
00 . 2пп /у (т«1 + Тл2о) 6„е' '  ̂=—2л4̂0 cos а cos Ф (на щелях),

Л——
2тсл

! = 0  (на металле)
П — «

(15)

(16)

и
" .  пгп

V  (1 г v =  2n!sini (на щелях)

” . 2гсл
V I — • |/
^  7n2ed-tfi  1 =  0 (на металле).

П*—•

(17)
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Системы уравнений (16) и (17), как  известно, приводятся к задаче
Рим зна— Гильберта, решение которой впервые получено и детально раз­
работано в [1].

4. Приведем решение уравнений (16), (17). Д л я  этого обозначим

=  1 +  { ] / " ; а п)г — 1 +  sin  а -f- п)г ~  *} *

Х„ =  Ьп (n Lx sin  а +  п), ф _

\ ^  -*-‘0 как  ~  при п -*■ о о ) .
Система уравнений (16) теперь принимает вид

V ! л ,х  sin  я 4 - я I . . V  I п Ш sin  а 4 -  п I ье— :   х „ е ,п¥ =  т , х  cos a cos ф 4-  > :—-— ;-----  — 1 \ п х пе ‘п*
a J  ИХ S in  а  -(•- П 1 т  1 м ’ Щ Х S in  а  - ) -  П
—  “ Л =-»  (на щ елях),
”,  (19)

^  лс„е-"* =  0 (на металле).

К системе (19) необходимо добавить ещ е одно уравнение, которое 

получается из первого уравнения (16) при у г = ~ \

У  ( _ 1у л --------------------=  0 . (20)
7 flyf. S i n  CL — /72 х

т —— м

О пуская промежуточные преобразования (19) [7], получим реш ение 
в окончательном виде:

~/
ЯлХт =  inp/. cos a cos I  [ Я Д С  — Я т У°] — 2 У  — R , „ V n,  ] +

П —— 1

ж

+  У  i-" |X>hM + - " l jr«6f  [ £ v ;  -  m = 0, ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  . . .  (21)
Ашм П  ] У- 5111 Я —p  Д

i де Re, V j , R m и VZi имеют аргум ент и =  cos 0 =  cos ~  , a

& - =  Ё й -  v  ,22)

Коэффициенты R m и имеют те ж е значения, что и в работе [1]. 
Реш ение системы (17) производим по аналогии с решением системы (16). 

Обозначим

b С 1 , • «in =  1 -Г t

Ч'+й)’Т  ** (я»Х51пв +  я Ч , +  ^ , /  (23)

х„ =  (f ij* s in a  +  n ) ( l  - f
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тогда вместо (17) получаем
- I

R*Xm ~  —  2e* sin  a sin ф [RaV°m —  R mVl] — 2 У] хп [R,Vm  — +
П = — I

+  ]L  п\у. Sin а +  п  1 Хп^  —  RrnY*],  т  =  0 ,  ± 1 , + 2, . . .

где Хд =  х 0 — 2еч sin  а sin ф; Х т =  хт, т  Ф  0.
Здесь коэффициенты R„, У", R m, V nm имеют аргум ент

V — COS (тг —  0) =  COS — ■-■T -'ft — —  cos 0.

5. Д л я  нахож дения коэффициентов отраж ения (прохож дения) обы к­
новенных и необыкновенных волн в длинноволновом  приближ ении (х <£ 1) 
достаточно взять системы уравнений (21) и (24) при т  =  0 соответственно:

x 0Ra =  Ш,х cos a cos ф — R 0V ba] - f  х 0 о̂ [R .V l —  /?0V^1, (25)

X 0Ro =  —2 Е х 5 т а 5 т ф [ / ? 3Уо — +  x o^ 'J \R *K  ~  Я о^)>  (26)
где X 0 =  x0 — 2ex sin  a sin ф.

Зам етим , что коэффициенты R a, Va, R 0, Vj| в ф орм уле (25) зависят 
о т  аргумента и, а в формуле (26) — от v.

И з уравнений (25) и (26) получим коэффициенты прохож дения для 
обыкновенных и необыкновенных волн соответственно:

■ I \ и 1ПЛЪ COS a COS у In --^—
& о = -------— (27)

и dg  --- i4y
I

+  1п
(2 8 )

где
Чо =  j  УЧ cos a - f  ) / s 0 — (n , sin а)8];

/~
  * 1 o i ] /  Ео — г (л1 sina)2

-00 =  (е +  У  %%) — Ч — У - ; (2 9 )
ео7о1 4 -  еТо2е 

А 0 — 2п х sin  ф  — .
еО~< 01 +  £7о2е

6 . В ы раж ения тангенциальны х составляю щ их электрического и маг­
нитного полей для основной гарм оники в рассм атриваем ой нами задаче 
имеют вид

Е х\ =  —  COS ф е ‘( ~ То^+ЛцУ) _р. Q jjg 'U tii+ h a H j 

Ех 2 —  6 0e ,(~T«:»z+ ftoi/);

E„i =  COS a sin ф е ,(~Й*2+ Й«У) — 5̂1 С0е‘(1‘>г_
«0£

Е у 2 =  d 0e ‘(~ 1  ozez+h,y) .'
£о«о

Н х, — Л1ь!пфе'(-Т.1г+Л̂ ) 4 - с0е<(т..г+М);
И х-2 =  d ne '('-T02ez+ft,iy);

Н/,1  =  COS а  COS ф 4 -  121 а ^ Й Т и г + Л .* );
«о

Н »2 =  —  &о ^  е '<-Т .*.г+Л.У), (3 0 )

8 Радиотехника, вып. 1
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В ф орм улах (30) индексами 1 и 2 обозначены поля в первой и вто ­
рой среде соответственно. Т ак  как  тангенциальны е составляю щ ие эл ек ­
трического поля непрерывны во всех точках  плоскости раздела (щ ель -f- 
металл), т. е. на всем периоде реш етки , то

Е х \ I 2  — 0 =  Е х2 |г  —0 =  Е х | г= 0»  •

Е у \  |г —0 =  Е у 2  — 0 =  Е у | г = 0 . ( 3 1 )

У читы вая (31), из (30) получим после неслож ны х преобразований 
следую щ ие эквивалентны е граничные условия для м агнитны х состав­
ляю щ их поля:

! и  и  I   1 2 to i cos i> +  (7ot +  7020) i . /о о ч\Пу1 — Пу2 2=0 — "I------------------ г--------------- ь ,  |г=о,яа ио
\ Н х1 —  Н х2 |г_ 0 =  — ■ 2n1s i n f - ( e o1ol +  »TfoM) Ev  |2=о_ (33)

101 * 102е “0

Они связаны  меж ду собой параметром  <]>, которы й меняется при 
изменении ориентации векторов поля падаю щ ей волны в пространстве; 
тем самым изменяю тся соотнош ения между амплитудами обыкновенных 
и необыкновенных волн.

7. Рассмотрим некоторы е предельные случаи. П усть  первая среда 
имеет диэлектрическую  постоянную , равную  единице (е =  ti\ — 1), т. е. 
верхнее полупространство (z >  0) заполнено воздухом, и реш етка нахо­
дится на границе раздела вакуум  — изотропная среда. Тензор диэлектри­
ческой проницаемости изотропной среды есть скал яр н ая  величина, т. е. 
в любой прям оугольной системе координат всегда является  диагональны м 
тензором  с одинаковыми элементами. Обозначим этот элемент через е,. 
С огласно сказанном у выше, анизотропная среда превратится в изотроп­
ную, если ее параметры е0 и ве равны м еж д^ собой, т. е. имеет место 
Е, =  Е0 =  £г. П редполож им , что на реш етку падает под углом а  Е -поля- 
ризованная волна, для чего достаточно взять соэф — — 1. Здесь минус 
показы вает направление вектора электрической  напряж енности падающей 
волны; при таком  выборе направление Е х совпадает с направлением , вы­
бранным в работе [2].

При sin ф =  1 падаю щ ая волна, как  видно из (7), является  Н - поля­
ризованной волной. Если соэФ =  — 1 или s in ф =  1, наш а задача пре­
вратится в задачу , реш енную в работе [2], соответственно случаю  Е -  или 
/7-поляризации, если полож ить а о о .

П олученные нами уравнения (21) для обы кновенны х волн переходят 
в систему уравнений (12), а уравнения для необыкновенных волн (24) — 
в систему уравнений (21) работы [2 ] при а -» -с о .

Я сно, что при этом все выводы и результаты  работы [2] остаю тся 
в силе для случая  а-*- со.

При а — 0 ани зотроп ная среда в наш ей задаче ведет себя как  изо­
троп н ая , и в этом случае полученные результаты  будут совпадать с резуль­
татам и работы [1], если предполагать, что =  1, т. е. реш етка находится 
в свободном пространстве.

К оэффициент прохож дения (отраж ения) (27) обыкновенной волны 
в длинноволновом  приближ ении переходит в коэффициент прохож дения 
(отраж ения) (2) Е -поляризованной волны  работы  [6]. Здесь мы предпола­
гали , что реш етка находится в свободном пространстве (е =  ех =  1). Эти 
коэффициенты отраж ения и прохож дения при а =  0 переходят в коэффи­
циенты , впервые полученные Ламбом.
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Коэффициент прохож дения (отраж ения) необыкновенной волны (28) 
в длинноволновом  приближ ении ( х < 1 )  переходит в коэфф ициент (4) 
//-п оляри зован н ой  волны работы [6 ], если считать, что реш етка н ахо ­
дится в свободном пространстве.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ПРОНИЦАЕМОСТЕЙ ИСКУССТВЕННЫХ 
ДИЭЛЕКТРИКОВ ЛЕНТОЧНОГО ТИПА

В. М. С к у р л о в

Свойства искусственных диэлектриков за последнее время изучены 
достаточно ш ироко. В [1] — [7], а такж е в ряде других работ рассм атри­
ваются искусственные диэлектрики различных типов, различными спосо­
бами вычисляю тся их параметры. П оказано, что они м огут обладать 
показателем  преломления к ак  больш им, так  и меньшим 1. И сследованы  
анизотропные свойства искусственны х диэлектриков [4], [5], [7].

П ри анализе таки х  диэлектриков  использовалось несколько  методов. 
В методе Л оренца поле в среде находится как  сумма прилож енного поля 
и усредненного по объему ячейки поля, индуцированного всеми части­
цами. Э та идея леж ит в основе работ Л . Л . Л евина [5] и Н . А. Хиж- 
няка [6], [7], хотя у Х иж няка она реализуется иначе. В электростати ­
ческом методе вводится ф иктивная передающ ая линия, совпадаю щ ая 
с границами ячейки, и вычисляю тся емкость и индуктивность ячейки 
без рассеивающей частицы и при наличии ее. О тнош ения соответствую ­
щ их емкостей и индуктивностей даю т эффективные диэлектрические про­
ницаемости среды. Д овольно ш ироко использовался метод, в котором  
искусственная среда сводится к периодически нагруж енной линии или 
цепочке четырехполю сников, для расчета которых сущ ествую т достаточно 
эффективные методы ан али за  [2; 3; 4].

В настоящ ей работе вычисляю тся характеристики  искусственной 
среды, состоящ ей из идеально проводящ их бесконечно тонки х  м етал­
лических лент при произвольны х поляризациях и углах  падения. И сход­
ным пунктом является  точное решение электродинамической задачи  
о' дифракции плоской волны на ленточной структуре достаточно прои з­
вольной конфигурации с помощью метода, разработанного в работе [8 ]. 
Эффективные характеристики ленточной среды находятся  из сопостав­
ления отраж енны х и прош едш их подей для обычных диэлектриков и для 
рассматриваемой ленточной структуры .

1. Исследуемый искусственный диэлектрик п редставляет собой слой, 
состоящ ий из плоских периодических ленточных реш еток. В каж дой из 
них ленты  бесконечны вдоль оси ох, периодичны с периодом I вдоль 
оси оу  и предполагаю тся бесконечно тонкими и идеально проводящ ими. 
Н а рис. 1 ленточная система изображ ена в поперечном разрезе. В к а ж ­
дой из плоскостей 2 =  0 , г =  23 . . .  2 =  25 . . .  г =  гр реш етка хар актер и ­
зуется  шириной лент с1в и промеж утком  между лентам и (щ елью ), я — номер 
некоторой произвольной внутрилеж ащ ей реш етки. П оследние располож ены 
на произвольных расстояниях друг от друга (о,'2, . . . ш5, . . .  ш„) и могут 
быть произвольно сдвинуты по отношению друг к другу на расстояние С 5. 
О сь 2 проходит через середину щ ели первой реш етки, что не наруш ает  
общ ности рассуж дений. Сдвиг Св центров щ елей остальны х реш еток 
отсчиты вается от оси 2; при сдвиге в сторону полож ительны х у  Св >  0 , 
при сдвиге в сторону отрицательны х у  С <  0. П од сдвигом понимается
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наименьш ее из возм ож ны х расстояний меж ду осью г  и центром щ ели 
реш етки.

Н омера реш еток отсчиты ваю тся от верхней реш етки: 1, 2, . . .  я, ... р; 
номера областей, на которы е они разбиваю т пространство, обозначим 
1, 2, . . .  5, . . .  , р, р + 1 .  О бласть, л еж ащ ая  над отдельной реш еткой, 
имеет номер этой реш етки; номер самой нижней области р + 1.

Рис. 1.

Н а этот слой под углом ^  падает электром агнитная йолна единич­
ной амплитуды  с вектором  Н  =  {Н х, 0, 0 ), где

j-f ̂  __ g—‘k2 cos sin Vig—Ш  J

(м нож итель е ~ ш  в дальнейш ем будем опускать).
Реш ение для случая ^ -п оляри зац и и  проводится аналогично решению 

для Я -п оляри зац и и ; последнее п редставляет несколько больш ий интерес, 
т а к  как  в этом случае среда долж на вести себя как  ди электри к  с маг­
нитной проницаемостью  ц =  1; кроме того, этот случай рассм атривался во 
многих работах  и полученные результаты  можно сравнивать с другими 
работам и.

П оля, возникаю щ ие при наличии такой системы, долж ны  быть перио­
дичными по у  и удовлетворять волновому уравнению , поэтому их следует 
искать в виде

Н \  =  е-ц.г-4 +  V  a ,he‘inze lhny,
П — —»

Н х =  У  +  a„s<+«(z-zs)) (2)
t l=  — “

H p+ l =  f ]  Ьп, р+ 1в-'Тя<*-**> e ihnB,
n =  03

где hn =  h 0 +  ^ , h0 =  k  sin  »!, k  =  ^  , 4n =  Y j f .  _  h i , 

n  — номер гармоники Ф урье, *
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ап$ — коэффициент отраж ен и я  от я-й реш етки для п-й  гарм оники (в об­
ласти  5);

Ьп5 — коэффициент прохож дения через (й — )-ю реш етку  для п-й  гармо­
ники (в области §).

И з равенства нулю  на лен тах  тангенциальной составляю щ ей эл ек ­
трического поля и непрерывности полей на щ елях реш етки вы текаю т 
следую щ ие граничны е условия:

dH1 dH2 а ;
~  ~Й7 =  ’ т < \ У  +  Ш \ < тdz dz

r2
d H \  dH

dz ~  di

H \  =  H 2
dz ~dz 1 0  <  \ y +  n l \  < 4 ‘

2 = 0 ,

d H \  d H s+ l 
dz  — dz

d H s. d H s+l

— 2 “r  Cs ^  y  ni  <  — — +  Ct , 

ту +  s <  y  +  ni  <; -g -j- Cs;

— ~2—Ь Cs -С y H- ni -f- Cs
(3)

dz dz

H l  =  H \+x I s =  2, 3, . . .  p

Если ввести у в =  у  — С5 И  <р3 =  , то м еталлу  5-й реш етки будет

соответствовать 65 <  | 1 < а щ ели той ж е реш етки |<р51 < 05, где

т  •
Граничные условия (3) приводят к уравнениям

fi _ T-d-s
г

To8o A i +  £  ъ  (gsibnse'^Ws — ans) e"'»c>e,nvs =
П= — оо

=  £  7п (Ь п , s+ l  —  g sp ü n , s + i e 6 ^ s+ I) е ‘*пС щ т ъ  =  ( ° ;  °* <  1?« I <
П -- -  1 4  0 , I 9 s | <  9S;

8o A l +  £  (gslbnse!̂ Ws +  a ns) e,anCseings =  (4)
Я  —  —  00

=  £  (bn. s+l +  gn>an, s + i e * ^ ^ ) e'*"c*e'nvs, | ®S| < 0S.
n =  -— 0O

гле Ьп — l n ^ 8   Г 0, s 4 1 ; _ f  1, s 4 1;
где *»o„ — |  j f n =  0; l 1, s =  1 ; ^ ‘ “ 1 0 , s -  1;

„  _  /  ! .  s  4  P ;  2г.л . 0
gsp \  0, s =  p; a« =  —  ; 2* — =  — ov, S =  1, 2, . . .  p.

Н а основании равенства разлож ений Ф урье согласно первым двум 
уравнени ям  (4), которое вы полняется на всем периоде, получаем  соотно­
ш ение между коэффициентами

I
8o A i  +  g s i b n s e ' t ^ s  —  a ns =  bn ,  s+ l —  gspün , s + i e 'W ^ + S

или ,

8c A i  4  —  bn . s+l =  a ns —  g s Pa n , (5 )
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?s I <  0S. (6)

Тогда третье уравнение (4) эквивалентно двум  уравнениям:
ш

OoAl +  Ц  (gspbn. s+1e '№ + .  _  ЬПш s+i) еіа̂ с^еіп^  =  О
П — — о»

ео

Ц  (o-ns —  gspün, s+ie''W»»+») Є*‘пС‘Єіп** =  о
( I —  oo

Запиш ем  первые два уравнени я системы (4) следую щ им образом:

Ё 7л (gspCtn, s+іЄОл^+і _  bnt s+1) e^nCse^Vs =  О
П  — —  со

Ё 7л (ans —  b nse ‘^ g s i )  e^nC seinvs  _  ■y080„8sl =  О
П  —  —  ce

Д обавив к обеим частям  первого уравнени я (6) по 

7о8ол85і +  Ё  7о£,.&тй'™ в»+“ «с'+ ' ' ,’>‘.
П  —  —  со

а во втором уравнении (6) — по

Ё g sp ü n ,  J+xe^nWs+i+«nCî+»n(ps
П  —  —  со

и введя
D n s - { g s \ b n ^ nWs —  g sp ü n , sjr i e ‘ln w*+*) Є«лС$) 

в r,s =  (g s i b nse nnWs —  bn, s+1  ) e'a,sCs +  S q A i , ( 8 )
Ans =  (ans — g span, s+ie'W%+.) e 'a«c s,

получим две одинаковы е системы уравнений. Система, в которой неиз­
вестными считаю тся коэффициенты A ns при фиксированном s, имеет вид

Ё  A nse‘̂ s  =  0 , і <ps I <  0s

" Т ” .  (9 )
Ё A ns~(nem^  =  Чо8< Л  +  Ё D ns7лЄ'ЛЇ5, 0s <  1 ?s I <

П — ----  OG f i ---- -----  “

Д л я  неизвестны х B ns при фиксированном s п о л у ч ается  точно т ак ая  ж е 
по виду систем а, в которой A ns заменены на B ns. Поэтому достаточно 
рассм отреть только  систему (9). Зам етим , что в работе [9], где рассмо­
трена м ногослойная структура более частного вида, вторая  система вида (9) 
не реш алась; вместо нее использовалась система уравнений вида (5). 
Мы поступим так  потому, что реш ение системы для неизвестны х B„s 
получается без всяких затруднений формальной заменой левы х частей 
в вы раж ени ях  для  A ns на В п$, а окон чательная система для коэффициен­
тов отраж ен и я  и прохож дения гарм оник будет более симметричной, 
чем в [9].

Систему [9] будем реш ать, основы ваясь на результатах  работы [10]. 
Введем h'n =  у- sin f 1 +  п, Тл =  V  — (* sin срj + n ) 2; * sin  w1 =  q +  8, где q—
целая часть x s in ^ j ,  x s i n ^ x > 0 ;  | S | <  1 ;

n + q -  /; X/ = Л(/_9), s/i(/-4>; H = 1 +  i \  1 . / & °> (10)

-[] — V %2 — 0  +  8)2; ■*.= — , \  — длина волны.
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Д л я  коэффициентов х)  получим систему

Xq —  itqàqjbsi V ( ф   I \  Dij—q)' s^ j  V [3|s +  ÎX0 •— -(-
— »

-I- ■*/ e;V[<j]s +  2xf_i/?
(11)

X,n — 1  t jg  ms —  £" ^  D ( / _ 9), SV ms +  £'*o  "Ь
fin, -

+ V  */ !-/-* £,y;ms -i- 2 x s- iR m $ , m  =  0 , - f t ,  ± 2 , ± 3  ,
1*0

где V[a]S) Vins, R w s ,  R m s  И М в Ю Т  Т О Т  Ж 6 В И Д ,  Ч Т О  И  В  [1 0 ] , Н О  И Х  ЭрГу- 

ментами являю тся us — cos ( -  — 6S) =  — cos0S =  — cos . В правой ча­

сти ( 1) стоят две суммы с убывающими коэффициентами:

1 . 1/1 ~т (^s)minе/ — при ] -> о о , D (/_ 9)j , ~  е 1

с  t o s)mmb e  л и отнош ение — -J—  достаточно велико, т ак  что коэффициенты
D ^ —q)_s убываю т быстрее, чем щ, то при решении системы ( 11) методом 
редукции в обеих суммах следует брать одинаковое число членов. 

Реш ение системы (11) имеет вид
N

Хщ —  £Т Roms 1 2=i ^ ( / —о), s " / R jm st (1 2 )
/ = - Af

где Fjms — , A s—  определитель системы (11); A/ms — определитель,

получаю щ ийся из определителя системы (11), если в нем на место т -го 
столбца поставить столбец

f V { *
V 'o s

V ’* т

И з (12) следует

' ^Ore^slJ 0, я+|?, s £ D (j— q), F j_ _  «+?. s
i = - N

Т ак ж е записы ваю тся коэффициенты  B ns. В длинноволновом приближ ении 
9 =  0; D, =  0, j  ф  0;

( ^ 0 s  —  77 [—  S s lT 00s iD os^o  F 00s] =  T*, (§sl +  -Dûs) ^ 00s,

V  * (13>Bos =  — ^ ( b sl +  Dos).
' ‘0

Очевидно, что в этом приближ ении поле системы не зависит от 
сдвига реш еток.



Вычисление эффективных проницаемостей искусственных д и эл ектр и ко в ... 121

П одставив в (13) значения Л 05, В 05, О 0$ согласно (8 ) и вводя обо­
значения

приходим к простой системе уравнений для коэффициентов отраж ения 
и прохож дения:

В определителе этой системы все элементы, за исклю чением расп о­
лож енны х на центральной диагонали и на двух ди агон алях , прим ы каю ­
щих к ней справа, равны нулю; в матрице свободных членов только 
верхние два элемента отличны от нуля, поэтому решение такой системы 
не составляет больш ого труда.

Вычисление поля в этой системе при падении на нее под тем ж е
углом волны с вектором Е  =  {Е г, 0, 0} принципиально не отличается от 
приведенного выше реш ения, поэтому в дальнейш ем мы будем считать 
обе задачи решенными.

2. В оспользуемся указанны м  решением электродинамической задачи 
для вычисления эффективных характеристик ленточной структуры . Если 
на такую  стр у кту р у  падает //-п оляри зован н ая  волна, то в лентах могут 
в озн и кн уть  только дипольные индуцированные моменты, и на падающ ее 
по ле эта стр у кту р а  долж на воздействовать как  диэлектрик с некоторой 
эффективной диэлектрической проницаемостью. П оскольку мы предпола­
гаем ленты идеально проводящ ими, потери в такой структуре отсут­
ствую т, поэтому можно считать, что 1 т е &ф =  0. Ленточный слой конечной 
толщ ины можно рассм атривать как  слой диэлектрика с эффективной 
диэлектрической проницаемостью , для которого известны отраж енное 
и прош едш ее поля. Последние представлены в виде суперпозиции гармо­
ник. П отребуем, чтобы мощ ность отраж енного электрического поля рас­
пространяю щ ихся гармоник ленточной структуры  была равна мощности, 
отраж енной от диэлектрического слоя той ж е толщ ины с диэлектриче­
ской 'проницаемостью  в, на который падает волна единичной амплитуды 
под тем ж е углом , что и на ленточную  структуру . У довлетворив гра­
ничным условиям  на обеих границах диэлектрического слоя, получим 
следую щ ие вы раж ения для коэффициентов отраж ения и прохож дения:

в =  1, 2 , . . .  р.

(15)

(14)

где У! =  к соэ срх; 7г =  & У 5 соэ о 2.
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Тогда требование равенства мощ ностей электрического поля диэлек­
трического и ленточного слоев сводится к следую щ ему:

И Р -  ^  ! М 2. (16)П ——N 
V

Н Р =  И \ Ь п , в+ ! | а. (17)

И з (14) и (15) следует
п =—N

1 Sin "Jj \ Zp

или

2t i eT2’
! ( T i £ ) 2  -  Г о  I

| sin  K 2n  I =  ^ —
‘ I ( n  C O S  —  C O S 2 cp8 I

(18)

здесь n  =  V z  , K 2 =  k  C O S  <p2 ! zp |.
Д л я  упрощ ения вы кладок рассмотрим случай нормального падения. 

Тогда cos =  cos f 2 =  1 и (18) переходит в уравнения относительно п.

в  ■ (19)
I * г /  I 2/2sin К 2п  I = ( я * -  1(

|Л |  и |Г>| определяю тся из уравнений (16) и (17).
У равнение (19) имеет бесконечное множ ество решений.
В длинноволновом приближ ении, когда учиты вается только  н у л евая  

гармоника, поле ленточной структуры  имеет такой ж е вид, как  и поле 
обычного диэлектрика. И менно в этом случае наиболее целесообразно 
и удобно пользоваться эффективной проницаемостью. П риравняв коэф­
фициент отраж ения нулевой гармоники коэффициенту отраж ения от 
диэлектрического слоя, можно однозначно найти е.

Д ействительно, в (14) А =  /?е А +  П т  А.  Л егко получить из (14)

с 1б ь 1гР 1 =  - ^ .  (20)

На основании (19) и (20)
| Ие Л | 2п  | А |

| Л | | я* -  1 | |£> Г

Считая п  >  1, отсюда нетрудно получить

„ _  | Л [ * +  / | Л Р  +  | Р е Д | | £ > [
г*  п е т ш -------------- • (2 ’

При вычислении показателя преломления по формуле (21) следует 
счи тать

Ие А  4 - П т  А =  Не а0, 1 1ш а 01,
Ие О  +  Пт И  = Не V р+1 + 1 1т Ь0, р+1.

П о закону сохранения энергии для диэлектрического слоя | А \2 4 - 1 О  |2 =  1; 
таким  образом, если с хорошей степенью  точности вы полняется соотно­
ш ение •

\а 01\* +  \Ь0, р+1\2 =  1, (22)
то для вычисления показателя преломления по формуле (21) достаточно
пользоваться только коэффициентом отраж ения (или коэффициентом про­
хож дения) для ленточного слоя. Заметим , что соотношение (22) хорошо 
вы полняется для многих типов ленточны х структур при ТС <  1 вплоть 
до тс ~  0,90 -т- 0,95.
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3. Рассмотрим случай, когда на ленточный слой конечной толщ ины  
падает произвольно поляризован ная волна, причем плоскостью  падения 
по-преж нему считаем плоскость гоу. Такую  волну всегда мож но пред­
ставить как  суперпозицию  двух волн — £-поляризованной и Я -поляри- 
зованной. В £ -поляризован ной  волне при наклонном падении имеется 
компонента магнитного поля, норм альная к плоскостям  лент, поэтому 
в лентах будут индуцироваться магнитные моменты.* В результате лен­
точная структура  долж на проявлять вместе с диэлектрическим и и диа­
магнитные свойства и характеризоваться  как  диэлектрической, так  и 
магнитной проницаемостями. Н аряду с таким  подходом ленточную  стр у к ­
туру можно рассм атривать форм ально, как  некоторую  среду, которая  
чувствительна к поляризации падающ ей волны, не интересуясь м еханиз­
мом, вызывающ им эту чувствительность. С другой стороны , чувствитель­
ностью к поляризации падающей волны обладаю т кристаллы , диэлек­
трическая проницаемость которы х имеет вид тензора. П оэтому ленточную  
структуру  м ож но рассм атривать не только  как  среду с эффективными 
диэлектрической и магнитной проницаемостями, но и к ак  анизотропны й 
кристалл с магнитной проницаемостью , равной единице.

Будем счи тать аналогом  искусственного диэлектрика одноосный 
кристалл , компоненты тензора которого  необходимо вычислить. П усть 
оси тензора эквивалентного  кри сталла совпадаю т с осями координат 
х, у , г\ тогда тензор долж ен быть диагональны м . В общем случае паде­
ния волны на анизотропны й кри сталл  в нем возникаю т две волны: 
обыкновенная и необы кновенная, отличаю щ иеся друг от друга п о к аза ­
телем преломления и поляризацией. П оказатель прелом ления обы кновен­
ной волны не зависит от направления падения и равен п = \  е„, где е0 — дву­
кратное собственное значение тензора е одноосного кри сталла . П о каза ­
тель преломления необыкновенной волны зависит от взаимной ориен­
тации волновой нормали п  и оси кри сталла с и имеет вид [9]

-  -  -  — < 
е„|л , е Л - е . ( « ,  с)

где £е — однократное собственное значение тензора в.

Ось кри сталла следует вы бирать так , чтобы чувствительность к по­
ляризации падающ ей волны сохранилась и для норм ального падения. 
Это условие вы полняется, если ось направлена параллельно к плоскости 
раздела и леж ит в плоскости падения. П ри этом, согласно [9], обы кно­
венная волна поляризован а норм ально к плоскости падения, необыкно­
венная волна — в плоскости падения.

П усть на ленточный слой, как  и на кри сталл , падает произвольно 
поляризованная волна. Д л я  простоты будем считать, что обе ее компо­
ненты — ^ -п о л яр и зо ван н ая  и //-п о л яр и зо ван н ая  волны — имеют единич­
ную ам плитуду. В п. 1 приведено решение задачи о падении -//-поляри­
зованной волны на ленточный слой; аналогично реш ается задача о 
£-поляризованной волне. .

При падении на кри сталл  /^-поляризованной волны в нем возникает 
только обы кновенная волна. П ри падении //-п оляри зован н ой  волны — 
только необыкновенная волна. Выбрав оси координат, как показано на 
рис. 2, мы долж ны считать, что ось кри сталла совпадает с направле-
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НИЄМ оу. У гол  м е ж д у  П И С (п, с) = ~ — [ И,  C] =  C O S<fl r  ( п , с)
=  sin <рх; при этом

п,  =  Л І — j - v Z Z I I ,  п =  у т 0 .
Г  «„ cos*  ? ,  s m ‘  т ,  ’

Тензор диэлектрической проницаемости кри сталла имеет вид
і є0 О О

Е й  0 £е О 
10 0 е0 )

Задача о падении произвольно поляризованной волны на кри сталл  рас­
падается, таким  образом, на две: '

а) Граничная задача для Я-пЪ ляризованной волны, преломляющ ейся 
в кри сталле с показателем  преломления пе, которы й имеет вид (23);

б) Зад ача  для ^-п оляри зованной  волны, показатель преломления 
которой п 0 =  ] / е0 .

Реш ив эти две граничны е задачи, получим соответствую щ ие коэф ­
фициенты отраж ения и прохож дения:

(7̂  — То) (1 — е2Г|*17р '). 4 , =
ІТ»-Ь Tfi>*— (Ти— її)* *

D 0 -
(То +  Ті)2 — (То — Ті)2 « 2 

где индекс 0 означает: для обыкновенной волны.

[(ті^)2- т ' і ( і - ^ ' грІ)

<7te .  +  Те)1 —  (Т ,е е —  Те)2 * П* 1 ^  * 

2qe І гр !
(ТіЕе +  Тб)2 — (ТіЕо — То)2 е

(индекс е означает: для необыкновенной волны).

T i  =  fe COS f 1, у е =  k n e COS <ре , у а —  k  "Jr Єо COS cp0 .

Н айдя ne и «„ таким  ж е образом, как  и в п. 2, получим два уравнения, 
из которы х легко  найти е0 и ее.
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4. Изложенный способ вычисления диэлектрических проницаемостей 
был применен к ленточной системе в частном случае: число решеток — 
две, падение нормальное, сдвиг решеток друг относительно д руга  равен 
нулю. Использовались зависимости коэффициентов отраж ения и про­
хождения от х для двойной решетки, полученные с помощью ЭВМ. 
В диапазоне для х =  О,1-к-0,95 влияние гармоник пренебрежимо мало; 
это следует из того, что в этом диапазоне с большой степенью точности 
выполняется соотношение

I ап |2 +  | &м|* =  1.
Поэтому расчеты производились по формуле (21). Так как  диэлектри­
ческие свойства искусственного диэлектрика можно характеризовать

Рис. 3.

показателем преломления, то во всех случаях  вычислялась именно эта 
величина; для нее ж е строились кривые дисперсии. Кривые дисперсии, 
построенные для Е- и / /-поляризованны х волн, показаны на рис. 3.

W WЗдесь для / /-поляризации: а) у  =  0,5; б) у  =  1,0; для Е-поляризации:
w* wв) у  — 0,125; г) у  =  0,5. Из кривых следует:

1. Эффективный показатель преломления при Е -поляризаци и  гораздо 
больше, чем при / / -поляризац ии ,

2. С уменьшением щелей в ленточной структуре эффективные п о к а ­
затели преломления увеличиваются (уменьшение щелей соответствует из-

T .dменению и — — cos у  от отрицательных к полож ительным значениям

при Е-поляризации и обратному изменению при / /-поляризации).
3. С ростом расстояния между решетками показатели  преломления 

такж е увеличиваются в этом диапазоне. И з рис. 3 видно, что для / / -
W,поляризации при х =  0 ,2 5 - ^ 0 ,6  и у  =  1,0 имеется участок нарастания

показателя преломления, качественно совпадающий с результатами 
[21 и [3].
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ РАССЕЯНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
ВОЛН НА УПОРЯДОЧЕННЫХ РЕШЕТКАХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ТЕЛ

Н. А .  Х а ж н я к
Задача о рассеянии электромагнитных волн на упорядоченных ре­

ш етках диэлектрических и металлических тел при произвольном соотно­
шении между размерами тел и длиной рассеиваемой волны представляет 
большой теоретический и прикладной интерес. За  последнее время поя­
вились интересные исследования; в некоторых случаях  они доведены 
до конечных формул — при рассмотрении рассеяния электромагнитных 
волн на простейших решетках металлических полос. С другой стороны, 
широкие возможности в исследовании простейших задач на рассеяние 
открыла вычислительная техника [1]. В настоящей работе рассматрива­
ется ряд общих интегральных соотношений задачи о рассеянии, п озво­
ляющих в некоторых случаях  значительно упростить формулировку 
задач о рассеянии волн на упорядоченных системах диэлектрических 
тел. П оказан о , как  можно свести задачу о рассеянии плоской волны 
на плоской решетке бесконечных диэлектрических полос к решению 
двух связанных интегро-дифференциальных уравнений, и найдено ядро 
этих уравнений.

1. Общие интегральные уравнения задачи о рассеянии

С помощью интегральных уравнений работы [2] можно построить 
интегральные уравнения задачи о рассеянии электромагнитных волн на 
упорядоченной решетке однотипных рассеивающих тел.

П усть гхц* — радиус-вектор центра рассеивающего тела, располож ен­
ного на ).;1У-м узле  пространственной решетки. Пусть е и |1 есть тензоры 
диэлектрических и магнитных проницаемостей вещества, из которого 
изготовлен рассеивающий элемент. Пусть решетка занимает полностью 
или частично полупространство г  >  0 и не ограничена по направлению 
X и у.  .

Рассмотрим общее соотношение, характеризую щ ее отраж ение или 
прохождение монохроматической волны, зависящей от времени как  е'ш/ 
и падающей на решетку из полупространства  г  <  0 .

Обозначим через Е 0 ( г )  и Н 0 ( г ) векторы напряж енности электри­
ческого и магнитных полей этой волны, которые были бы в точке Г при 
отсутствии рассеивающих тел.

Тогда при наличии рассеивающих тел напряж енности электрического 
и магнитного поля равны:

£ ( г )  =  Е 0 (г) +  V  £р*1СС
_  ^  -  0 ) 
н  (Г) =  Нл (г) +  V  / /  (г_ г^ ,) .

1ч-
где суммирование производится по всем элементам решетки рассеиваю­
щих тел.
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Таким образом, основной задачей является определение полей, рас­
сеянных каждым элементом решетки в отдельности. Эти поля известны,
если только известны поля £  и Я  внутри каж дого  рассеивающего тела. 
Тогда

£ р а с с  {г, rXv.y) =  ^  (grad div +  k h ^ )  f  /* А  Ё (7Xw + 7 )  X

X /  (I rXpi, —7  -I - Tj I) d i \  — ro t j U -  — l )  H  ( ^ v  +  Tj) X
V ' 1

x  /  (j rx^v — ?  +  7 l ) %

Я расс (г, r X(lv) =  (grad d iv  +  j  (^ - — 1 ) H  (7X(l, +  tj) X
V  1

X /  (I r Xliv — r  +  7] I) dij +  1 • ro t I — 1 j E  (rXll, +  Tj) X
V 1

X f  (I / v  — r  - f  Tj I) d-Tj, (2)

где г, и tt| — диэлектрическая и магнитная проницаемость окруж аю щ его 
пространства, V  — объем рассеивающего тела, функция /  (х) есть реше­
ние уравнения

Д f i x )  +  k H i p J  (x) =  — 4*8 (x),

удовлетворяющее естественным граничным условиям. В рассматриваемой 
задаче неограниченного пространства единственным условием является 
условие излучения; поэтому f  (х) имеет вид

- ш  ГТГ, *
И.х) =  1 ~ х— • (3)

Д л я  нахож дения полей внутри каж дого  рассеивающего элемента 
можно составить систему интегральных уравнений [2 ; 3] следующего 
вида

Е  ( г 1тп + 1 )  =  [ Е  (r !mn +  S)) - f  ̂  (grad  d iv  +  ifrb.u,) x

X f ( ^ - — 1 ) E  (rimn - f  Tj) f  (] f  — f l )  df] —  ^  ro t j  —  1 ) Я  ( r imn +  Tj) x
V  v  1

X f ( \ l —  Tj|) dTj;

Я  (r lmn - f  ?) =  [ H  (rLmn - f  t ) }  - f  - i  (grad  d iv  +  /г2з1[Х1) x
\

X I  (щ —  l )  H  (Г1тп +  71  ̂dT| +  T ?  rot f  ( k  ~~ 0  E  ('rimn +  ^  X
V V

X f ( \ l —  Tj|) d i j;

\ Ê  (rimn +  I ) |  =  E 0 +  X ' £pacc (d m  +  É, П ^ ) \X[J.v

IЯ  (r;mn -f- £) j =  Я 0 -f- ^  Я pacc (rimn -j- E, r

ш трих y сумм означает, что суммирование распространяется по всем 
рассеивающим элементам решетки, кроме рассматриваемого. У читывая
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структуру рассеянных полей (2), для определения полей в 1тп-м рас­
сеивающем элементе находим следующую систему интегро-дифферен-
циальных уравнений [41: (rimn - f  S e l 7);

E  (rimn +  5) =  Ей (rimn +  Г) +  ^  ( g r a d d iv  +  X

X  I  —  1 )  I S  E  ( r )4LV +  T i) f  (I г Ш п  —  ? —  7] I )}  4 ц  —

“  1 7 rot 3 (jI7 — 1) ( S  H irH-> +  *i) f (I r‘mn — + 1 — ^1)} dri; ( 4 )

Н (Птп +  £) =  И 0 (г1п,п - И )  +  ~  (g raddiv  +  **£,11,) X 

X |  ( ^  — 1) {V] я  ( п ^  +  '»)) /  (I Г1тп —  г Х|хч +  £ — VI |) | drl +

+  С [ ~  — 0  { £  Е  (гХ(1У +  Т]) /  (\птп — +  1 —  Т) |)| <Ь]. (5)
Л \ Е1 /

Уравнения (4) и (5) и являются исходными для дальнейшего ан а­
лиза. Заметим лишь, что эти уравнения представляю т собой совершенно 
строгую систему, причем число уравнений соответствует числу рассеива­
ющих элементов решетки.

2. Рассеяние плоских волн на плоских диэлектрических решетках

Д ля  иллюстрации возможных путей исследования системы уравн е­
ний (4) и (5) рассмотрим простейшие случаи рассеяния плоской элект ­
ромагнитной волны на плоской решетке рассеивающих элементов.

В этом случае все центры рассеивающих элементов расположены
в плоскости 2 =  0. Поля Е 0 и Н 0 действуют на все центры ли ш ь  с не­
которым сдвигом фаз, поэтому поля в отдельных элементах отличаю тся 
лишь фазовым множителем

Е  (гтп) - Е  (г00) е,в/тя, 
и система уравнений (4) и (5) сводится к двум интегро-дифференциаль- 
ным уравнениям с новым, модифицированным ядром (г 6 V):

Е  (г) =  Е 0 (г) +  ^  (g radd iv  +  /й у * , )  £ — 1 ] Е (г') х
V 1

х П ( Г г - ? \ ) Р - ^ го! I ( £  - 1) н  ( ? )  П ( | 7 - 7 1)<Р, (6)
V

Н  (г) =  Я» (г) +  ^ ( g г a d d i v  +  Ш & л )  ^  — !■) Я  (г') х  

X [1 ( к  — 7  |) +  £■' го! I — 1 \ Е  (г') / ,  (| г — г'  |) й г ’\ (7)

е х р  1 - / Й  10п  +  7 —  г 7 |
h  (к - г '

,т i r l m  + r ’  —  r \

§  Радвотехишка, вып. 1
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В случае k  -*• 0 суммы, стоящ ие под интегралами, приводятся к 
известным в теории кристаллических решеток суммам Эвальда. В не­
которых частных случаях указанны е суммы можно свернуть и при 
k  Ф  0 получить интегральные уравнения, допускаю щие аналитические 
решения.

Однако прежде чем переходить к исследованию конкретных задач, 
сделаем ряд замечаний. Уравнения (6) и (7) по своей структуре  и смыслу 
являются интегральными уравнениями Фредгольма. В соответствии с этим 
мы можем говорить о распространении в системе собственных или 
вынужденных электромагнитных колебаний.

Реш ения этих уравнений при Ё 0 =  Н„ =  0 возможны лишь при не­
которых значениях фазовых множителей. Обозначим этот множитель 
через X = * '• • .  Тогда можно полож ить =  ф0 +  ^im, где Ь1т — фаза, 
изменяющаяся на целое кратное 2 * при переходе от одного узла  решетки 
к другому. Смысл величины ф0 очевиден, она определяет фазовую ско­
рость поверхностных волн в решетке. При решении вынужденной задачи,
когда Е 0 Ф  0, Н 0 ф  0, фазовый сдвиг полей в узлах  решетки определя­
ется полями Е 0 и Н 0. П оэтому можно переформулировать основные тео­
ремы теории Фредгольма о решениях уравнений первого й второго рода 
д ля  случая  рассеяния электромагнитных волн на упорядоченных решетках 
и высказать  аналогичные теоремы о связи собственных и вынужденных 
колебаний в системе, а такж е  сформулировать условия  возбуждения 
поверхностных волн в решетках. Если рассеивающими элементами яв­
л яю тся  полосы или стержни, ось которых параллельна оси х-ов, у р ав ­
нения допускаю т дальнейшее упрощение. П усть волна падает на решетку 
таким образом, что не содержит переменной х. Тогда результирующее 
поле так ж е  не содерж ит переменной х,  и в уравнениях (6) и (7) воз­
можно одно интегрирование:

С е~<Ь ► »И»| \ Г — г' \ Г — ;*s Ее,14 У')‘+(г— z')*
\ -------------------- d x =  2   —----(is.J \ r - r ' \  J  1— 4» ' ' |

Д альнейш ее упрощение можно получить в случае, когда расссеива- 
гощие элементы имеют в направлении г размеры малые по сравнению 
с L -периодом структуры по у  и длиной волны в окруж аю щ ем  про­
странстве X. Тогда

V (nL  ф у  —  у ' У  ф  (г — г ')2 -  n L  ф  у  —  у*

для значений суммы с п  ф  0. У читывая эти обстоятельства, уравнение 
(6) — (7) приведем к окончательному виду:

Е  (7jj =  £ 0 +  ^  (graddiv  +  k 4 L\h)  J  — l )  Я (Т) Ф (|ч — I [) —
%

-  ^  ro t j '(& -  l )  H  (l) Ф ( h  -  Г|) d l  (8)
f

н  й  =  H о +  ~  (graddiv  +  fc V i )  J  ( ~  -  1) H  (T) Ф ( h  - 1 ! )  d i  Ф  (9)
s

+  ~  rot j  ( ±  -  l )  E  (?) Ф ( h - I I )  d l
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где интегрирование в плоскости уОг  производится по поперечному се­
чению стерж ня. Ф ункция Ф (| т)— 5 j ) с учетом предыдущих замечаний 
имеет вид

Ф (I - 1 1) =  тл tf<2> (k  V W t  И  -  Ч I) -

—  4  Г ds exp [— i k  V w !  s [ L  +  (; — T|)4] 4 - ФJ
/ s 2 — I 1 — exp {— t k V  ЧР-i $ \L +  (£ — т,)4 +  ’

где / /  — функция Ханкеля второго рода нулевого порядка. Здесь пер­
вое слагаемое характеризует  функцию Грина уравнений М аксвелла для 
двухмерных задач рассеяния [5], а второе слагаемое учитывает влияние
решетки. Фазовый множитель ф0 определяется просто через угол паде­
ния плоской волны на решетку:

ф0 =  i k  Y EiH-i L  cos 9,

где 9- — угол падения плоской волны в плоскости уОг.  При этом тензоры 
диэлектрических и магнитных проницаемостей стержней долж ны  быть 
таковы, чтобы при рассеянии не наруш ался двухмерный характер  за ­
дачи. В интегральных уравнениях (8) —  (9) производные по х  тож дест­
венно равны нулю, и трехмерная запись оставлена лишь для симметрии.

Таким образом, из ядра интегральных уравнений выделено слагае­
мое, характеризую щ ее рассеяние волн на отдельном элементе, и интер­
ференционные слагаемые, обусловленные влиянием других элементов 
решетки.
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О ТРАЖ ЕНИЕ (ПРО Х О Ж ДЕН И Е) Э Л Е К ТРО М А ГН И ТН Ы Х  ВОЛН 
ОТ РЕ Ш ЕТК И , ШИРИНА Л Е Н Т Ы  М ЕТА ЛЛА  КОТОРОЙ РАВНА

ШИРИНЕ ЩЕЛИ
А .  В .  П р о в а л о в

Плоская металлическая решетка, образованная параллельно прово­
дящими лентами, при нормальном падении на нее электромагнитны х 
волн для X L  является фильтром, отражающ им £-поляризованную  и 
пропускающим //-поляризованную  волну, а для  X <  L  — дифракционной 
решеткой. При этом в таких  решетках для случая X <  L  приблизительно 
половина мощности падающей волны передается дифракционным спект­
ром.

В работе [3] методом Винера — Хопфа [4] дано строгое решение 
задачи о дифракции плоской электромагнитной волны на плоской м етал­
лической решетке при нормальйом падении волны и равенстве ширины 
лент металла и щелей между ними. Этим ж е методом решена ан ал о ­
гичная задача в работе [1]. А нализ графиков зависимости коэффициента
прохождения | bü | (отражения | а0 1) от х =  у  показывает, что имеется
существенное расхождение в поведении коэффициентов прохождения 
| Ь0 1 (ртражения — | a 0 j) при % >  1,8 , определенное в работах [3] и [1]. 
В то время как согласно [3] при х >  1,8 |а „ |  и \Ь0 \ приближ аю тся к 
0,5, совершая при этом затухаю щ ие зигзагообразные колебания, причем 
| à p | приближается к 0,5 снизу, а | 6П| сверху, в работе [1] показано, 
что при х >  1,8 | а „ |  и | Ь0 | колеблются вблизи 0,5, принимая значения 
как больше, так  и меньше 0,5 (например, для 2 < х < 4  | а 0 | всегда 
меньше 0 5, а | Ь0 1— больше 0,5).

В работе [2] решена задача о дифракции волн на плоских ленточ­
ных решетках, находящихся в однородных, изотропных и свободных от 
пространственных зарядов диэлектрических средах при любом соотно­
шении между шириной лент металла и шириной щелей между ними. 
Д л я  частного случая, когда диэлектрические среды с обеих сторон 
решетки имеют значение е1 =  е2 = 1 ,  а ширина щели Д равна ширине

ленты металла (д  =  y j ,  расчет, произведенный для \Ь0\ и | а „ | ,  показал,
что поведение | 60 | и | а0 \ в зависимости о г х близко к поведению | / 0 | 
( | а 0 |) в работе [1]. В связи с этим был поставлен специальный экспери­
мент для изучения поведения | Ь0 1 и | а 0 ] в зависимости от х при 
1 <  х <  4. Проведенные исследования подтвердили справедливость выво­
дов работ [1] и [2 ).

1. Результаты  теоретического исследования

Если на плоскую периодическую решетку (рис. 1), образованную 
бесконечно тонкими идеально проводящими металлическими лентами 
и помещенную в однородные, изотропные и свободные от пространствен­
ных зарядов диэлектрические среды со значениями з, ф  е2, со стороны 
z  >  0 нормально к решетке падает плоская электромагнитная волна,
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то для волны с ^-п оляри зацией  (вектор электрического поля направлен 
параллельно оси Ох) задача об отыскании поля над решеткой и под 
решеткой сводятся к решению следующей системы уравнений:

V  Ьпе‘"1 =  0 ; ^  <  I <? I <  п;
I- — «■

V  ь„  | п  1 (1 — !„) №  =  Н  {Ьйг ср — У ч ) \  і ?  I <
7гД
Г :

где Ь 0  =  1 +  а „  — искомые коэффициенты прохож дения и отраж ения  
соответственно, а Ьп =  а„ — комплексные амплитуды волн дифракционных 
спектров;

£сР — 4- О/"*! + ] / г2);

А . - 1 + - 5 -  ( К ( Ч г ) ' -  I +

В работе [2] решение 
системы (1) для  случая, 
когда соотношение между 
шириной ленты металла и 
шириной щелей между ними
произвольно, свелось к решению задачи Римана — Гильберта [5]. В частном 
случае, когда г, — гг - -  1 и Д =  ~  , для коэффициентов прохождения 

и отражения имеют место следующие формулы:

4 «

11 /7 /7 /? *

Рис. 1 Дифракционная решетка.

ь0 = -ІУ-СІ +  О

Рис. 2. Зависимость коэффициента прохождения от параметра т..
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где
о  -  — 0.5  +  4  », +  £ > .  + 1 « .  — £  « А  — Ш  ‘ А  — й  ‘ А  +  » .» А :

(3)

Гб • > 131 - 5
153« 2 * 1Щ7Г> * а*

По формулам (2) и (3) построены графики зависимости | Ь„ | от х. 
На рис. 2 сплош ная кривая — график, рассчитанный согласно (2), (3); 
точечная кривая  взята  из работы [ 1], пун ктирная  — из [3].

2. Экспериментальная установка

Экспериментальное исследование дифракционных свойств решеток 
проведено на экспериментальной установке, осуществленной на базе из­
мерительной машины И З  А — 10. Эта установка вклю чает передающее 
устройство, приемное устройство, механизм крепления и юстировки 
дифракционных решеток. На рис. 3 приведена блок-схема установки.

б *
Г \

Рис. 3. Блок-схема экспериментальной установки:
/ — генератор С В Ч ; 2 — развязы ваю щ ий аттенюатор; 3 — направленный ответвитель; 
4 — передающий рупор; 5 — исследуемая реш етка; 6 — юстирующее устройство; 
7 — приемный рупор; 8 — аттенюатор приемного тр акта ; 9 — детектор; 10 — усили­
тель постоянного тока; 11 — индикатор; 12 — резонансный волномер; 13 — детектор; 

14 — индикатор; 15 — поглощ аю щ ая нагрузка.

От источника СВЧ мощности, развязанного  с основным трактом 
аттеню атором до 50 децибел, волна типа Я П1 передается по прямоуголь­
ному волноводу к излучающему рупору. Ч асть  энергии через нап рав­
ленный ответвитель (ослабление 20 децибел) поступает в тр ак т  контроля 
частоты. К онтроль частоты осуществляется резонансным волномером, 
точность градуировки которого контролировалась волномером высокой 
точности.

Прош едш ая через решетку СВЧ мощность попадает в приемную 
часть установки, где и регистрируется.

Расстояние между элементами экспериментальной установки  выби­
рается из условия работы их в зоне дифракции Фраунгофера, где рас­
пространяю щ аяся электромагнитная энергия имеет характер плоской волны.
Эта зона определяется из условия г >  а ■— (г — расстояние вдоль нор-оЛ0
мали к элементам установки, — ширина щели, — длина волны, в 
свободном пространстве, а =  8 ч - 3 2  — коэффициент, выбираемый в за ­
висимости от необходимой точности измерения).

При применении коррекции фазового фронта в раскрыве рупоров 
эти расстояния составляют (8 0 -ь -100) X. При конструировании антенн
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экспериментальной установки исходили из условий обеспечения: а) не­
обходимой диаграммы направленности; б) плоского фазового фронта; 
в) широкополосности; г) максимальной простоты изготовления, В соот­
ветствии с этими требованиями антенны установки имеют ш ирину диа­
граммы направленности в плоскости Н  — 10°, в плоскости Е  — 7°. 
Коррекция фазового фронта осущ ествлялась металло-пластинчатыми л и н ­
зами .

В приемной части экспериментальной установки используются 
кристаллические детекторы с последующим усилением по постоянному 
току (К у ~ 2 0 0 ) .  Больш ое усиление позволяет вести экспериментальные

Рис. 4. Образцы дифракционных решеток.

исследования на малых уровнях мощности, где характеристику детек ­
тора, с достаточной для  эксперимента точностью, можно считать квад­
ратичной. П оскольку  при измерении коэффициентов прохож дения срав­
нивается мощность С В Ч, прош едш ая через решетку и достигшая 
детектора, и мощность, достигаю щая детектора при прямом прохождении 
(без решетки), то отпадает необходимость градуировки детектора по 
абсолютному стандарту.

Исследование различных конструкций решеток позволило определить 
как их оптимальные размеры, так  и конструкцию , обеспечивающую 
наибольшую точность их изготовления при высоком качестве зеркал. 
Дифракционные решетки, на которых производились исследования, пред­
ставляют собой набор медных лент толщиной 0,05 мм,  наклеенных на 
пластины беспрессового пенополистирола (г =  1 ,02— 1,03; tgS  =  2 , 4 x  
X Ю“ 4; удельный вес 0,05 г/слга).

Незначительные потери в пенополистироле и неучтенные при теоре­
тических расчетах потери в металле лент учитываются как  системати­
ческая погрешность в процессе исследования решеток. Образцы дифрак­
ционных решеток приведены на рис. 4.
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В соответствии с поставленной задачей были изготовлены и исследованы 
решетки с параметрами 1  =  0  ̂2  =  соь \ х =  1,0 ; 1,6 ; 2 ,0 ; 2 ,2 ; 2 ,4 ; 2 ,6 ; 

2,8; 3,0; 3,4; 3,8.

3. Обсуждение результатов экспериментальных исследований

В процессе эксперимента проводилось м ногократное измерение коэф­
фициента прохож дения | Ь0 1 с целью исключения влияния на точность 
измерения случайных колебаний мощности СВЧ. Кроме того, применение 
специального юстирующего устройства позволило ориентировать  иссле­
дуемые решетки по отношению к падающей волне точно в соответствии 
с поставленной задачей. Одновременно особое внимание уделялось тщ а­
тельной юстировке приемного и передающего рупоров.

Результаты  проведенных измерений представлены в таблице. В этой 
ж е  таблице для сравнения приведены значения коэффициентов про х о ж ­
дения \Ьд \, полученные из теоретического решения задачи на основании 
формул (2) и (3).

Т а б л и ц а

X 1.0 1.6 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

I M
эксперимен­

тальное
0,952 0.516 0,456 0,461 0,460 0,475 0,49 0.536

1 *0 1 
теорети­
ческое

0,954 0,525 0,476 0,463 0,466 0,477 0,496 0,547

В результате проведенных теоретических и экспериментальных иссле­
дований можно сделать следую щие выводы:

1. Проведенные экспериментальные исследования с достаточно вы­
сокой степенью точности подтвердили справедливость выводов работ
[1] и [2 ].

2. Небольшое расхождение экспериментально полученных и вычис­
ленных коэффициентов прохождения объясняется незначительными поте­
рями мощности в металле и диэлектрике, учет которых в [2] не произво­
дился.

3. А нализ графиков зависимости коэффициента прохождения j £>0 ! от 
х показывает, что согласно [1] и [2] кривые практически полностью 
совпадают; в то же время между ними и кривой работы [3] имеется 
расхождение. Область наиболее существенного расхож дения  леж ит  в 
пределах 10 <  х <  8 ,0 .
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О ВОЗМОЖНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
И ЗЛУ ЧЕН И Я ОРТОГОНАЛЬНЫХ КРЕСТООБРАЗНЫ Х ЩЕЛЕЙ 

С УЧЕТОМ ИХ ВЗАИМНОГО ВЛИЯНИЯ

Ю .  В .  Ш у б а р и н ,  Л .  П,  Я ц у к

При создании волноводно-щелевых антенн круговой поляризации с 
наперед заданным амплитудным распределением необходимо знать зави ­
симость коэффициентов излучения щелей от их длины. При этом ж е л а ­
тельно в какой-то степени учесть взаимное влияние щелей.

В общем случае взаимное влияние излучателей осуществляется, во- 
первых, за счет воздействия полей, излучаемых всеми остальными излу­
чателями на данный излучатель, и, во-вторых, через общую передающую 
линию.

Второй путь  имеет место тогда, когда излучатели, питаемые общей 
передающей линией, не согласованы с ней. Отраженные от их входов 
волны приходят к каждому излучателю, вызывая изменение амплитуды 
и фазы излучаемых им полей. Такое взаимное влияние должно возникать 
в системе несогласованных с общей линией вибраторов или в волноводно­
щелевой антенне с несогласованными щелями. Так как  крестообразные 
ортогональные кругополяризованные щели согласованы с волноводом, то 
взаимное влияние между щелями возникает за счет излучаемых ими полей.

В литературе [11 отсутствует решение задачи, учитывающей взаимное 
влияние нерезонансных крестообразных щелей. Д а ж е  после теоретиче­
ского решения такой задачи заранее следует ож и дать  значительных рас­
хождений получаемых результатов с экспериментом, поскольку неизбежны 
естественные допущения, что щели бесконечно узкие и прорезаны в без­
граничной идеально проводящей плоскости.

Поэтому немалый интерес представляет экспериментальное опреде­
ление коэффициентов излучения щелей с учетом их взаимного влияния.

Коэффициенты излучения щелей

Рассмотрим систему из N  кругополяризованны х крестообразных 
щелей, прорезанных в широкой стенке прямоугольного волновода, на­
груженного на согласованную нагрузку .

П усть V — порядковый номер щели, если счет вести от генератора. 
К вадрат  модуля коэффициента излучения э-й щели | 5*Д 2 определим как 
отношение излученной Э Т О Й  щелью  М О Щ Н О С Т И  Рхч К  М О Щ Н О С Т И  Рггад V, 
падающей на нее:

!$*,<• =  5 ^ - .  . 0 )*пад V
Найдем Р ^  и Р падч.
Введем амплитудное распределение вдоль системы А1, определяемое 

равенством
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ГДЄ Р ^  т а х  '
Тогда

мощность максимально излучающей щели.

Р ї » =  Р е і А2 (3)
Мощность, падающая на '>-ю щель, представляет собой разницу 

между мощностью Р, затрачиваемой в антенне, и мощностью, расходуе­
мой от начала системы до указанной щели на излучение и потери в 
стенках волновода. Если обозначить мощность, теряемую в стенках  волно­
вода на промежутке от ч-й до V +  1-й щели через ДР, (рис. 1), то

»-і .—і

Ара

=  Р - Р е  ш ах ^ А 2, —  1 ДР,,
/ = 1 І=0

дР^

(4)

А Ра/

Рис.

Мощность Р е тах найдем из уравнения баланса мощности на входе 
антенны. Затрачиваемая в антенне мощность Р расходуется на излучение 
в свободное пространство и потери в нагрузке  (Р н) и в стенках  волновода

N

(Рст =  Ц  ДР,)- Обозначив Р п =  Р н -р Р ст, имеем:

Р  =  Ї  Ре* +  Рп =  Ре шах Ї  А* +  Р п,

откуда

Р Е т а х  --- N

К
/  =  1

(5)

(6)

Подставляя (3) и (4) с учетом (6) в (1), выражаем коэффициент 
излучения щелей через амплитудное распределение в системе и отноше­
ние мощности потерь к мощности, затрачиваемой на входе антенны:

I 5 , ,  I2 =
4 - Д " )

(7)

I —

,=і ;=1
Мощность Р, затрачиваемая на входе антенны, равна падающей на 

вход антенны мощности Р пх, если система согласована. Если исследуемая 
система на входе характеризуется  коэффициентом стоячей волны (к. с. в.) 
Яг ох, которому соответствует коэффициент отражения

к С ВХ 1
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то в антенне затрачивается мощность

Я — (1 — | г „  ,*) =  Р пх —  ̂  - (9)

По той ж е причине мощность, идущ ая в нагрузку , связана с падаю ­
щей на нагрузку  мощностью Р вых соотношением •

Я" =  (10)

где к сн — к. с. в. нагрузки.
Если предположить, что длина системы невелика и проводимость 

стенок волновода приближ ается к идеальной, то потерями в них можно 
пренебречь. Принимая такое предположение (противный случай подлежит 
специальному рассмотрению) и учитывая равенства (9) и (10), предста­
вим выражение (7) для коэффициента излучения v-й щели в следующем 
виде:

л!
І Яі, (* =£ —

р X 
•**" 1 / * г « + 1 \ в|

С̂ м» ' *гц +  1 ' 1 (И)
У . Л Ї - 1 / * г .« +

к  „ и *СН +  1 / |Х<:
1-1 1-1

П олученная формула дает возможность определить коэффициенты 
излучения щелей в антенне. Необходимыми данными для этого являются 
измеренные амплитудное распределение вдоль системы щелей, отношение 
мощностей на входе и выходе волноводной линейки, а т а к ж е  к. с. в. согла­
сованной нагрузки и к. с. в. на входе линейки с этой нагрузкой.

Таким образом, по экспериментальным данным можно рассчитать 
график зависимости коэффициентов излучения щелей от их длины с уче­
том взаимного влияния соседних щелей.

Экспериментальное определение коэффициентов излучения

При экспериментальном определении коэффициентов излучения щелей 
с учетом взаим ного 'влияния  возможны два варианта. Во-первых, логично 
было бы испытать несколько волноводных линеек со щелями одинаковой 
длины в каждой и таким образом получить зависимость величины коэф­
фициента излучения от длины щелей. Во-вторых, для  этой цели можно 
использовать одну волноводную линейку с постепенно увеличивающимися 
(или уменьшающимися) длинами щелей.

Первый путь очень трудоемок и, строго говоря, ему не следует 
отдавать предпочтение, поскольку в реальных антеннах соседние щели 
бывают разными по длине. Основную роль во взаимном влиянии играют 
ближ айш ие щели, причем практически в большинстве случаев соседние 
щели мало различаются по длине; поэтому можно остановиться на вто­
ром варианте.

Нами исследовалась волноводная линейка с 15 крестообразными 
щелями, длины которых изменялись от 8 до 15,7 мм.  Щ ели прорезаны 
на широкой стенке волновода сечением 12,6 х  28,5 мм2, на расстоянии 
длины волны в волноводе Ад =  38,6 мм,  что соответствует частоте 9375 М гц .  
Центры щелей удалены от оси широкой стенки на 8,85 мм.  С одного 
конца антенна запитывалась от клистпонного генератора, к другому
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концу присоединялась согласованная нагрузка  с ,к .  с. в. ксн — 1,08. К оэф ­
фициенты эллиптичности щелей и амплитудное распределение вдоль ли­
нейки измеряли с помощью волноводного зонда. Последний представлял 
собой отрезок круглого волновода с пластиной, поглощающей н еж ела­
тельную компоненту. К  зонду подключались детекторная секция и изме­
рительный усилитель.

Рис. 2.

В качестве амплитудного распределения брали нормированную к 
максимальному значению сумму мощностей, излучаемых ортогональными 
щелями. П ерепад мощности на входе и выходе антенны измерялся с по­
мощью поляризационного аттеню атора.

Измерения были проведены на двух частотах: 9375 и 9272 М г ц ; при 
этом линей ка  запитывалась как  со стороны меньших, так  и со стороны 
больш их щелей.

Ввиду того, что кругополяризованны е щ ели являю тся согласован­
ными, к. с. в. на входе антенны был достаточно хорошим: }гс в х =  1 ,2 8 ч -  
- ~ ! , 1 2  (коэффициенты эллиптичности большинства щелей были не мень­
ше 0,8). П оэтому при расчете коэффициентов излучения по формуле (11)

Ь / Ь  ' 1 \2сн ( с  ВХ * Iм нож итель  ------| ---— - 1 принимался равным единице, так  как  он отли-
яс вх \ сн "г* %

чался от нее на 1 ч -  2%.
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По экспериментальным данным рассчитаны коэффициенты излучения 
щелей (рис. 2) на частоте 9272 М г ц  при запитывании антенн со стороны 
меньших (кр. 1) и больших (кр. 2) их длин, а такж е  на частоте 9375 М г ц  
(кр. .3, 4 — соответственно при запитывании со стороны малых и боль­
ших щелей). Д л я  сравнения .на том же рисунке приведены результаты  
измерения коэффициентов излучения одиночных щелей на частоте 9375 М г ц  
(кр. 5)*.

Как видно из рис. 2, взаимное влияние вы раж ается  в уменьшении 
коэффициентов излучения у большинства щелей линейки по сравнению 
с одиночными щелями тех ж е длин.

К ак и следовало ож идать, наиболее сильно влияю т друг на друга 
щели, находящиеся в середине линейки. Н а излучении крайних щелей 
взаимное влияние сказывается в меньшей степени.

Интересно отметить, что при запитывании линейки со стороны боль­
ших щ елей коэффициенты излучения оказываются несколько меньшими, 
чем при запиты вании со стороны малых.

Кроме того, неожиданным является тот факт , что коэффициенты 
излучения малых и средних щелей на частоте 9375 М г ц  меньше, чем на 
частоте 9272 М гц .  Здесь, по-видимому, играют роль два противоречивых 
явления: с одной стороны, уменьшение коэффициентов излучения за счет 
увеличения взаимного влияния на частоте 9375 М гц ,  с другой, — увеличе­
ние коэффициентов излучения с увеличением частоты. Поэтому зависи­
мость коэффициента излучения от длины щ ели и частоты носит сложный 
характер.

Полученный график (рис. 2) можно использовать для  расчета волно­
водно-щелевых антенн с заданным амплитудным распределением. Н еобхо­
димые коэффициенты излучения щелей следует вычислять по формуле ( 11), 
подставляя в нее заданное амплитудное распределение. П ри  этом kc вх

Р н ■
нуж но полагать  равным единице, а отношение -р выбирать таким обра­
зом, чтобы коэффициент излучения не превышал максимального возм ож ­
ного значения. • *

Описанный метод можно использовать в случае любых неотраж аю щ их 
щелей. При этом результаты будут тем больше приближ аться  к истин­
ным, чем лучше согласованы щели.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. S i m m o n s  A. I. Trans. IRE, V. А — Р — 5, №  1, 1957, р. 31.

* Измерены Ю. А. Колтаковым.



К ТЕОРИИ ЭФ Ф ЕКТА ВАВИЛОВА — ЧЕРЕНКОВА 
ПРИ ДВИЖЕНИИ ПОТОКА ЭЛЕКТРОНОВ НАД СЛОЖНОЙ ГРАНИЦЕЙ

РА ЗДЕЛА

Э .  И .  Ч е р н я к о в ,  О.  А .  Т р е т ь я к о в ,  В .  П .  Ш е с т о п а л о в

В последнее время вызывает интерес излучение электромагнитных 
волн, обусловленное движением электронного потока или отдельного 
электрона над периодической структурой. М еханизм такого излучения 
наглядно объясняется с помощью модели «мигающего» диполя [1] — [3], 
которая остается пригодной и для рассматриваемого случая дифракцион­
ной решетки, леж ащ ей на границе полубесконечного диэлектрика с про­
извольным значением проницаемости е. Т акая  задача представляет опре­
деленный интерес, поскольку наличие диэлектрика влияет  на амплитуду 
и направление излучения движущ егося заряда или системы зарядов.

Впервые излучение заряда, движ ущ егося над дифракционной решет­
кой, экспериментально наблюдалось Смитом и П арселлом в 1953 г. [2]. 
Оценка этого эффекта как  источника светового и инфракрасного и зл у ­
чения содерж ится в работе [3].

Теоретическое рассмотрение излучения, обусловленного движением 
плоского монохроматического электронного потока над дифракционной 
решеткой, впервые проведено в работе [4].

В настоящей работе приводится строгое математическое решение за ­
дачи об излучении плоского монохроматического электронного потока, 
движущегося над бесконечно протяженной ленточной решеткой, помещен­
ной на границе раздела вакуум-диэлектрик.

1. Постановка задачи

Рассмотрим электронный пучок с переменной составляющ ей комплекс­
ной амплитуды

Р =  Р 0Ь ( г ) е > ( ы - * ‘), ( 1 )

который движется в вакууме над металлической решеткой вдоль оси Оу
с постоянной скоростью и =  '}%е\ решетка расположена на границе ди­
электрика с проницаемостью г в плоскости г =  — а. Здесь введены сле­
дующие обозначения:

р0 — амплитуда модуляции пучка, 
аз — частота модуляции, 

с  — скорость света,

8 (г) — дельта-функция Д и рака ;
— - »
ц ;, к  — орты прямоугольной системы координат.

П ериод решетки I и ширина лент с!; образующие лент параллельны оси Ох, 
Д л я  удобства рассмотрения обозначим полупространство над ре­

ш еткой ( з = 1) через область I, а полупространство под решетко! 
(г ф  1) через об часть II.
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Векторный и скалярны й потенциалы для области находятся из ре­
шения уравнений

□  (2)

□  Ф | = —  4ттр, (3)

где ток J  =  j р$с.
И з (2) и (3) следует простая связь между их частными решениями:

Ф =  />Р]. (4)

Следовательно, для  области 1 задача сводится к отысканию общего 
решения уравнений (2), (3) и частного решения неоднородного диффе­
ренциального уравнения

□  ср, =  — 4 т г р 00 ( г )  е‘<*#-««. (5)

Разделив на оператор Даламбера, получим решение в виде, аналогичном 
приведенному в [5]:

ср, =  | 2 (6)

где q =  kb =  k  |  1 — rfl2.
И спользуя свойство градиентной инвариантности потенциала, общее 

решение уравнений (2), (3) будем искать в виде

Д; = £ 0 ; ? *  =  0 . (7)

Ввиду однородности структуры пучок— решетка вдоль оси и перио­
дичности вдоль оси Оу  вектор а, должен иметь только у- и 2-компо­
ненты, которые целесообразно представить в виде ряда Фурье:

щ =  j  V  anyS'qn {г+а)е‘ ;  ̂У +
П = —  ОО

I '  ( £ + 2 «  ~  ) у
+  k  _j a„e,qn Ч+ajg '  . (о)

П остоянная  распространения qn =  k$n =  k  |  (з2 — (l  + п ~ )  н ах о ­
дится из подчинения (8) однородному уравнению (2). Здесь и дальш е 
подразумевается зависимость от времени exp (— iut).

Связь между неизвестными коэффициентами определяется из усло­
вия Лоренца:

а п у  =  — а Г! — 2 —  «  — а „ т „ ,

■х.
I , 2ясгде X — у ; К — -.

Во второй области (г Ф 1) векторный и скалярный потенциалы под­
чиняются однородным уравнениям „

□  . Ап =  О , с (9)
□  , Ф ц = 0 .  (10)
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Решение их находится в следующей форме:

ф.х =  0 ; (11)

о* (*+2* т ) у ЩА ц  =  / Ьпуе~ ‘ч*п <г+а>е’
П —— оа

ф а  5 ] ьпе ~ іЧ'п <г+а>е  ̂ г ~ 1 '}в . (12)

Подчинив А  и однородному уравнению (9), найдем

Г
д,п =  ^ 2п =  к \  ( і + « ! ) ■ .

Из условия Л оренца  легко получим

Ьпу  =  6*  " - ' - у  =  & я Ч .-
1 + п т

Электромагнитное поле для каждой области определится через век- 
торный и скалярный потенциалы — Л г =  щ +  а й  Ф1 =  +  <рг, А п \ Фп:

Е\ =  ( — І0/ +  1 \ Р е ~ ч  і г Iе‘Ч  +

+  V  (— т:„/ +  &) <2+ а)е‘ (А+2' (13)

Н \ =  е

т

н? Ш_1.1 е-щ и  1е<*» 4 -  V +* " ■ * " )'1 . ( | 4 )
^  — -  1 + я 1ч '

£ ц  =  Ц  (т4п/  +  ЩВпе - 1*'" <г+ а>е I (15)т ) 1

н п = 7  \  й л — <г+д)е'(*+2,: ' )'
   1 I п ’

(16)
1 + » Т

где /• =  2тсрв, Ап =  1В а п\ В п =
Излучение возможно только в том случае, когда величины 7„ и ц2п 

вещественны, что имеет место при

^ > ( 1  + « { ) ’  и ф > ( \  +  (17)

Когда выполняются оба условия, излучение существует в обеих об­
ластях. Соответствующим выбором соотношения между диэлектрической 
проницаемостью среды г, скоростью пучка {3 и параметром * можно до­
биться существования излучения только  в области II. Заметим, что в 
отличие от случая решетки в свободном пространстве [4], где условие 
излучения выполняется только для п <  0 , в рассматриваемом случае 
излучение возможно, и при п >  0. Когда п  =  0, наблюдается эффект 
Вавилова — Черенкова.
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Из анализа  поля обнаруж ивается  простая связь между длиной 
волны излучения и направлением ее распространения:

c o s 7„ =  ~  +  n ~ ;  (18)

С05^ ^ 7 г (т  +  4 ) >  (19>

где — угол между плоскостью решетки и направлением излучения,
отсчитываемый в положительном направлении, а — в отрицательном .

Д л я  количественного анализа  излучения необходимо определить
коэффициенты Фурье поля А п и В п, подчинив уравнения (13) —  (16)
граничным условиям на одном из периодов решетки, н а п р и м е р ,    <

< у <  4 -
Потребуем выполнения точных граничных условий: равенства нулю 

тангенциальной компоненты электрического поля на металле и непре­
рывности всего электромагнитного поля на щ елях:

г *= — а Eit =  Eiu — 0 (на металле); (20)
Ей =  Ent; Н и  =  Hut  (на щели). (21)

П одставляя выражения для поля (13) — (16) в (20) — (21), получим 
равенства для коэффициентов А п> В п:

0 0 
Fa +  A a t= — В 0 - j p ; А п =  - В п ~ ^ ,  (22)

о

где Fa =  Fe~ qa; 02о =  V t f 2 —  1; 0о — V p 2 — 1. 
и пару уравнений:

Ы < | :  (23)

п + о

(24)

4 < м < 4
Вводя новые коэффициенты

2 C . - A , ( i  — r . ( l  — « т ^ ) ;

и сделав соответствующие преобразования в (23) и (24), получим

_ ! _ е' ( ‘+ 2* т ) «  =  0 ;2 1+ Л Л1 X
d > •  I
т  <  I у  I <  ~

(2 5 )

Ю Радиотехника, вып. I
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+  - 1 г

' (*+2с 7") у —  г'ОТg ■е,кУ, (26)
1 +  «

fi3o

\ 9 \ <  т

2. Решение граничной задачи

Продифференцировав (25) по у  и проделав некоторые преобразова- 
тя  с (26), получим

I  С / 2М ^ = 0 ; 4 < l t f i < T 5
П —— оо s"

V  г  1| + 4 1  1+ в  г  р2

1у ! < 4 >

$  =  0 g o == 0 Fa(1+ -e)- и 1 +  П1 Ф о.

где

(27)

— »в, (28)

1 +  « - - -
2о

К равенствам (27) — (28) добавим еще одно, получающееся после 
подстан овки  в (25) конкретного значения у ,  например, у  —

(29)

Обозначим

ёп =
(1+4) 1+ г

i + « 4  1+ '
\ 2

;)

1;

\  =  1 +  l ~ g a ', 3 =  т с у  ; ф =  2тг . 

Заметим, что 1а -*■ 0 при | п  [ -*■ «о и

g a =  i ]- ^  ( 1 - X J .

У равнения (27) — (28) с учетом (30) — (31) примут вид
оо

£  Спе‘"* =  0; 8 < | ф |  < « ;
/1“ —°°

V  С „ ^ (  1 - Х л )е">* =  - ё ;  ) ф |  <  5.

(30)

(31)

(32)

(33)
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Эта пара  уравнений образует задачу Римана — Гильберта, подроб­
ности решения которой приведены в работе [7]. Окончательное решение 
уравнений (32), (33) совместно с (29) запишем в виде бесконечной си­
стемы линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов 
Фурье и неизвестной промежуточной константы С

2СЯ. +  V  Са Щ 7 - У ,  =  М и,

2С Я т +  V

т  =  0 , ± 1, ± 2,

(34)

Величины И т, Упт, /?, и V о вычислены в работах [6 ] и [7].
Система (34) допускает получение решения методом редукции. При 

всех достижимых значениях диэлектрической проницаемости г и относи­
тельной скорости р можно найти такое Ы, что 1п -> 0 для  всех | я | > Л /  
и, следовательно, в (34) слагаемыми с | п  | >  N  можно пренебречь. Это
выполняется при Э I'' Е -С I

Следовательно, бесконечную систему уравнений (34) можно свести 
к ограниченной. Д л я  отыскания численных значений необходимо исполь­
зовать  ЭВМ.

3. Энергетические характеристики излучения

Определим среднее значение вектора Умова — П ойнтинга .9 на еди­
ничной площадке произвольной плоскости 2 =  /г; для  этого достаточно 
найти его среднюю величину на участке

~2 < х < ' ~ 2 ’
—N________________ ______________ ______________________________

^  _  V  /7  —!__ Д 7 У"*1 — Сч +  п)2\  уДх2 — (4+ га)2 у
'  ' Л  11 +  я 6) +  « )2 /  ( V  Е>.2 — (т] Д- ГС)2 +  £ У  Т« — (ї] Л. п)2)3п— I

V _
2тсX ^ | С „ | г при н >  —  а; (35)

ГГ /  Г 1 Т  ЇК1 Xа  IIа ЕНС) л  I С 13 I
11 ~  ( '  V  +  7 V а х 2— т,2) 2 2 ц !  • Ч І  +

л/ _ ________, V (7 1 _ Ь /еха — (т) + га)2\ ___ Xа — (Т) +_га)а___
\ ‘ Т\ +  П * ’ 0  +  я)2 ) ( V а*2 — (г, 4- /г)2 +  Е /■Xа — (Т) 4- п)2)2 'я  -V

п + 9

X ^  | Сп |2 при /I <  — а, (36)

где т] =  у  и индекс п  принимает все значения, для  которых выполня­
ются условия излучения.

Таким образом, монохроматический электронный поток при дви ж е­
нии над периодической структурой , располож енной на плоской границе 
раздела вакуум  — диэлектрическая  среда, возбуж дает  электромагнитные 
колебания (13) — (16), частота  которых совпадает с частотой модуляции

10*
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пучка, а направление излучения образует дискретный спектр, аналогич­
ный дифракционному спектру. И з анализа  уравнений (18) — (19) и (35) — 
(36) следует, что излучение является  несимметричным относительно гр а ­
ницы раздела и по направлению и по амплитуде, в отличие от излуче­
ния пучка, движущ егося над решеткой в свободном пространстве [ 4 J .  

Необходимо отметить принципиальную возможность излучения на про­
странственных гармониках с индексом п >  0 .
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И З Л У Ч Е Н И Е  Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Х  ВОЛН О Г Р А Н И Ч Е Н Н Ы М  
ПЛОСКИМ Э Л Е К Т Р О Н Н Ы М  п о т о к о м ,  ДВИ ЖУ ЩИМСЯ НАД 

ДИФРА КЦИОННОЙ РЕШЕТКОЙ 
А. И.  Ц в ы к ,  О. А.  Т р е т ь я к о в

1. Рассмотрим плоский электронный пучок ширины 2Ь, движ ущ ийся
с постоянной скоростью V =  / Рс  вдоль оси Оу  над бесконечной ленточ­
ной металлической решеткой (рис. 1). Переменная составляю щ ая плот­
ности потока определяется вы ра­
жением

Р =  Ро/ (х) 8 (z) е‘ <ХУ~Ш‘К

Здесь
Ро — амплитуда модуляции 

потока; 
с — скорость св е та ; 
ш — частота модуляции;

k =  — волновое число вдоль
оси 0 у \

о (г) — дельта-функция Д и рака ;
i , /  , k  — орты прямоугольной си­
стемы координат;

\ х \ < Ь  
| * |  >  Ь.

Введем следующие обозначения: I — период решетки, à — ш ирина щ е­
лей, а  — расстояние между решеткой и щ елью .« .

Векторный и скалярный потенциал находятся  из решения уравнений

с»  д 1 *  ~  с  ’ (  )

А? —  =  —  4ltP> (3)

где J  — /Ррс — плотность тока  электронного пучка.
Воспользовавшись интегральным представлением функции

f ( x )  =  - ± ]  ^ e ^ d h ,  (4)
  00

решение уравнений (2) и (3) будем искать в виде

а =  j  A h (x, у, г , h , со, t ) d h \  (5)

<р =  j  Фй {х, у ,  2, h, ш, t ) dh,  (6)
—ж

где h — волновое число вдоль оси Ох.

=  ( о
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После подстановки (5) и (6) в (2) и (3) получим уравнения отно­
сительно компонент Ф урье

АА н -  ~ ^  =  4/РРо8 (г) ^ (7) 

Аф л -  ~  ^  =  4 Ро5 (г) е‘ (8)

Таким образом, уравнения (2) и (3) для  монохроматического пучка 
конечной ширины свелись к уравнениям  (7) и (8) для  бесконечно про­
тяж енного  плоского электронного  потока, гармонического вдоль осей 
Ох  и Оу.  Решение уравнений можно получить таким  ж е путем, как  и 
для электронного потока, монохроматического только  вдоль оси 
Оу (см., например, работу [2]).

Д л я  верхнего полупространства | г >  — а | решение (7), (8) для  ф и к­
сированного значения к  имеет вид

А к =  / 2р0р 12 У  Ох+Ы

71 т ) у.+  £  [ т пх +  }аПу +  капг\е^п 1*+а)е&*е О ' 2” 11 У; (9)
П=—оо

Ф;, =  2Ро С -Ч 1 2 Ох+ку)'

Д л я  нижнего полупространства | г < — а\  векторный и скалярны й 
потенциалы равны

** ( Я \
В й =  £  иЬпх +  1Ьпу + Ъ Ь пг] е - 1‘’п(г+<*>еСНхе1\ +" 1 <У-1

П = —оо
Чн =  0 . ( 10)

Здесь введены обозначения:

Я =  к У ‘ - Р  +  Й  •

» .  =  « • . = *  1 А > - [ ( > + - 4 ) ' + ( £ ) ’

и имеется связь между коэффициентами:

А
* е„

ч @пх п й пг\
1-1-«— 1 + п -X

/г

и Ь и I 1
пу —  Ьпх-Ч---------------— Ь пг%

1 +  п  - А  1 - Ц  /г 1АX X

Зависимость от времени в виде е ~ ш  подразумевается.



Излучение электромагнитных волн ограниченным плоским электронным ПОТОКОМ ... 151

Электромагнитное поле определяется через потенц иалы  (9), (10) 
для  каж дого  полупространства следующим образом:

t h  — * тг — / 7 ) (1 — Р2) +  к  ^  | Р ехр [I (Аде +  ку)  —  д \ г \ ]  +д ' в

Г (**+1

1 X

йг д

А„ ехр | |  | !гх -Ь \ ]г -Ь 2тс -у-| у  +  </„ (г +  а)

(11)

рР ехр [I (!гх Д- ку) —  д | ш |] +

+ У  | ‘  у -  — Л А, ехр 'I [й* +  [к +  2тг ~ ^ у  4- (г +  а) 11

* ' П X  ̂ П X

(12)
~Ри к  к — V

/  I
- 1 \ и + Т ^ Ц г  в „ + *

1 -)-я-

+  Яп (2 +  а)

е х р ] /

}■

| /  йх +  +  2тг~-]г/ +

Ур-Ч+х^т^  1 +  я ±  1 +  я Л

(13)

/гх —  чп (г +  а)

(14)
э1п Л6где Р  =  2Ро у -  ; А„ - «ЛЭа„; =  /йр />„л; ц =  — ,

а связь  между коэффициентами

аПх — НЛпг; <>„, =  — рЬпг

определяется из условия Ну  =  0, которое следует из соображений сим­
метрии.

Ч асть  электромагнитного поля (11) — (14), представленная в виде 
ряда Фурье, обусловлена наличием решетки вблизи траектории элект ­
ронного потока. Л егко  видеть, что излучение электромагнитного  поля 
возникает лиш ь при условии, что д„ вещественно, т. е.

р » > ( 1  +  4 ) а +  ( А ) \ (15)

Это возможно только  для п  <  0; условие излучения (15) для  огра­
ниченного пучка при Н =  0 переходит в ранее полученное в [1] для не­
ограниченного электронного потока. Д л я  И, ф  0 излучение возникает
при больших значениях скорости (3, если величина п  — остается по­

стоянной. Д л я  фиксированных значений х, р, п  излучение будет наблю­
даться в следующем интервале значений:

(*)■ <М‘+4Т- (15а)
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Чтобы установить энергетические характеристики  излучения, необ­
ходимо определить коэффициенты Ф урье поля А п и Вп. Д л я  этого под­
чиним поле (11) —  (14) граничным условиям на поверхности решетки 
при г =  — а:

Е\ =  Е \] =  0 (металл);
(щель).

После некоторых преобразований получим систему уравнений отно­
сительно коэффициентов Ф урье А п

( V  А" * =  о. 4  —  - '
1 +  л-£-X

<  \ У \ < - 5 -

1 +  я Х .  
т

\у\< 4

(16)

(17)

(18)
(19)

Ы связь  между коэффициентами А п и В п
ео А 0 =  — В 0,

А, -  — в „ ,1 _ Й2
где е =  е0 -  ; е0 =  Ре-<?а.

Значит, задача свелась к  системе уравнений, аналогичных [1] — [5]. 
Воспользовавш ись полученными там результатами, запишем реше­

ние (16) — (17) в виде бесконечной системы алгебраических уравнений

2с /? а +  і ]  а л і^ х у : = єу:-,
П=—ао П

2СЯт +  ї  А п № г у т ~ ь \  =  і У І
п = — ОО '  >

(20)

(21)
где т  =  0; ± 1 ;  ± 2 ;  ± 3 ,

1«

(.+4Г 0 т  ф  п,

а величины /?«; Р,„; V"; V" те же, что и в работах [1] — [3].
-  ►

2. Определим среднее значение вектора Умова — Пойнтинга 5  на 
единичной площ адке произвольной плоскости г =  £. Запиш ем среднюю 

—>- |
величину для электромагнитного поля (11) — (14) на участке  — <

1 I I
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И ндекс п  принимает все значения, при которых вы полняется  условие 
излучения (15).

Н аправление излучения образует дискретный спектр, аналогичный 
дифракционному спектру, каж дая  гармоника излучения характери зуется  
амплитудой А п, которая определяется из системы уравнений (20) — (21). 
И з формул (22) можно определить направление излучения относительно 
осей Ох  и Оу:

1  п х

т «у =  ±  а гс 1 £

(23)

(24)

Таким образом, электронный поток при своем движ ении над ди­
фракционной решеткой излучает электромагнитные волны под углами 

и -\пу к оси Ох  и Оу.  В соотношениях (23) — (24) знак  « + »  соот­
ветствует  верхнему полупространству, а знак  «— » — нижнему. И з  ф о р ­
мулы (24) легко находится длина волны излучения

Соз 7п// 1 + (25)

Следует заметить , что (23) — (25) при й =  0 переходит в соотно­
шения для  неограниченного плоского потока, монохроматического вдоль 
оси О у  [ 1].

Чтобы получить всю излучаемую потоком энергию, необходимо 
формулы (22) для  фиксированного значения й проинтегрировать по всем 
возможным величинам й.

Следует учесть, что условие (15) выполняется  в интервале  з н а ч е ­
ний й (15а) для  составляю щ их 8 и и 5 г и в интервале

для значения
3. Рассмотрим частный случай, когда условие излучения вы полня­

ется только для  1-й гармоники. Амплитуда А _ х определяется из реше­
ния системы уравнений второго порядка

2С Яа —  А _ { 1 _ у - у=  )
2 С /? _ ,-  (Х_хУ1} -  1) =  *^11 / •

Л егко  убедиться, что

(27)

С |С (1 + и )  1п Ц -2 + и -

4 С 1п
1 +  и / ,1

г п и . - 1
(28)

где ч — маляя  добавка — =  1 +  С, относительно которой раскладыва­

ются в ряд Тейлора функции Л еж ан дра , входящ ие в уравнение (27). 
В этом случае, когда С =  0, движ ущ ийся  пучок излучает энергию



154 А. И. Ц вы к, О. А. Т ретьяков

строго по нормали к решетке. И нтегральная  мощность излучения минус 
первой гармоники в этом случае вычисляется по формуле

1. О. А. Т р е т ь я к о в ,  С.  С.  Т р е т ь я к о в а ,  В.  П.  Ш е с т о п а л о в  «Радио­
техника и электроника», 10, 7 1965.

2. О. А , Т р е т ь я к о в ,  Э.  И.  Ч е р н я к о в ,  В.  П.  Ш е с т о п а л о в  (см. настоя­
щий сборник).

3. О. А . Т р е т ь я к о в .  «Радиотехника и электроника», 10, 7, 1965.
4. 3 . С, А г р а н о в и ч ,  В.  А.  М а р ч е н к о ,  В.  П.  Ш е с т о п а л о в .  Ж ТФ , 32, 

4, 1962.

где е l n l ± " и — 1; и =  cos у ,  а пределы интегрирования определя­

ются условием (15а).

Л И Т Е Р А Т У Р А



ЗАДАЧА О ДИФРАКЦИИ ЭЛЕКТРО М А ГН И ТН Ы Х  ВОЛН 
У КРУГОВОГО ОТВЕРСТИЯ В ПЛОСКОМ ЭКРАНЕ

Ю. В. Г а н д е л ь

Задаче о дифракции электромагнитных волн у кругового отверстия 
в бесконечно тонком идеально проводящем плоском экране посвящено 
очень большое число работ, библиография которых до 1960 года приве­
дена в работе [1].

Были получены приближенные решения в области как  длинных, 
так  и коротких волн.

В настоящей работе доказывается, что рассматриваемая задача может 
быть сведена, и притом точно, к интегральному уравнению вида

г  Ю +  i  !  +  ,J1T ^ F - 1  г  М  <** =  t  М .  <‘ )
О

которое нуж но решать два раза: при двух различных правых частях / ( * ) .
Впервые интегральное уравнение (1) появилось в статье  Н. И . Ахие- 

зера и А. Н . А хиезера [2]*. В этой статье приведена одна система спа­
ренных интегральных уравнений, решение которой сводится к  решению 
уравнения ( 1), после чего указанные спаренные уравнения  применяются 
для отыскания первого длинноволнового приближ ения в интересующей 
нас задаче дифракции электромагнитных волн. Построение дальнейш их 
приближений методом, предложенным в [2 ], и исследование вопроса с х о ­
димости представляю т большие трудности. Все эти трудности отпадаю т, 
если задача точно сведена к уравнениям вида ( 1).

Н уж н о  заметить, что скалярная  задача дифракции звуковы х волн 
уже была точно сведена к уравнению (1) в статье Н. И . А хиезера [4], 
посвященной спаренным интегральным уравнениям.

!. Постановка задачи

Экран расположен в плоскости хОу,  отверстие в нем — круг  радиуса 
а с центром в начале координат.

Пусть при отсутствии отверстия в экране поле в полупространстве 
2  <  0 имеет В И Д

Е0е~ш , Н 0в~ш ,
где

£о =  (2i sin kz,  0, 0], Н 0 - jo, 2 J /  — cos kz,  oj (2)
k  =  U) | /

* Недавно уравнение (1) совсем из других соображений, но в связи с родственной
задачей дифракции получено в работе [3]
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Э та стоячая волна представляет собой сумму падающей и отраж ен­
ной волн. В полупространстве г >  0 в этом случае поле отсутствует.

Н аличие отверстия изменяет поле. Будем искать Е  и Н,  полагая,
гм е~'ті, в виде

(в полупространстве г <  0)

что зависимость от времени дается множителем е~'ш{, в виде

Е  =  Е 0 +  Е -

н = я„ + н-
Е  =  Е+

я  = я+
(в полупространстве г >  0)

Поскольку экран предполагается идеально проводящим, то на нем обра­
щается в нуль тангенциальная составляю щ ая электрического  поля и нор­
мальная составляю щ ая магнитного поля. Связь между падающим полем 
и дифрагированным в отверстии мы получим из условия непрерывности 
полей. Таким образом, приходим к следующим краевым условиям [5]:

Й  IX. у , +  О, =Е+(х,у, +  0) -  , (при (3,
=  / / .  (х, у, +  0) =  0

Е г ( х ,  у,  +  0 ) =  Я І (х, у,  +  0) =  0 1

к . г . + ъ - У т  і <пр" г <
(4)

П оля Е +  (х, у,  г) и Я +  (х , у,  г) выраж аю тся через магнитный вектор 
Герца:

Е+ =  і ro t П, Н+ — — rot rot П . (5)
сор.

Вектор П ищ ется в виде [5]:
+ “

П ' =  І  И  ̂ ( а ’ Р) . (6)

где М  --  {М х, М у, 0} подлеж ит определению.
Условие излучения требует, чтобы радикал  f  =  V а2 +  Р2 — k 2 был взят  

со знаком плюс, если л2 =  a 2 -f- р2 >  k 2, а при X2 <  k 2 его мнимая часть 
д олж на быть отрицательной.

Л егко  показать , что если в формуле (6) всюду перед радикалом у 
поменять знак  на противоположный, то она при той ж е  вектор-функции
М{а,  8) представит вектор  Герца для полей Е~  и Я - .

Выразим две из компонент поля Е + , Н + через вектор-функцию  М:
—U ©о

н і  (X , IJ, Z) =  - 1  ^  j  j  Ф  ( а ,  8) e ' V ' - l - M e - ' i  d a  d p ;  (7 )

+ °°
Е І  (х , у,  Z) =  —  ^  j  J  M x ( а ,  Р) e ^ + M e - ^ i  d a  d p , (8 )

—  a*

где для  краткости  полож ено [2]
Ф (а, р) =  а М х (а, Р) +  Щ и (а, р). (Г )
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Кроме того, введем обозначение [2]

Ч / ( а ,  р) = у М , ( а ,  Р). (8 ' )

П реж де чем идти дальш е, необходимо у казать  функциональный класс,
которому долж на принадлеж ать  искомая вектор-ф ункция М .  Это долж но 
быть сделано на основании физических соображений. Мы их приведем 
несколько ниже, а здесь сформулируем р езу л ьтат .  Ф ункции Ф (а ,  Р) и 
Ч” (а, р) долж ны удовлетворять соотношениям

4  00

Д | ф (а -Р)12 Т1Г < “ • (Э)
—  оо

4 -00

р Ч 7 ( а . р ) | * ^ < с о .  ( 10)

Благодаря  этому требованию правые части формул (7), (8 ) имеют 
пределы при г -*■ +  0 и, учитывая условия (3), (4), мы приходим к выводу, 
что долж ны иметь место следующие равенства:

і І Ф (а , 3) сШ —  0

+ “
( |  'К (а, Р) ре'<“ +Рм сІа(іф =  0

(П)
(г >  а)

(12)

Эти интегралы, подобно аналогичным дальнейшим, рассматриваю тся 
как  результат  предельного перехода г -*■ +  0 .

Д альнейш ие уравнения для определения вектор-ф ункц ии  М  (а,  Р) 
получаются аналогично и имеют следующий вид:

4 ° °  4 “

11 аФ (а, р) е*ах+'м ^  =  /г2 | ]  М хе‘̂ х+ т  ; (13)
 оо —  оа

4 ° °  4  оа

\ \ РФ (а, р) еА«+»> ^  =  к 3 ! | М ^ + М  * ! Л  _  4 ( 1 4 )  

11 Т  (а, В) ( а 2 +  р2) 4 ^  =

=  1 1 ЯФ У’ ^  е ‘(ах+т - у -  (при г < а )  (15)
  ОО

Сведением системы спаренных интегральны х уравнений- (11, 12), 
(13, 14, 15) к уравнениям Фредгольма мы займемся в следующих пара­
графах.

Обратимся теперь к -обоснованию условий (9), (10), а именно, пока­
жем, что эти условия вы раж аю т конечность энергии. Следовательно, они 
эквивалентны обычно вводимым условиям М айкснера [6]. В связи с этим
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заметим, что из (7), (8 ) в силу равенства П арсеваля  следую т соотно­
шения

+ “ +«
] ]  | Н Т  (х, у,  г) |2 й х  й у  =  — ^  | Ф (а, р) |2 йа  <7р;

—  оо -—  оо

- ) -  ОО —(— ОО

| 1 1 (х, у,  2) |2 йх: й у  =  ~тг И  I М х (а, Р) |2 е-*<т+т> йа й$.

Отсюда, интегрируя по г от  0 до со и замечая, что 7 +  т =  0 при 
и2 +  р2 <  к 2, получаем

]  йг  |  | ! /7? (х, у,  2) ,2 й х  йу  =  | Ф ( а ,  р) |2 Фх^р +
о — оо * • .  ,*< .*4*

а  У

]  йг  11 | (х , у,  г) |2 й х  й у  =  ^  ^  \ М х {а, $)\2 й а й $  +
’ ' ‘<*3 

йа I

7 ^

О — т а*_(_Р»< ЙЗ

+  8 3  Я
Вспоминая вы раж ение для  энергии электромагнитного поля, мы 

убеждаемся в справедливости нашего утверж дения.
Заметим теперь, что в [2] вместо наших условий (9), (10) приняты 

другие условия, заменяющие требования М айкснера, а именно:
4-00

I I  |Ф ( а ,  р ) |М а < * р <  со, (9 ')

+  «°
Д | р Ф ( а ,  р ) | ^ а с ! р <  со, (10')

где число р  >  2 сколь угодно близко к 2 .
П окажем теперь, что из этих  последних условий вы текаю т условия 

(9), (10).
Пусть, например, выполнено условие (9 '). Чтобы получить (9), до­

каж ем , что при достаточно большом 7?

| ] ‘ |Ф ( а ,  Р) | * ^ < с о ,
(«>

где область (7?) есть внешность круга  радиуса 7? с центром а  =  р =  0 . 
Воспользуемся неравенством Гельдера:

2 _
Р

X
(«) (К)

Р - 2

Я | ф К  Р) |2 ^ < [ | | | Ф ( а ,  Р) }р йа  £73 
“  '(к) J

(Я ?е
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Если только 2 <  р <  4, то  из справедливости (9') при любом сколь 
угодно близком к 2, но большем его р  неравенство (9) т а к ж е  будет 
справедливо.

2 . Сведение задачи к решению системы спаренных интегральных

Примем как  известный ф акт , что рассматриваемая нами краевая 
задача имеет единственное решение при условиях (9), (10), равносильных 
условиям Майкснера.

Н аш а задача состоит в нахождении решения, точнее говоря, в постро­
ении уравнений, удобных для решения.

Воспользуемся единственностью решения следующим образом; заме­
ним во всех уравнениях (11, 12), (13— 15) х  на — х,  а затем заменим 
переменную интегрирования а на — а, И з рассмотрения получаю щ ихся 
таким образом уравнений благодаря единственности решения можно 
заклю чить, что

Сделав предположение, покажем, что оно приведет нас к решению, 
после чего остается  снова воспользоваться единственностью.

Мы можем полож ить

После подстановки выражений (16), (17) в систему уравнений (11, 
12), (13— 15) приходим к следующим уравнениям;

уравнении специального вида

£ ( Х )  =  С ( Х )  +  Х* 0( Х) ,  

так  что, благодаря соотношениям (7') , (8 '),
М х =  а(ЗП (X), М У =  С  (X) +  Р О  (X) 

ф  (<*, Р) =  Н С  (Ц +  №  (Х)1, ¥  (а, (3) =  аО (X).
(16)
(17)

(18)

1 М  ̂  +  7Я(Х)] ецах г-м сілсір =  0 (г <  а); (19)

] ] аЗО (X) е‘ <адг+Р*'> сЫ р  =  0 (г >  а); (20)
оо

П > Т£) (X) е‘ т + М й а й р  =

• п
(21)

(Г >  а), (22)



160 Ю. В. Гандель

которые после несложных преобразований приводятся к виду 

! I а С (к) е‘ «•*+»• ^  =  0 (г <  а) ; (23)
—  00 

+  °
\ ( а(Зт О (X) е‘ <“ +^> йасф =  0 (г <  а ) ; (^4)

 ̂ 1 а[Ш (X) е' с/аеф =  0 (г >  а ) ; (25)

+  °
( (  Т [С (X) +  р2̂  (X)] е‘«*+>*> йайр =  — 4тс2/г (г <  а); (26)

+  “
5 5р [С (к) +  кЮ  (X)] е‘ сЫ р  =  0 (г >  а). (27)

Вводя в плоскости а, {5 полярные координаты X, ф, мы -сможем во 
всех двойных интегралах  выполнить интегрирование по полярному углу, 
после чего останутся  простые интегралы.

Уравнения (24), (25) непосредственно приводятся к виду
оо

( I) (X) X3 / 2 (кг) у  =  А J 2 (кг) (г <  а ) ; (28)

I  О ( к ) к Ч 2 (кг)с1к =  0 (г > а ), (29)
О

С помощью (25) приведем (27) к виду

+~
5 1 Р [С (к) +  кЮ ( к ) ) е ‘ (ах+ ^  е Ы р  =  0 (г >  а), (30)
—  Ой

откуда  *
со

I  Хг [С (к) +  кЮ  (X)] (кг) ей =  0 (г >  а).  (31)
О

После ряда преобразований из (27) и (23) получим
оо

( х [ с ( Х )  + ^ Д ( Х } | у 0 ( Х г ) ^  =  !  +  4 - Л , ( И  (г <  а ) ; (32)
ч) IО

|  к*с (к) J l (кг) ~  =  0 (г <  а) . (33)

М ожно показать , что (32) является  следствием остальны х уравне­
ний при условии, что

] ‘ х [ с ( Х ) + ^ 0 (Х) Т  =  т  +  т -  (34>
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Таким образом, мы получили два спаренных интегральных уравне­
ния для определения функций И  (X) и С  (X) +  Х2£  (к):

(I)

(II)

§ 0 ( Х ) к Ч я ( \ г ) £ = Л ^ ( Ь г )  {г < а );
‘о

$ Л ( Х) Х3У2(ХгМХ =  0 (г >  а ) ;
о

|  X2 [С (к) кЮ  (X)] J l (кг) -  =  Ш х {кг) (г <  а ) ;
О
ы

5 X2 [С (X) +  Х2£  (X)] ^ \ к г )  (1к =  0 (г >  а).

Константу А , которая появилась при интегрировании, можно найти 
из условия (34). Остается преобразовать неравенства, вы раж аю щ ие 
условие Майкснера. Это легко приводит к следующему результату :

| | С М  +  И > ( Ч Г р А - _

N

<  оо,
(35)

Эти условия будут удовлетворены, если, как  отмечалось выше, при 
р  >  2

т

I  | Х [ С ( Х )  +  х 21) (X)] I» ХйХ <  СО,
о

т

{ I (*) Г м  <  « .
о

Однако мы примем условия (35).

3. Интегральные уравнения Фредгольма для рассматриваемой задачи

Спаренные уравнения (I) и ( II )  могут быть сведены к и н теграль­
ному уравнению Фредгольма второго рода с вещественным симметрич­
ным ядром и чисто мнимым параметром. Э тот  вопрос подробно рассмотрен 
в статье [4], где изучаются так ж е  и более общие спаренные уравнения. 
Д ля  удобства мы приведем здесь формулировку* нужной нам теоремы 
из статей [2] и [4].

* Здесь внесено лишь одно изменение, а именно: в статье [2] вместо условия (3(3) 
требуется, чтобы при любом

]  I ?  (X ) Хт  \Р Ш  <  ОС.,.

*/# 11 Радиотехника, вып. I
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Даны  спаренные уравнения 
0»

J  ?  (А) (V ) Х»+МХ =  0 (г >  а);
ОI ^

f  ?  (>0 4 ,  М  ^  ~  =  F (г) гт (О <  г < а ) ,
i  1

где т(  >  0) целое число, j  определено, как  выше, F (г) (0 <  г  <  а) — 
гладкая  функция.

Ищется решение ср (X), удовлетворяющ ее условию

J I  <Р (X) СО. (36)
О

Это решение единственно и имеет вид
а

<Р (X); у  1  j j  g  i t )  cos ( t y )  d t ,
0

гДе g ( t )  есть решение уравнения

e  ( „  + 1 1  J  (*) d ,  =

0 r
и /  (г) находится при помощи квадратур по формуле

( у ^ У  I  ( ' ) - 1 - 1 ) "  F  (Г).

а произвольные постоянные в составе /  (г) однозначно определяю тся из 
условия, чтобы ф ункция f  (X) удовлетворяла соотношению (36).

Д л я  пояснения заметим, что неравенство (36) при заданном т  т р е ­
бует определенной гладкости ф ункции g  (t ) и удовлетворения некоторым 
условиям ею и ее производными до определенного порядка на концах  
интервала [0, а]. Д л я  этого и нуж ны  произвольные постоянные в составе 
/  (г). Если т  — 0, то, конечно, ни каки х  постоянных не будет, но и 
условие (36) будет выполнено автоматически.

П ри т  =9 1 условие (36) будет выполнено, если потребовать, чтобы

8 ( 0 )  =  0 .
Н и ж е  мы на этом еще остановимся.

Д л я  системы (I) ф ункция /  (г), входящ ая в правую часть интеграль­
ного уравнения, удовлетворяет дифференциальному уравнению

( у  I f  H r)  -  A J- ' - p .

которое дает для /  (г) следующее выражение:

/ ( г )  =  A \ ^ p  +  B l f* +  В . ] ;
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возникшие здесь постоянные интегрирования и В 2 долж ны  быть н а й ­
дены из условия

\ I D (X) X*[*<fX <  с о .  
о

К ак это сделать, мы укаж ем  ниже.
Д л я  вычисления правой части интегрального уравнения в осп ользу ­

емся вторым определенным интегралом Сонина [7]:

| J .̂ (z sin 0) Л  (С cos 0) siniJ-+10 cos4+10 dB —

(R ep . >  —  1, R e v  >  —-1 ).

П олагая р. =  О, V =  — 1/2, С =  Ш ,  получаем

,] " \ I ) ]/(2 — Гг | / >  _  (Ы)2

Переходя в последнем равенстве к пределу при 2 -*• Ы,  будем иметь
/
I r j 0 (kr)
о

ch k У  і 2 — г 2 

/ г 2 —
d r  —  t .

Элементарные вычисления показывают, что

t

\
ch к  У  t 2 —  лг , sh k t  - — - dr  =  : ;

У  pZZ  г2 k

,  ch к У  t2 — г і 2 , , , 2 . . .г* — , — аг =  / ch k t  — тц sh kt.
У  р  —  г* * к

Окончательно получаем следующий результат. Реш ение системы (1, 
имеет вид   а

D (к) =  Y t  J ёь  (t) cos (У)  dt,
о

где gi (t) подлежит определению из интегрального уравнения с веществен­
ным симметричным ядром

g i  ( 0  +  7  |  g i  (*) d x  =
— а

— Y т - f  j i  4- B t ch kt  I- 2B 2t sh kt}.

Аналогично для системы (II) будем иметь
  а

с  (X) +  кЮ  (X) =  Y Т. I  £2 (Х) cos fa )  d t>
о

*/г Ч  Радиотехника, вып. I
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где g 2 (t ) подлежит определению из уравнения

ёг (t) + Т J g2 W dx “
— a

=  V  V  k A  [1 + ß c h  kt\ ,  

a постоянная В  может быть найдена из условия

f | [ C( X)  +  X2D(X)]Xi2 d X < œ .  (.37)
О

Действительно, интегрируя по частям, имеем

С  (X) +  X2D  (X) =  м gt  (а )  -  f  g't (t) ‘J l ï  dt,
I w I0

где ■( - V  X2 — ft2 и для  выполнения (37) достаточно полож ить g 3 (а) =  0. 
Это условие и даст возможность вычислить В .

Аналогично находим, что для определения постоянных и В г нуж но  
потребовать g ,  (а) =  g{  (а) =  0 .

Подробным расчетом дифрагированного поля на основе излож енного  
здесь метода мы предполагаем заняться  в следующей статье.

В заключение автор вы раж ает  благодарность Н. И. Ахиезеру за по­
стоянное внимание к работе.
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к ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ ЭЛЕ КТР ОМ АГН ИТНЫ Х ВОЛН 
НА НЕОДНОРОДНОСТИ В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ВОЛНОВОДЕ

С. С. К а л м ы к о в а ,  В. И. К у р и л к о

1, Задачи  распространения электромагнитных волн в однородных 
волноводах в настоящее время исследованы достаточно подробно [1]. 
В значительно меньшей степени изучены вопросы рассеяния электром аг­
нитных волн на неоднородностях диэлектрических волноводов, представ­
ляющие значительный теоретический и прикладной интерес. Д ел о  в том, 
что в однородном диэлектрическом волноводе каж дая  плоская волна 
удовлетворяет уравнениям М аксвелла и граничным условиям, так что 
задача сводится к решению некоторого трансцендентного уравнения, кото­
рым определяется зависимость волнового числа от частоты.

В случае волновода с резко изменяющимися вдоль направления рас­
пространения волны диэлектрическими свойствами граничные условия 
на скачке диэлектрических постоянных могут быть удовлетворены только 
суперпозицией плоских волн. Д л я  определения амплитуд этих волн при­
ходится  решать систему интегральных уравнений, что значительно усл о ж ­
няет возможности аналитического исследования характеристик решения.

Впервые строгие решения задач рассеяния были получены М. А. Леон- 
товичем, Г. А. Гринбергом и В. А. Фоком при изучении береговой рефрак­
ции [2], а т а к ж е  Л. А. Вайнштейном при исследовании излучения из откры ­
того конца волновода [3]. В этих работах существенно использовалось 
то обстоятельство, что свойства среды в направлении распространения 
волны оставались неизменными, а разрывы имели место лиш ь в граничных 
условиях на бесконечно тонких  поверхностях внутри структуры.

2. Н и ж е  мы рассмотрим задачу о рассеянии поверхностной волны 
на скачке тензора диэлектрических постоянных цилиндрического анизо- 
тронного диэлектрического волновода (г <  а):

е (г >  0 , г <  а) =  (е{, \  е (г <  0 , г <  а) =  (е{,2), е'?').
При этом будем предполагать, что однородные участки волновода 

разделены бесконечно тонкой идеально проводящей диафрагмой (г ~ О, 
О < г < а ) .  П ространство между рассматриваемым волноводом и проводя­
щим кож ухом (радиуса в) заполнено вакуумом е = 1 .  Со стороны г > 0  
распространяется  аксиально-симметричная поверхностная Д-волна с х а р а к ­
теристическим числом =  Д  , которое определяется решением дисперсион-

ф
ного уравнения бесконечного волновода с -диэлектрическими постоянными, 
тождественно равными е(1>. Будем искать решения уравнений М аксвелла 
в следующем виде:

Я ,  — е~'тг +  У И (() [ / 0 (юЬ) К ,  (га) +  /1 (га:) К 0 Ь>Ъ) ] еНг<И\

Ег =  це~чг +  [  у  Я  (0  [ / 0 (иа) К 0 (рЬ) —  К 0 (га) / 0 (иЬ)] е'(г сИ.
—

—  с о < 2 <  +  о о ;  г  =  а  Т  0 .

(1)
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/ / ;  =  2А„ cos -J2 +  j  h„ (/) J t ф„а) e ‘'‘d t

£? =  2qAn cos тг +  Г -%r К  (t) J0 (p„a) eitz dt

+ -

r =  a — 0, (2)

£" ==2^ Лп5'П7г+ [  * 7 ^ Л" (0*М М «"*л
^  —•  ± /

где индекс п принимает значения 1, 2 , которые соответствую т областям 
2 >  0 и 2 <  0 , причем Д ! =  1, Л2 =  0 , а

•IT1

q =  Z ± (i)- Zn (I) = «Л А, (?>„«>
Л(Р„<>Г

Первое слагаемое в выражении для полей в области г <  0, 2’>  0 
соответствует приближ ению геометрической оптики, второе слагаемое, 
представленное в виде суперпозиции плоских волн, учитывает отклонения 
от геометрической оптики.

В качестве граничных условий используем равенство тангенциальных 
компонент полных полей на поверхности диэлектрического волновода:

£<1>(л =  а — 0) — Ег (г =  а +  0) =  Н (,и (г =  а —  0) — Н 9 (г =  а +  0) =  0;

2 ^  (3)
£*/’ (г =  а —  0) — Ег (г =  а  +  0) =  Н (2) (г =  а  — 0) — Н 9 (г =  а  +  0) =  0,

г <  0,

а такж е  условия обращения в ноль тангенциальных компонент э л ек тр и ­
ческого поля на поверхности идеально проводящей диафрагмы:

4, ,^  = _________________

(4)
£ “г (г =  0> =  0 ! п
Ег2) (г =  0 ) =  0 I г а ’

П одставляя поля (2) в граничные условия (3), получим следующие 
соотношения для определения Н  (t) и h[,n{t):

) H { t ) k i[s( t ) e itzdt  =  j

f  £  Я  (0  Дос (/) Я '2 dt = Т  ^  /I, (0  Jo ( M  e«2 dt +  (76' 
Jr. j L  I

д10 (t) =  11 (ш) Яп (vb) +  Ki (va) / 0 (vb),
доо (0 =  Jo (va) K u (vb) — /„ (vb) K 0 (va).

+ -  . 4■»
i H (t) Д10 (0  e '^v t  +  e~ " 2 =  j  (/) Д  (p2a ) e '/2 dt

j -j H (t) Дио (t)eiUdt -j- qe~‘i2 — j  h2 (t) J0 (p2o) e‘iz dt

2 >  0 .

(5)

> z <  0.
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Согласно [4] из этих соотношений неизвестные амплитуды # ( / ) ,  
/11.2 (0  могут быть выражены через граничные значения на контуре =  О 
функций, аналитичных в верхней ( + )  и нижней (— ) полуплоскостях 
комплексной переменной Ь

С М  М 0  -  в; {++ — 2 „т +  -  5 ^ ]  ; (6а>

( М  К  (0  -  5 { г  -  г * -  -  = 5 ^ } ;  (бв>

оА _ |  (6с)

Последнее равенство (6с) дает граничную задачу для определения неиз­
вестных функций ф+, <р+, Г  и У.~. Недостающие соотношения между 
этими функциями могут быть определены из граничных условий (4)*:

ф+ ( о  =  - г ( - о > ф+ ( о  =  - 7 ~ ( - о .
Ф + ( - 0  =  - Г ( 0 ,  ? + ( / )= -= -■ / . - ( / ) .  (7)

При этом было использовано граничное условие Зоммерфельда конеч­
ности магнитного и интегрируемости электрического поля вблизи края
идеально проводящей диафрагмы. Таким образом, окончательно гранич­
ная задача для определения неизвестных ам плитуд  плоских волн прини­
мает вид

5  {г  .тГ  -  <  +  Ь  ^ г , ]  “  к  ы  -  ФГ - -  ь  , (8)

где

‘>1 =  ф+ +  2^Т(Г+Т) ’ =  ? + +  27И ( /+ -[)  ’

? Г  ( 0  =  ? Г  (—  0 ;  ФГ СЙ =  ФГ (— 0 ;

Дю (О Н  (0  =  1  + 1  *• “  »} .

Частный случай этого соотношения (г1 = 1 , 2 2 =  0) был получен 
и иссследован Д ж онсом  при рассмотрении рассеяния электромагнитных 
волн на проводящей полосе конечной толщ ины в плоском волноводе 
с проводящими стенками [6]. При этом в работе Д ж он са  было показано, 
что соответствую щ ая граничная задача эквивалентна бесконечной системе 
алгебраических уравнений, если коэффициенты задачи имеют особенности 
типа полюса. Решение этой системы даж е  при наличии малого параметра 
удается найти только  численно.

Н иж е мы покажем, что задача (8) эквивалентна интегральному урав­
нению Фредгольма. Д ействительно, заменив / на — / в (8) и используя 
формулы Сохоцкого — П лемеля, для  неизвестной функции

Ф , ( / ) = ф Г  (О — ФГ(')

* Требование симметрии амплитуд кп (/), из которого вытекают соотношения (7), 
является лишь необходимым условием выполнения граничных условий (4). Мы предпола­
гаем, что оно является также и достаточным, хотя строгое доказательство проведено 
только для прямоугольного клина [5].



168 С. С. К алм ы кова, В. И. К урилко

получим следующее сингулярное интегральное уравнение с ядром типа 
Коши:

3 Г - 1  1
(О (о , *  

А «  г  £
ь со] Г 1 1 1 -Ь (П <и

') ]  V - I  -

& « ) - т  , г , ( 0 -<?
£>г (0 ^  0 .(0 (9)

Индекс уравнения [7] равен нулю, поэтому согласно [8 ] оно экви­
валентно следующему уравнению Фредгольма:

-К ОО “Ь 00
Л Ч\ 1 _ Л _  Г- г«[,'ии *ш(П , г«(П1 С
VI -Н 2 1̂ >, 3 £>,<£)*' £>,(•')'.! 3

I 1

4- ■■
о г„ Г )  л '

(яОгд (£ — о • (<12- т 2) ■

4 , ( 0  А (П
—  ■*

г 2( П - < 7 , г , ( о - <

ф. (О аг  
г  — о

о2 (Г) о.  (£) (10)
Это уравнение м ож ет быть в общем случае решено численно, а при нали­
чии малого параметра — и аналитически.

3. Применим полученные выше общие соотношения для решения 
конкретной задачи о согласовании плазменного волновода с коак си аль­
ным. В этом случае в формулах предыдущего раздела следует устремить 
е II ’ к бесконечности (2 . 0 ), а тензор ви'] полож ить равным тензору 
диэлектрических проницаемостей плазмы. Строго говоря, при произволь­
ной величине постоянного магнитного поля, параллельного оси волно­
вода, необходимо было бы учитывать гиротропию плазмы. О днако послед­
няя  оказы вается  существенной только при частотах, близких к гирочас- 

еНтоте электрона адя  =  [9], таю что  пренебрежение гиротропией во зм о ж ­

но, если рабочая частота велика либо мала по сравнению с гирочастотой.
“ п /  ? 4 г / VI
—I I Ш.| — ---------,шг \ тВ первом случае е<2> =  е!2>= 1 п  — плотность плазмы,

во втором случае е(2> =  1 ------? , =  1 +  ~  .

Исследуем прежде всего дисперсионное уравнение плазменного волно­
вода:

V  А (Ро) 
Р | ( М

^  =  О' 
Д.« ’

• / 2); е±  =  е«2», е ц =  е<2>.

Это уравнение имеет вещественные решения, соответствующие объем­
ным волнам (поля которых осциллирую т по радиусу волновода) только 
в случае  сильного магнитного поля (ицш,, <£ а»я ). Волновые числа этих 
волн определяю тся соотношением

е1 ^  (* 1|,й2а2)  • (П)
где Хт — корни уравнения

■«IIV (7 т )
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Из соотношений (11) видно, что при большой погонной плотности

плазмы ( = ? » ! ) * . зовые скорости этих волн в широком диапазоне частот,

за исключением узкой полосы вблизи со — ш0 с шириной порядка —— 1,
“о“2

слабо зависят  от частоты. Если, кроме того, магнитное поле достаточно 
велико, так что е 1 — 1 <£ 1, то фазовые скорости этих волн близки к ско ­
рости света.

Рассмотрим задачу о возбуждении этих волн основной волной к о а к ­
сиальной линии (ТЕМ-волной), для  которой =  0 и 7 =  &.

1. При низких частотах ^— =  Й С  а  <  6 <С л ) в наиболее сущ ествен­

ной области к ~   ̂«С -5- импеданс плазменного волновода 2 2 мал, так  что 
решение интегрального уравнения задачи

Г Л' Г  -  о-1 ГГ 1 1 Ф,( п а г
} 2 ~ 1 ( Г ) - г т х(Г) і  1 г 0(П Г  — Ґ

ЛС (Ґ — ()-
« іг- ' ю - г г ' ю і

(10а)

можно найти методом интеграции. В нулевом приближении, пренебрегая 
вторым слагаемым в левой части (10а), найдем

1_  \ГЧ Тта ( I  2ДЮ СО
тЛа (7 4 -  і) (у —  к 2) и' 1 '  4 * т '  \ п

ды ( 0 і I ‘и
^ Лоо( 0  ' 0 2ДооСО 8 

2Уі<ра) , У? (За)
?та]оФта) Т У2 (В а)

*
т

-I

1 —

(Ив)

Наибольший вк л ад  в (11), как легко видеть, даю т слагаемые, для  
которых Хт <  - у . П оля  соответствующих волн слабо убывают от поверх­
ности плазменного волновода, поэтому они даю т существенный в к л ад  
в граничные условия в плоскости г 0 .

Из (11) и (6с) для  коэффициента отр аж ен и я  Я  коаксиальной волны 
и амплитуд  Т т возбуждаемых в плазменном волноводе волн получим 
в нулевом приближении следующие вы раж ения:

*  “  -  К  -  [ > + ° ( т  • * х -  ' ) ] •  <12>

Т  =* т
(*• +  !п~2- )  1п —
\  т а  /  а

і г і п А і л м
т

(2 і 1) а»

где =  1п г  =  11 =  1,25.

(13)
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Таким образом, в случае большой погонной плотности плазмы (8 а) 
возбуждение плазменного волновода коаксиальным на низких частотах
(а <  Ь X) оказывается весьма эффективным. При е ,  =  1 п ~ - = 1  основ­
ная часть (до 80% ) падающей мощности уходит в первую гармонику.

2. В окрестности плазменной частоты, при выполнении неравенств
Ь» _ ш —; ‘п ^  |  импеданс плазменного волновода не мал. В этом случае,
О -
естественно, плазменный волновод плохо согласован с коаксиальны м, 
так  что основная часть падающей мощности возвращ ается  обратно в к о ак ­
сиал в виде собственных волн коаксиального  волновода. О днако оценка 
порядка величины амплитуд возбуждаемых в этом случае волн представ­
ляет значительный практический интерес для  выяснения возможностей 
вывода, энергии из плазменного волновода при возбуждении его пучком 
заряж енны х частиц, когда основная часть энергии высокочастотных 
колебаний сосредоточена вблизи плазменной частоты [10].

У читывая малость параметра (| в этом случае, уравнение {10а) 
удобно записать в следующем виде:

r>/,v+l? *i(0<«' , У  и «’»+,W')«e’ . Г I 1 1
Я ( ' )  3 +  > — 7 = ] ------+  3 Щ Г ---------

4ч (О аг
) Z 2 (t) r - t

—  т  —  • •  ■—  т

=  — =  - Г т -  (Юн)тла t 2 —  k 2 w  Z 0 ( t)  Z 2 (t)

Пренебрегая последним членом в левой части ( 1 Ов), получим и н те ­
гральное уравнение для  ф10» которое эквивалентно следующей граничной 
задаче:

f + H = B ( № W  - 2, t.  * , - ! » )■ (И )

Отсюда с точностью до величин порядка | *|( |‘1« находим следую щ ие 
выражения для амплитуд  магнитного поля (на границе г =  а плазмен­
ного волновода) возбуждаемых волн:

I —  г - И  * / » « {  I*
' •/. .  (15)Т... =

^ » Т Р .  р . =  1 | ж/-“II

Отсюда мож но сделать вывод, что плазменный волновод на частотах 
ш — ю„ (при 8 -С а) слабо связан с коаксиальным. Следовательно, отрезок 
плазменного волновода, ограниченный с обеих сторон коаксиальным кабе­
лем, может сл у ж и ть  эндовибратором.

В заклю чение следует отметить, что граничная задача (8 ) и интеграль­
ное уравнение ( 10) могут быть применены к решению задачи о проводя­
щей диафрагме в волноводе с проводящими стенками. Из (8), в част­
ности, при 6^̂  ̂ =  1 для плоского волновода, в котором высота диа­
фрагмы равна половине высоты волновода, можно найти явное решение, 
в полном соответствии с результатом  работы [ 1 1 1 .  Кроме того , с помощью 
интегрального уравнения ( 10) можно найти в электростатическом прибли­
жении (а С  X) аналитическое решение (в виде ряда по степеням а / Х  задачи 
о проводящей диафрагме произвольных размеров в волноводе, а т акж е  
задачи о сочленении двух плоских волноводов [ 12].



К теории рассеяния электромагнитных волн на неоднородности. 171

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Л,  А.  В а й н ш т е й н .  Электромагнитные волны, «Сов. радио», М. 1955.
2. Исследования по распространению радиоволн. Сб. II, Изд-во АН СССР, М., 1946.
3. Л. А. В а й н ш т е й н .  Дифракция электромагнитных и звуковых волн. «Сов. 

радио», М., 1953.
4. И. М. Р а п о п о р т .  ДА Н  СССР, 59, 1403(1948).
5. С. С. К а л м ы к о в а ,  В. И. К у р и л  к о  ДАН СССР, 154, №  5 (1964).
6. J o n e s  D. S,  Proc. Roy. Soc., А—217, 153— 175 (1953); P hilos. Trans. Roy. Soc., 

A—247, 499—528 (1955); Б. Н о б л .  Метод Винера— Хопфа, ИЛ, М., 1962.
7. Н. И, М у с х е л и ш в и л и .  Сингулярные интегральные уравнения, Физматгиз, 

М., 1962.
8. И. Н. В е к у а. Сообщ. АН Груз. ССР, 11, 697 (1941)
9. Я. Б. Ф а й н б е р г ,  М.  Ф.  Г о р б а т е н к о  ЖТФ, 29, 549 (1959).

10. Я. Б. Ф а й н б е р г .  Атомная энергия, 6 (1961).
11. Л. А. В а й н ш т е й н .  ЖТФ, 25, 841 (1955).
12. D. S .  W i l l i a m s .  IRE Trans., AP—5, 191, 244 (1957).



7 7 3

ЗАВИСИМОСТЬ ПОЛЯРИЗАЦИОННОЙ ДИАГРАММЫ 
ОТ АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПОЛЯ В РАСКРЫВЕ АНТЕННЫ

Ю. В. Ш у б а р и н ,  Н. Н. Гороб ец

П оля с вращающейся, в особенности с круговой поляризацией, на­
ходят в последние годы широкое применение для  различных целей (1, 
2, 3|.  О днако в литературе, посвященной исследованию антенн с вращ а­
ющейся поляризацией, например, зеркальных [4, 5], вопросу об анализе 
связи поляризационной диаграммы с амплитудно-фазовым распределением 
поля в раскрЫве антенны уделено мало внимания.

Цель данной статьи состоит в отыскании указанной связи и иссле­
довании поляризационных диаграмм антенн сверхвысоких частот в случае 
некоторых типичных амплитудно-фазовых распределений в их раскрыве.

1. У С Л О В И Е  С И Н Т Е З А  З А Д А Н Н О Й  П О Л Я Р И З А Ц И О Н Н О Й  
Д И А Г Р А М М Ы

Под поляризационной диаграммой антенны будем понимать зависи­
мость от направления поляризации электрического вектора поля в даль­
ней зоне антенны. Поляризационную диаграмму можно задать одной из 
двух функций:

р (в> ! ! • о>£8 (0, <р, Я)
• , д  ,  £ Л (0. ?• Я)
Я (9. <Р) =  ^   , (2)

£„ (®. ч>. Я)

где Е ч, со и Ёл, Ё п — комплексные амплитуды ортогональных линейно
и по кругу  поляризованных компонент электриче­
ского вектора поля излучения;

0, <р, 7? — сферические координаты точки наблюдения; 
р ( 0, ср) и <7 (6, ер)— поляризационные отношения ортогональных линей­

ных и кругополяризованных компонент. 
Поляризационные отношения линейных и круговых компонент одно­

значно связаны между собой дробно-линейной зависимостью

<7(0, = (3)1 +  #  (6, ер)

Следовательно, задание поляризационной диаграммы в формуле (1) или
(2) вполне равносильно. Однако удобнее пользоваться поляризационным 
отношением линейных компонент ( 1), так  как  при решении внешней за ­
дачи теории антенн непосредственно находят ортогональные линейные, 
а не круговые компоненты.
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По найденным модулю \р \  и аргументу ф поляризационного отно­
шения линейных компонент можно рассчитать модуль и аргумент поля­
ризационного отношения круговых компонент:

1 +  I р  1« -  2 I р  ! 5Ш ф 

2 | р | соэ ф 

| р |г — 1
а ^  д — а п ^

Тогда легко определить коэффициент эллиптичности г поляризацион­
ного эллипса как отношение малой и большой полуосей

Рис. 1. Системы координат, принятые при изучении апертур­
ных антенн.

и угол ориентации его [3 — как  угол, который образует большая полуось 
с  ортом 6° сферической системы координат:

? =  —  у а г й д .  (7)

Рассмотрим антенну с плоским излучающим раскрывом произвольной 
формы (рис. 1.). Электрический вектор поля излучения найдем с помощью 
векторизованного интеграла Кирхгофа, который запишем в виде [6]:

Е  =  +  (8)
е~АН

где ф (7?) =  —^------- функция сферической волны;

к  =  у  — волновое число; 

й£0 — |  — волновое сопротивление свободного пространства;

12 Радиотехника вып. 1
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£?°— орт направления из начала координат на точку н а ­
блюдения;

N  =  \ j 3ne ' rs d s — электрический вектор излучения;
S

L — ( / V ' '  ds — магнитный вектор излучения;

/» =  \ппН^\ — вектор плотности эквивалентного электрического ток ;

/'“ =  [n°£s] — вектор плотности эквивалентного магнитного тока;

п° — нормаль к плоскости раскрыва;
Es и H s — электрический и магнитный векторы на поверхности 

раскрыва s;
—>
rs — радиус-вектор точки раскрыва.

Обозначим отношение комплексных амплитуд электрического и маг­
нитного векторов в раскрыве через \ \ \ :

>9 >

Тогда магнитный вектор излучения можно выразить через электри- ' 
ческий вектор излучения; і

L =  Ws \n°N}. (Ю)

Разлож им вектор плотности эквивалентного поверхностного эл ектр и ­
ческого тока по ортам прямоугольной системы координат в раскрыве и 
по ортам сферической системы координат в точке наблюдения М (0, <р, R)  
(рис. 1). Тогда найдем

Я =  in«Hs] -  у°Нх -  # А У =

— — Q°HV cos 0 - f  Ф0Ябі — R ° H V sin 0, ( 11)

где x*, £/* и 0°, <рл, R0 — орты прямоугольной и сферической систем ко­
ординат; ■"

Н х, Н у, Ни і, Н 9 — проекции магнитного вектора на соответствую­
щие орты и на орт 0® =  [ср°п°].

Используя (11), находим проекции электрического вектора излучения 
на оси прямоугольной системы координат в раскрыве антенны и на орты 
сферической системы координат в точке наблюдения:

N r =  — j  H ve‘k^  *'ds-, (32a)
S

N  у =  J  H xe‘k7̂  'ds;  ̂ (126)
S

N, = 0  (12b)
и

jVj — cos 6 f H fe№rsR,ds; (13a)
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N 9 =  j  Hb\e‘k^ R' ds\ (136)
S

N r =  — siii 6 \ ds — tg G. (13b)
S

После подстановки (10) с учетом (12в) и (1 Зв) в (8) получим компо­
ненты электрического вектора поля> в дальней зоне:

Ег, =  — (W 0 cos G +  W J  (N x cos 9 - f  N y sin 9) =

(14)

£ ,  =  - ( №0 +  W s cos 0) ( t f ,  cos 9 — sin 9) =

=  _ ( ^ ) ( t t 7o+ t sCOS0) ^ .  ( i s ,

Подставляя (14) и (15) в (1), имеем условие синтеза заданной п о л я ­
ризационной диаграммы:

р(О z )  ■ cos f l H V  c o s y  -  A*, s i n ? )  __ ( Г р - 1  U' . COSHI  \

(W'(,co s О-)- U 7J (ЛГд cos 9  - |-  A)vsiri 9 ) (U?0 cos 8 -f- W s) cm 0
Это условие сильно упрощается в случае антенн, размеры раскрывов

которых велики по сравнению с длиной волны, и можно Полагать
Тогда получим

Ьл *ёг ?)._ (17,
Мх 1 — Р (0, ?) V

(18)

и
Я? =  р (8, ?) _
Д)0 сое 0

Таким образом, для реализации заданной поляризационной диаграммы 
р ( 0, 9 ) амплитудно-фазовые распределения компонент магнитного вектора, 
параллельных плоскости раскрыва, в (12) и (13) должны быть выбраны 
так, чтобы выполнялись условия (17) или (18).

В частном случае синтеза антенны с круговой поляризацией р(0 , 9 ) — 
=  ±  І. Тогда (17) и (18) принимают вид

^  =  +  і . (19),
л/, -

и
V ,

соб 0 -4- =  +  і.
^8

З н ак  «4-» соответствует левому, а «— » правому направлению вращения 
излучаемого поля.

Используя (12а), (126) и (13а), (136), запишем (19) в виде

\ { Й  у + ІН х) йз =  0;
*

Г (Яві +  (7/П еікг>  ds =  0. (20)
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Условия (20) выполняются для любых углов 0, ®; следовательно, в 
пределах передней полусферы всюду антенна излучает поле с круговой 
поляризацией, если Я  +  i l l , *= 0 или Нь \ + Ш?  =  0 , т. е. законы ампли­
тудно-фазовых распределений ортогональных компонент поля в раскрыве
одинаковы и разность начальных фаз компонент равна ±  у  - На х а р а к ­
тер этих законов и на форму раскрыва не накладывается никаких огра­
ничений, они могут быть любыми. Например, раскрыв может быть 
прямоугольным; треугольным, круглым; амплитудное распределение — 
как симметричным, так и несимметричным, фазовое — постоянным, четным, 
или нечетным относительно середины раскрыва. Отсюда следует, что 
для излучения поля с круговой поляризацией падающая на раскрыв 
волна в общем случае не долж на быть кругополяризованной.

Допустим, в частности, что фазовое распределение в раскрыве квадра­
тично, т. е. на раскрыв падает приблизительно сферическая волна. Если 
в каждой точке фронта волны векторы полей поляризованы по кругу, 
то проекции их на плоскость раскрыва в общем случае поляризованы 
по эллипсу. Тогда законы амплитудных и фазовых распределений орто­
гональных компонент неодинаковы , т. е. условия (20) не выполняются.

Чтобы эти условия были выполнены, падающая на раскрыв сферическая 
волна долж на быть эллиптически поляризованной так, чтобы проекции 
на плоскость раскрыва поляризационных эллипсов в каж дой точке ее 
фронта были окружностями. Д л я  этого большие полуоси поляризационных 
эллипсов должны быть касательными к дугам больших кругов сферического 
фронта волны, проходящим через точку касания сферы с плоскостью 
раскрыва.

Смещение облучателя из фокуса зеркала или линзы вдоль фокальной 
оси вызывает уменьшение коэффициента эллиптичности, если облучатель 
поляризован по кругу  в пределах угла раскрыва. При невыполнении 
последнего условия такое смещение облучателя может привести даж е к 
улучшению коэффициента эллиптичности.

К уменьшению коэффициента эллиптичности, как  легко заметить, 
приводит смещение облучателя из фокуса поперек фокальной осп. Если, 
например, облучатель сместить в плоскости хог,  то отразившаяся от 
зеркала (или прошедшая через линзу) волна будет падать на раскрыв 
под некоторым углом а. Тогда, как  видно из (126), проекция N у умень­
шится в cos а  раз, и условие (20). выполнявшееся до смещения облуча­
теля, перестанет удовлетворяться. Поле излучения перестанет быть круго­
поляризованным, хотя на плоском фронте волны, наклоненном к плоскости 
раскрыва, о н о ■поляризовано по кругу.

Рассмотрим некоторые возможности синтеза заданной поляризационной 
диаграммы с помощью условий (17; и (18).

2. С И Н Т Е З  З А Д А Н Н О Й  П О Л Я Р И З А Ц И О Н Н О Й  Д И А Г Р А М М Ы  
С  П О М О Щ Ь Ю  И Н Т Е Г Р А Л А  Ф У Р Ь Е

И з (17) и (18) видно, что для синтеза заданной поляризационной 
диаграммы р (0, <р) достаточно, чтобы отношение ортогональных компонент 
электрического вектора излучения было равно определенной функшш. 
Следовательно, решение задачи синтеза неоднозначно. Одну из указанных 
компонент можно считать известной, т. е. известным и определяющее ее 

амплитудно-фазовое распределение соответствующей компоненты поля в
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раскрыве. Тогда задача сводится к отысканию амплитудно-фазового рас­
пределения второй, ортогональной ей компоненты поля.

Допустим, например, что известно распределение в раскрыве компо­
ненты поля Ну,  а следовательно, и компоненты вектора излучения N.  
Тогда необходимо отыскать распределение в раскрыве компоненты Н , . 
если определяемая ею компонента электрического вектора излучения 
N у из (17) равна

к, Ш  +  р(0'ф)
14 и ] — р(8,ср) tg<p ‘ *2 1 )

Введем амплитудно-фазовые распределения компонент поля в раскрыве:

Нх
(•**> У) и  ’

К  ^
Л„(Х,у)  =  7 Г - .

• i/o

где Н хо и H,,о — комплексные амплитуды компонент в начале координат. 
Тогда (21) можно записать в виде

I À x (х, у) ds -  -  J E t + Â S î l  l  A  (x , y ) eUr^  ds. (23)

s s

Правая часть — известная комплексная функция углов 0, да, которую

обозначим через [ (0, f ) .  Учитывая, что ra R ’ — х  si nG cosa Т- у  sinO sina.  име­
ем

\ (х, гу) sin° cos:p + w si,Vf) ds =  f ( 0,да). (24)
S

Таким образом, задача синтеза заданной поляризационной диаграммы 
сводится к тому же самому интегральному уравнению, которым опреде­
ляется задача синтеза заданной диаграммы направленности плоским рас- 
крывом. Д ля  решения этой задачи можно воспользоваться обратным 
преобразованием Фурье [7].

Рассмотрим в качестве примера прямоугольный раскрыв со сторонами 
L x и Ly. Введем обозначения:

г;, =  — sinOcosa; цу =  — s:пО s iпда;
2 х  2 У

ï*  =  L x ’ <* =  L y '

Тогда (24) имеет вид

/  (%. ■0!/) =  f  \ Лх-(с,х ' у)е“ ' < + Ч V  drx dç,j. (25)
S

Как хорошо известно, А х (сх, су) можно находить с помощью двойного 
преобразования Фурье: ^
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Найденное из (26) амплитудно-фазовое распределение А х (сх,Су) будет
точно воспроизводить } (т]*, т];/) в раскрыве конечных размеров, если %), 
имеет протяженно-ограниченный спектр (8 ,9 ] .  В этом случае будет точно

\ 3 l j o  .......................  г  " / О 'жх-пронзноднться и задан ная  поляризационная диаграмма р  ( з, <р̂ .
И так , в случае плоского раскрыва заданную поляризационную  диа­

грамму можно синтезировать тем же способом и с теми же ограничениями, 
что и диаграмму направленности.

3 .  З А В И С И М О С Т Ь  П О Л Я Р И З А Ц И О Н Н О Й  Д И А Г Р А М М Ы  О Т  А М П Л И Т У Д Н О ­
Ф А З О В О Г О  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  П О Л Я  В  Р А С К Р Ы В Е

В теории антенн хорошо изучена зависимость диаграммы направ­
ленности антенны от амплитудно-фазового распределения поля в ее рас­
крыве. П редставляет  несомненный интерес исследование зависимости 
поляризационной диаграммы от амплитудно-фазового распределения. В 
настоящей статье мы ограничимся случаем раскрыва прямоугольной 
формы.

Поле в раскрыве разложим на ортогональные компоненты, парал ­
лельные осям х н у  прямоугольной системы координат, связанной с рас- 
крывом. Амплитудно-фазовые распределения компонент считаем разделя­
ющимися.

Синфазный раскрыв

Фазовое распределение в этом случае постоянно. Рассмотрим спадающее 
к краям раскрыва и симметричное относительно его середины амплитудное 
распределение поля и аппроксимируем его по каждой компоненте функцией

А(?|:<= Л +  (1 — Л) соэ"1 ~  С, (27)

где 0 <  А <  1 — постоянный коэффициент, равный значению амплитуды 
на краю раскрыва,— пьедестал амплитудного распределения, т  — 1, 2 , 3 . . . — 
целое число, определяющее скорость спадания амплитудною  распределения.

Такое амплитудное распределение часто используют на практике при 
исследовании диаграмм направленности антенн. Тогда комплексные ам­
плитуды ортогональных компонент вектора магнитного поля в раскрыве 
запишем в виде

Я ,  =  Я х0 

Ни =  Н  иО

А х х +  (1 — А ^ с о э  с*

Аух ~ ; (1 А Ху) соь —

Мху —

А ху -г  (1 — А ху) соэ

А тии т.
УУ +  (1 — Ато) С05

128)

Таким образом, предполагаем, что амплитудное распределение ком­
поненты Н х спадает к краям  по оси х  — до значения А хх, по оси у  — до 
значения А ху, то есть первый индекс соответствует наименованию ком­
поненты поля, второй — оси, вдоль которой она изменяется. Аналогичные 
обозначения приняты для  компоненты Я,,.

Подставив (28) в (12а) и (126), найдем компоненты электрического 
вектора излучения, а из (16) — выражение для поляризационного отно­
шения
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где

/И (0, <р) =  ^ =

smjru С'- .п
« М ц * +  («»* — 2v) —

11л- +  («л* — 2у) ~

N. Н и о sin ТІХ _ 1
ли*

- А  Vп ух  Ж ^ »
2"‘̂ л ' m!'

sin
X

Пл і-  (mVJt — 2v) -Д-

sin  %  , 1 —  Л«і,

% 2mxU

mrU
r, x - \ - ( m yx —  2.v) -1

V— U  ^

ln j Ay ~Ь 2v) 1

%  ~Ь (m*j/ — 2v)—
X muy

4‘U
sin T|„ 1 — A y V

\u ' 2 /  і

yin ri:/ (m»v — 2v' —
(30)

% +  (myy — 2n) ■

c;„ = m\
(m — v) ! m!

Предположим, что поле в центре раскрыва поляризовано по эллипсу, 
причем отношение ортогональных компонент поля равно:

Ро =  ^ = = ^  =  РоЄ‘Ч
£ *0 *• уо

и Е хп.где фп — сдвиг по фазе между компонентами Е у0
Тогда модуль и аргумент поляризационного отношения равны со­

ответственно:

\Р (6 , ? ) |  -

t|i =  a rc lg

1  1 М  (В, у )  I2 -I- t g a у —  2 I М  (0, у) [ tg у cos %  .

V  1 + ) Л ( в . ^ | » ^ р ¥ Ч  2 | М  ( 9 ,9) | tg  tp cos фо ’

 і М  (9, <f) I s in  | o  (1 - j -  t g 2_cp>_______________

t g . f  C| M  (0, <p) I2 —  1) +  I M  (9, <p) I cos ф о О  —  t g 2 ?)

(31)

(32)

Подставив (31) и (32) в (4) и (5), найдем модуль и аргумент поля­
ризационного отношения круговых компонент.

Коэффициент эллиптичности и угол ориентации поляризационного 
эллипса в направлении О, ф найдем из (6) и (7).

На основе расчетов по формулам (4) — (7) с учетом (30) — (31) можно 
построить пространственную картину поля с вращаю щейся поляризацией 
в дальней зоне. Д л я  этого каж дой точке полусферы R =  const, опреде­
ляемой углами 0, ср, приведем в соответствие точку плоскости, использовав 
для  этого полярную систему координат. Вдоль радиуса отлож им углы 6, 
а углы ф будем отсчитывать.от оси х,  соответствующей плоскости ф  =  0 . 
В любой точке б, ф можно изобразить поляризационный эллипс с п олу­
ченным значением коэффициента эллиптичности и угла ориентации.

Д л я  простоты ограничимся исследованием коэффициента эллиптич­
ности в главных плоскостях. Как видно из (31) и (32), в плоскости 
9 =  0 модуль поляризационного отношения компонент равен модулю 
отношения компонент электрического вектора излучения | р ( 0, о) I =  
=  | М (0, ф) |, а сдвиг фаз между компонентами такой же, как  и в центре
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раскрыва <|> =  ф0. В простейшем случае, когда | р ( б, <р)| =  \ М  (6, <р) | =  1, 
из (4) и (6) имеем

г = (33)

При ф0 =  0 поле линейно поляризовано; при 0 <  ф0 <  90° — эллипти­
чески поляризовано. Угол ориентации эллипса постоянен и равен 45°. 
При =  90° поле становится кругополяризованным, что подтверждает 
выводы п. 1. В плоскости ф =  90° картина аналогична.

Рассмотрим более подробно требования для обеспечения круговой
поляризации поля в дальней зоне при ф0 =  у  . Требование |/И (6, ср) | =  1
выполняется точно для любых углов 6, если амплитудные распределения 
обоих ортогональных компонент одинаковы вдоль оси х  и оси у, а отно­
шение амплитуд поля в центре раскрыва равно единице. Если это от­
ношение не равно единице, то поле эллиптически поляризовано, а коэф­
фициент эллиптичности его равен значению в центре раскрыва. Если 
амплитудные распределения ортогональных компонент не одинаковы, то 
для  обеспечения кругополяризованного поля хотя бы в направлении оси 
главного максимума, поле в середине раскрыва, как  видно из формулы
(30), долж но быть поляризовано по эллипсу с большой полуосью, парал­
лельной компоненте поля с более быстрым спаданием амплитудного 
распределения к краям раскрыва [5]. Отношение компонент поля в центре 
раскрыва находим, полагая в (ЗО) | Л4 (0,0) [ =  1 и у х == =  0:

Нуі/
А,о

( т х

V с*
Яп

2"1«. (тиг — 2у) —

•4 м,
1 - 4 . ,  

2тч< . С

X

Я П  [<«,#•—  у ]  

п
(тт — 2у)

у- л „ Л Лс■2т /
ЯП

УУ
-и

(34)

С другой стороны, если известно отношение ортогональных компо­
нент поля в центре раскрыва и их амплитудные распределения вдоль 
одной из осей, из (34) легко найти требуемое значение пьедестала ампли­
тудного распределения одной из компонент вдоль другой оси по задан­
ному значению другой компоненты и скоростях спадания их для обес­
печения кругополяризованного поля в направлении оси главного максимума. 
Гак, например, если амплитудные распределения вдоль оси у  одинаковы 
( А хи =  А т \ т ху =  т Ш/)  и т хх =  т у х =  \ ,  пьедесталы амплитудных рас­
пределений по оси х  оказываю тся линейно-зависимыми:

~  РиАхх +  1.75 (р0 — 1). (35)
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Рис. 2. Зависимость А у х  от А х х  для обеспечения круговой 
поляризации поля в направлении оси главного лепестка.
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Рис. 3. Зависимость А у х  от А х х  для обеспечения коэффициента 
эллиптичности не ниже 0,95 в направлении оси главного 
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И з результатов  расчета (рис. 2) по заданному р д и высоте пьедестала 
одной из компонент поля непосредственно определяется высота пьедестала 
второй компоненты, что имеет существенное значение при выборе диа­
граммы направленности облучателя.

На практике  часто задают требуемое значение коэффициента эллип­
тичности не ниже определенной величины. В этом случае допустимые 
величины пьедесталов амплитудного распределения одной из компонент 
при заданной величине пьедестала другой будут находиться в некоторых 
пределах. На рис. 3 представлены зависимости А ух ( А „ )  для обеспечения 
коэффициента эллиптичности не ниже 0,95 при />„ =  0,9; 1,0; 1,11. Сплош­
ные линии в серединах соответствующих областей — зависимости А ух (Л*Л) 
для обеспечения круговой поляризации.

Рис. 4. Зависимость коэффициента эллиптичноеги от обобщенной 
угловой координаты т;.

Рассмотрим зависимость коэффициента эллиптичности от направления 
в плоскости <р =  0 при =  — . Н а рис. 4 приведены результаты  рас­
четов при р 0 =  1; А,/х =  А т \ т ух =  т иу\ А ух =  1; т хх =  т х у =  1; А хх=  
=  0,95; 0,9 и 0,8. Из рисунка видно, что коэффициент эллиптичности 
в направлении оси главного максимума меньше, чем коэффициент эллип­
тичности в центре раскрыва р„, и уменьшается с возрастанием разницы 
в значениях пьедесталов амплитудных распределений.

При отклонении от оси главного лепестка коэффициент эллиптич­
ности сначала медленно приближ ается к значению в центре раскрыва. 
В пределах значений т) <  1,39, соответствующих ширине главного лепестка 
по половине мощности (при постоянном амплитудном распределении), 
коэффициент ЭЛЛИПТИЧНОСТИ будет ПОЧТИ постоянен. При 7] ^ 2 , 1 ,  когда 
амплитуда поля падает до 0,4 от главного максимума, коэффициент эл ­
липтичности равен значению в центре раскрыва. При дальнейшем увели­
чении г] коэффициент' эллиптичности уменьшается.

Отметим, что если амплитудные распределения поля в раскрыве 
аппроксимированы функциями

Н,  [А№ +  (1 -  А хх) (1 -  ; : л * 1  [Лхи +  (1 -  А ху) (1 -  

Ни — ifiyx +  (l — Cl — С*)%»1 [Аиу -|- (I — А у $  (1 — С̂ )пЩл (35;
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то

М  (9, <р) =
Н  А ■ М Д \ ^ КН . Ахх “ г I1 — А Хх) i f i \  

2 • ' г  (tlxx 0  ^ пхх~{----г

4 Sin 7К , - У К
Н у о  A p r  - Ь  (I Др* q'(Л «* (I)\пух+ —

X

г  (Пух

X
А,ё^ Ж  + (1

%
l / 7 / 2 \ n w + T ,

1)7 ■П*

1 J ”ux -  

4-

(1 • Ayy)
V  *

Г (n +  1) =  n! — гамма-функция;

Jn+ 4- ( t \)

lyy
(37)

{nm  +  1) J n yu+  ±.(т\у)

функция Бесселя п -г о--го порядка 1-го рода.1
~ у’и ^  Л" ' ‘   1 2

Расчеты по формуле (37) приводят к качественно тем же р езу л ь ­
татам , которые получены выше для аппроксимации полей в раскрыве 
вида (28).

Раскрыв с линейными фазовыми искажениями

Линейные фазовые искаж ения возникаю т в зеркальны х и линзовых 
антеннах при небольших смещениях облучателя из фокуса в фокальной 
плоскости; они могут иметь место при погрешностях установки облуча­
телей, а так ж е  вызываются умышленно для качания главного лепестка.

Рассмотрим случай, когда облучатель сместился вдоль оси х .  Фронт 
волны при этом повернулся вокруг оси у  на угол 8 относительно плос­
кости раскрыва. Тогда, аппроксимируя амплитудные распределения на 
поверхности фронта волны формулами (28), компоненты 1 1  х и Н и  можно 
записать в виде

Н,  =  И  „ (Ахх +  (1 -  А хх) c o s " » |  С . ] [ ( А „ Т  ( I - A J COS ШхУ

И у -  Н уо

■J '•у

Т.
(АуХ (1 — А их) cosшу* 4 - С, (Лад+  ( 1— Л J  cos j  С

(38)

где — постоянный коэффициент, равный фазовым искаж ениям  на краю 
раскрыва.

Поляризационное отношение определяется формулой (29), где 
М  (0, о) равно (30), умноженному на cos 8, и %  заменено на т]г +  /<■,• 
Тогда, если амплитудные распределения ортогональных компонент одина­
ковы, а сдвиг по фазе между ними равен 90°, коэффициент эллиптич­
ности в направлении главного максимума равен произведению модуля 
отношения ортогональных компонент поля в центре раскрыва на коси­
нус угла поворота фронта волны. На этот ж е  угол поворачивается макси­
мум главного лепестка диаграммы направленности. Величину c o s 8 легко 
выразить через размеры раскрыва и коэффициент фазовых искажений кл \

cos о = ----т-— 1 - .  . (89)

| / ‘ + ( Н Г
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И з результатов расчета для у  =  10, 20, 50, 100 (рис. 5) видно, что 
искажение коэффициента эллиптичности тем меньше, чем больше отноше­
ние размеров раскрыва к длине волны причем, коэффициент эллипти­
чности сниж ается  весьма незначительно.

Если амплитудные распределения компонент поля постоянны, то 
£

величина — равна углу  поворота диаграммы направленности в долях

Рис. 5. Зависимость коэффициента эллиптичности от линейных 
фазовых искажений.

симее ширины «по нулям» П о графикам рис. 5 можно непосредственно
А Е 0

определить снижение коэффициента эллиптичности для данного раскрыва 
при заданном угле поворота диаграммы направленности.

Из приведенного рассмотрения видно, что качание луча  с использова­
нием линейных фазовых искажений возможно и в антеннах с круговой 
поляризацией без значительного ухудшения коэффициента эллиптичности.

Раскрыв с квадратичными фазовыми искажениями

Квадратичные фазовые искажения возникают в апертурных антеннах 
при смешении облучателя из фокуса вдоль фокальной оси и могут встре­
чаться на практике. Рассмотрим случай, когда благодаря смещению 
линейного облучателя из линии фокусов на раскрыв падает цилиндричес­
кая волна с осью цилиндрической поверхности, параллельной оси //. 
Тогда распределение компонент магнитного вектора поля в раскрыве 
можно записать в виде

Н х =  Н хц ( Л „  +  (1 — А ,,)  (1 — M r„ +  (1 — A ty) (1 — С*Г«1 cos тв*'
H v =  H,IV [А„, +  (1 -  А их) (1 -  С ?)^1  [Ауу +  (1 -  А т ) ( I -  ф я«*1 е ' Ч ;  (40)

где ^ — уГол между плоскостью раскрыва и плоскостью, касательной 
к фронту волны в точке С,; 

k 2 — постоянный коэффициент, равный фазовым искажениям на краю 
раскрыва.
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Выразим cos 7 через коэффициент к 2 и размеры раскрыва:
I

C O S  у  =   — (41)

Рассмотрим случай, когда амплитудные распределения по оси у  одина­
ковы т. е. п.,и — п т и Алу~  АУ!) и п хх =  пух. =  1, а фазовые искажения 
малы и справедливо разложение

.  1 {2k., X \2у2

Тогда для поляризационного отношения в направлении главного макси­
мума получим

п =  -V, =  _  (On Ф (/га) —  (1 - А х х  ■ Ь) в(к 2) . (1 - A xx)bT(k„) 
Р Т х й ш 4>(k2) - ( \ - A ux)<d{k2) (42)

где

Ф (kt ) =

У  г
с(У*)+*{УЩ

5ІП k,_--------( V 4 '
2/Єо

sin k-i +

— I

СОБ

сое к і \V~,и

I / 2«.

—  і COS — — I sin k 2

С ( ]  ; 5  і ] / / " ^ )  — интегралы Френеля.
Из (42) видно, что поляризационное отношение, даж е при постоян­

ных амплитудных распределениях, комплексная величина и зависит от 
величины коэффициента к 2. Однако, как  показывают расчеты, изменения 
коэффициента эллиптичности незначительны. Например, для раскрыва с
-Д =  Ю при А гг =  А 1/х =  0, круговой поляризации в центре раскрыва и

фазовых искажениях к 2 — , коэффициент эллиптичности снижается от
1 до 0,998.
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В Ы В О Д Ы

В работе исследуется зависимость поляризационной диаграммы от 
амплитудно-фазового распределения поля в раскрыве антенны. Выведены 
условия синтеза заданной поляризационной диаграммы.

Если амплитудно-фазовое распределение одной из ортогональных 
компонент задано или известно, то задача синтеза заданной поляризацион­
ной диаграммы сводится к  отысканию ортогональной ей компоненты. П pi 
этом для решения задачи можно воспользоваться обратным преобразова­
нием Фурье.

Чтобы антенна была поляризована по кругу  в пределах всего перед­
него полупространства, амплитудные распределения ортогональных ком­
понент должны быть одинаковыми, и сдвиг фаз м еж ду ними должен
быть равным ±  — в раскрыве любой формы. При неодинаковых ампли­
тудных распределениях антенна поляризована по кругу  в направлении 
главного максимума, если ортогональные компоненты электрического 
поля в центре раскрыва поляризованы по эллипсу, больш ая полуось к о ­
торого параллельна компоненте поля с более быстрым спаданием ампли­
туды к краям  раскрыва. Н айдена зависи м ость  величины коэф ф и ц и ен та  
эллиптичности в центре прямоугольного синфазного раскрыва, необхо­
димая для круговой поляризации в главном максимуме, от  распределений 
поля по компонентам.

Исследована поляризационная диаграмма прямоугольного раскрыва. 
В синфазном раскрыве различие в скоростях спадания амплитудных рас­
пределений ортогональных компонент поля приводит к снижению коэф­
фициента эллиптичности. Это снижение тем меньше, чем больше отнош е­
ние размеров раскрыва к длине волны и чем меньше отличаю тся скорости 
спадания компонент.

Линейные фазовые искажения снижают коэффициент эллиптичности 
пропорционально косинусу угла поворота главного лепестка диаграммы 
направленности. Уменьшение коэффициента эллиптичности можно ском­
пенсировать подбором амплитудного распределения.

Квадратичные фазовые искажения такж е  приводят к снижению коэф­
фициента эллиптичности. Если амплитудные распределения ортогональ­
ных компонент поля в раскрыве постоянны, то эти искаж ения  весьма 
незначительны.
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К С В Е Д Е Н И Ю  АВТОРОВ

В сборнике «Радиотехника» публикуются работы, содерж ащие новые 
законченные результаты научных исследований в данной области. Согласно 
Положению о тематических сборниках, утвержденному Советом Министров 
УССР 7/ 1-1964 г., статьи по объему не должны превышать 0,5 печатного 
листа (12 страниц машинописи); в некоторых случаях  редколлегии дается 
право помещать статьи объемом до 1 листа. К  каж дой статье  автор дол­
ж ен  прилож ить «Авторскую справку» установленного образца. Ж елательно 
прилагать отзывы кафедры, научного учреждения, в котором работает 
автор: к статьям  аспирантов и соискателей ученых степеней — отзывы 
научных руководителей и указан ие  срока предполагаемой защиты дис­
сертации, к которой относится статья.

Согласно упомянутому Положению, авторы не получают гонорара 
за статьи и бесплатных экземпляров сборника. В связи с этим редколле­
гия просит авторов вместе со статьями присылать свои заявки на при­
обретение сборника с указанием количества экземпляров, а т а к ж е  широко 
оповещать всех заинтересованных лиц о выходе сборника из печати.

К каж дой статье необходимо прилагать краткое изложение резуль­
татов объемом не более полутора страниц машинописи через два интервала.

Все рукописи должны быть четко напечатаны на машинке в двух 
экзем плярах  на одной стороне листа через два интервала. Формулы, 
буквенные обозначения и символы должны быть вписаны от руки чер­
нилами четко, без помарок, буквами в полтора раза большего размера“, 
чем машинописные, с ясным различием в написании прописных и строч­
ных букв и букв разных алфавитов. Сходные по написанию 'строчные 
буквы подчеркиваются простым карандашом двумя черточками: прописные 
снизу, строчные сверху.

Вписываемые от руки знаки нужно размещать реже, чем в обычном 
письме, чтобы можно было сделать их разметку. Греческие буквы об­
водятся красным карандашом, готические — синим.

Чертежи прилагаю тся только в случае необходимости, хорошего 
качества, выполненные тушью  на кальке или на плотной чертежной 
бумаге. Н а  обороте каж дого  чертежа указывается фамилия автора, н а ­
звание статьи и номер чертежа. В тексте должна быть ссылка на рисунок 
и указан о  его место на поле карандашом.

Список литературы  помещается в конце статьи- в порядке ссылок 
в тексте. Библиографические данные приводятся в следующем порядке. 
Д л я  книг: инициалы и фамилия автора, полное название книги, номер 
тома, место и год издания.
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