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Ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ìíîãîýòàïíûõ
ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì, âåê-
òîðíûìè ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ è ñ ëèíåéíîé, äðå-
âîâèäíîé èëè ñåòåâîé ñòðóêòóðîé.

Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî ïðîáëåì ïëàíèðîâàíèÿ, áóäü òî ïðî-
ãðàììà ðàçâèòèÿ êîðïîðàöèè, ïëàí ðàçâèòèÿ ïðî-
èçâîäñòâà, à òàêæå ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííî ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè, íàïðèìåð,
ïðîöåññîì ôàáðè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà, – âñå îíè
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êàæäîå èç
êîòîðûõ âëèÿåò íà äðóãîå. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò çàäà÷à, êàê îïòèìèçèðîâàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ ðåøåíèé, êîãäà âàæíî
âûèãðàòü âðåìÿ, ïîíèçèòü ñåáåñòîèìîñòü, îáåñïå-
÷èòü ïðèáûëü èëè ãàðàíòèðîâàòü òðåáóåìóþ ñòå-
ïåíü íàäåæíîñòè ñèíòåçèðóåìîé ñèñòåìû.

Ñàìûì ïðîñòûì è íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì
ïîøàãîâîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñ-
êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) Áåëëìàíà [1]. Õîòÿ
ïîøàãîâàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ñèñòåì, îíà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà
íà âåòâåîáðàçíûå è äàæå öèêëè÷åñêèå ñòðóêòóðû
ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ Ìèòòåíà, Íåìàõàóçåðà,
Àéðèñà, Áåéòëåðà è Óàéëüäà [2-4]. Íî ýòî âñå –
ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ îäíîñâÿçíûõ ñèñòåì ñ
îäíèì àääèòèâíûì êðèòåðèåì è ñêàëÿðíûìè ïåðå-
ìåííûìè ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå î÷åíü
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû, ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷òî îïðå-
äåëÿåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå
óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ðàñøèðÿþ-
ùèõ îáëàñòü èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòà-
íîâêà è ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè ìíîãîýòàïíîé ñèñòåìû, ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àþùåéñÿ îò èçâåñòíûõ ðÿäîì õàðàêòåðíûõ ÷åðò.
Ïåðå÷èñëèì òðåáóåìûå ñâîéñòâà ñèñòåìû.

1. Êàæäûé ýòàï õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ êðèòåðèÿ-
ìè. Ïåðâûé, áîëåå çíà÷èìûé, – ìèíèìàêñíûé, à
âòîðîé – àääèòèâíûé.

2. Ñèñòåìà ìíîãîñâÿçíàÿ, ò.å. êàæäûé ýòàï ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî âõîäîâ è âûõîäîâ.

3. Âûõîäû íåêîòîðîãî ýòàïà ìîãóò ñëóæèòü âõîäà-
ìè äëÿ íåñêîëüêèõ äðóãèõ ýòàïîâ, ÷òî â îáùåì âèäå
îïðåäåëÿåò íàëè÷èå äðåâîâèäíûõ è ñåòåâûõ ôðàã-
ìåíòîâ ñòðóêòóðû ñèñòåìû.

4. Ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ – âåêòîðû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç K îðèåíòèðî-
âàííî-âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïîâ, ïðè÷åì êàæäûé i-
é ýòàï èìååò im  âõîäîâ è id  âûõîäîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ñîîòâåòñòâåííî âõîäàìè è âûõîäàìè êàêèõ-ëèáî
äðóãèõ ýòàïîâ èëè ñèñòåìû â öåëîì, ò.å. ñèñòåìà

èìååò 
K

1i
imM  âõîäîâ è 

K

1i
idD  âûõîäîâ.

Âåêòîð íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû íà âõîäàõ, âûõîäàõ è â k òî÷êàõ ñâÿçè ïîäñèñòåì
èìååò âèä:

)x,,x,x,,x,x,,x(x DMk1MkMk1kk1 ,

)Q,P(x jjj , DMk,,1j ,         (1)

)DM()dm(
2
1k

K

1i
ii .

Òàêæå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

)Р,,Р,Р(P Mвх2вх1вхвх ,            (2)

)Р,,Р(P Dвых1выхвых , )Q,,Q(Q Dвых1выхвых .(3)

Âåêòîð óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåí êàê

)u,,u,u(u K21 , )n,s(u iii , K,,1i .  (4)

Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ iU  «âõîä – âûõîä» äëÿ
i-é ËÏ ñâÿçàíà ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì îïòèìàëü-
íîñòè ir  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

)x~,x(Uu iiii ,                   (5)

)J,J(r i2i1i , K,,1i ,              (6)

)s,x~,x(fJ iii1i1 , )n,s,x~,x(fJ iiii1i2 ,   (7)

)x,,x,x(x iim2i1ii , )x~,,x~,x~(x~ iid2i1ii ,  (8)

ãäå ijx  – âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íà j -ì
âõîäå, à ijx~  – íà j -ì âûõîäå i-é ËÏ.

Îïðåäåëèì S  êàê ìíîæåñòâî òàêèõ s  èç îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé , êîòîðûå äàþò çíà÷åíèÿ

1J , îòëè÷àþùèåñÿ îò íàèëó÷øåãî íå áîëåå, ÷åì íà :

*
1ii1j J)s(J:sS , )s(JmaxargJ ii1

s

*
1

j
.(9)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñèñòåìû ïî ñîâîêóïíîñòè
êðèòåðèåâ 1J  è 2J  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè 2J  íà ìíîæåñòâå S  äëÿ s
ïðè çíà÷åíèÿõ n , ïðèíàäëåæàùèõ :

n,Ss
2 min)u(J  .                 (10)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîðÿäîê
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ kU  è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé k1J  è k2J  äëÿ êàæäîãî k-ãî
ýòàïà ïðè çàäàííûõ вхkP , выхkP  è выхkQ  èçâåñòåí
– ýòî ôóíêöèè sF , 1JF , qF , nF  è 2JF .

2. Ëèíåéíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ñèñòåìà

Íà ðèñ.1 ïîêàçàíà ñèñòåìà ñ ñàìîé ïðîñòîé ñòðóê-
òóðîé – ïîñëåäîâàòåëüíîé îäíîñâÿçíîé.

K k 2 1 0... ...

Ðèñ.1. Ñõåìà ëèíåéíîé îäíîñâÿçíîé ñèñòåìû
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Ïðåäñòàâèì îäíó èç êîìïîíåíò âåêòîðà )Q,P(x
êàê äèñêðåòíóþ ïåðåìåííóþ, íàïðèìåð, òàê:

1p
PP)1i(PP minmax

mini ,          (11)

ãäå p  è äèàïàçîí maxmin P,P  âûáèðàþòñÿ èç
ñîîáðàæåíèé òåõíè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ äëÿ k -ãî
ýòàïà ñèñòåìû, íà êîòîðîé ïîêàçàíû ðÿäû äèñêðåò
ïî P  ðàçìåðíîñòè 5p  íà âõîäå è âûõîäå ýòàïà,
à òàêæå âåêòîðû êðèòåðèåâ )P(I ik1 , )P(I ik2  è
ñîñòîÿíèÿ )P(Q ik , ôîðìèðóåìûå äëÿ êàæäîãî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ íà âõîäå iP , p,,1i .
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Ðèñ. 2. Ñõåìà ðåøåíèÿ k-ãî ýòàïà ëèíåéíîé îäíî-
ñâÿçíîé ñèñòåìû ( K,,1k )

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå iP , p,,1i  íà
âõîäå k -ãî ýòàïà. Äëÿ iP  è êàæäîãî èç âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé P  íà âûõîäå ýòàïà, ò.å. jP~ , p,,1j ,
íàéäåì ðåøåíèå )P(s ikj , çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ )P(J ikj1
è ñîñòîÿíèÿ )P(Q ikj  íà âõîäå ýòàïà. Ïîëó÷èì

p
1jj)1k(jis

p
1jikjik )Q,P~,P(F)P(s)P(s ,    (12)

p
1jj)1k(jiJ

p
1jikj1ik1 )Q,P~,P(F)P(J)P(J

1 ,(13)
p

1jj)1k(jiJ
p

1jikj2ik2 )Q,P~,P(F)P(J)P(J
2 . (14)

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ )P(J i1  äëÿ ïîëíûõ
ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ èç iP  ÷åðåç êàæäûé èç jP~ ,

p,,1j , èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ )1k(1I  ñ ïðåäûäóùå-
ãî ýòàïà ïðè óñëîâèè j)1k(kj PP~ :

p
1jj)1k(1ikj1i1 I),P(Jmin)P(J   .    (15)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ U  êàê

)P(JmaxargJ ij1
p,1j

*
1 ,

*
1ij1 J)P(J:p,1jU .

Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà èç ìíîæåñòâà U  íàéäåì
ðåøåíèå )P(n ij  è çíà÷åíèå êðèòåðèÿ )P(J ik2  ïðè
ôèêñèðîâàííûõ iP , jP~ , j)1k(Q  è )P(s ij :

Ujijj)1k(jini )P(s,Q,P~,PF)P(n , (16)

Ujijj)1k(ji2Jik2 )P(s,Q,P~,PF)P(J . (17)

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ )P(J ij2  äëÿ ïîëíûõ
ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ èç iP  ÷åðåç êàæäûé èç jP~ ,

Uj :

Ujj)1k(2ij2i2 I)k,P(J)P(J .      (18)

Èòàê, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ íà
âõîäå k-ãî ýòàïà iP  íàéäåíî ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå
ïî ñîâîêóïíîñòè êðèòåðèåâ:
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Âûïîëíèâ âñå îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ äëÿ êàæ-
äîãî èç p  çíà÷åíèé iP  íà âõîäå k-ãî ýòàïà, ïîëó÷èì
ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð âåêòîðîâ ðåøåíèé, çíà÷å-
íèé êðèòåðèåâ è ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ íà âõîäå è
âûõîäå ýòàïà. Ïîëó÷åíèå òàêîãî íàáîðà âåêòîðîâ
áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì k-ãî ýòàïà:
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*
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*
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.)P(II;)P(QQ
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       (19)

Äëÿ óïðîùåíèÿ òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èçëîæåí-
íîãî ìåòîäà ââåäåì ôèêòèâíûé ýòàï ñ íîìåðîì 0 ,
çàìûêàþùèé âõîäû è âûõîäû ñèñòåìû (ñì. ðèñ.1).
Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü ñðàçó íåñêîëüêî ïðîáëåì.
Âî-ïåðâûõ, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü îáðàáàòû-
âàòü ýòàï ñ íîìåðîì 1  òàê æå, êàê è âñå îñòàëüíûå,
à âî-âòîðûõ – åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷èòûâàòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðè
ðåøåíèè ïîäñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ 0 -ì ýòàïîì,
íàõîäèòü ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ òåõ çíà÷åíèé P ,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

,PP~:)1(для,PP:)K(для выхjвхi

à ïðè ðåøåíèè 1-é ËÏ â êà÷åñòâå j0Q , выхj PP~:j
èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå выхQ .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âñåõ K ýòàïîâ ñèñòåìû (ýòàï
ñ íîìåðîì 0  ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííûì «ïî óìîë÷àíèþ»)
áóäóò ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ 1J  è 2J ,
ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû
â öåëîì:

)P(IJ i
*
K11 , )P(IJ i

*
K22 , ïðè вхi PP ,    (20)

à ñàìî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (çíà÷åíèÿ P , вхQ , P~ ,

выхQ  è u  äëÿ êàæäîãî ýòàïà) âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îáðàòíûì ïðîõîäîì (íà÷èíàÿ ñ K-ãî ýòàïà) ñ
èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ èíäåêñîâ äèñêðåò ïî P
( kD ) è óñëîâèé èíöèäåíòíîé òîæäåñòâåííîñòè.

3. Ëèíåéíàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ ñèñòåìà

Â ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìå êàæäûé k-é ýòàï èìååò km
âõîäîâ è kd  âûõîäîâ (ðèñ.3). Ïîâûøåíèå ðàçìåð-
íîñòè çàäà÷è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñåðüåç-
íûõ òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ïðè ðåàëèçàöèè êîìïü-
þòåðíûõ ðàñ÷åòîâ, íî ñàì ïðèíöèï ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðàêòè÷åñêè íå òðåáóåò èçìåíåíèé.

K k 2 1 0 ... ... 

mk dk

Ðèñ. 3. Ñõåìà ëèíåéíîé ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû

;
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Òåïåðü ìû èìååì kmp  âàðèàíòîâ íàáîðîâ P ,

kmPdim , íà âõîäå k-ãî ýòàïà è kdp  âåêòîðîâ P~ ,

kdP~dim , íà åãî âûõîäàõ. Äëÿ êàæäîãî iP ,
kmp,,1i  íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âåêòîðû:

kd
ikk2k1k p))P(Qdim()Jdim()Jdim()sdim( ,

kdp
1jkjik Q)P(Q , kkj mQdim .         (21)

Ïîðÿäîê äàëüíåéøèõ äåéñòâèé òîò æå, ÷òî è äëÿ
îäíîñâÿçíîé ñèñòåìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó-
÷èì âåêòîðû îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ðàçìåðíîñòè

kmp : k2k1kkk IdimIdimDdimQdimudim .

Íà ðèñ.4 ïîêàçàíû çàòðàòû âðåìåíè t, ïîòðåáîâàâ-
øåãîñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç K ýòàïîâ, äëÿ
êàæäîãî k-ãî èç êîòîðûõ ndm kk .
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Ðèñ. 4. Àíàëèç âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû â çàâèñè-
ìîñòè îò êîëè÷åñòâà:  à – ñâÿçåé; á – ýòàïîâ

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà
ýòàïîâ âðåìåííûå çàòðàòû ðàñòóò ëèíåéíî, à ñ
óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñâÿçåé ìåæäó íèìè –
ýêñïîíåíöèàëüíî, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé [5].

4. Ìíîãîñâÿçíàÿ ñèñòåìà ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ
âåòâÿìè

Íà ðèñ.5,à ïîêàçàíà ñõåìà óçëà ñèñòåìû ñ ðàñõîäÿ-
ùèìèñÿ âåòâÿìè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðèí-
öèïû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷ó â îáùåì âèäå.

1. ×òîáû ýòàï ìîæíî áûëî ðåøèòü, äîëæíû áûòü
ãîòîâû âñå èñõîäíûå äàííûå, ò.å. äîëæíû áûòü
ðåøåíû âñå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà íèì
ýòàïû. Òàê,  äëÿ 2-ãî ýòàïà ñèñòåìû (ðèñ. 5,á) ýòî
áóäåò ýòàï 1, à äëÿ 3-ãî – ýòàïû 2, 4 è 0.
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Ðèñ. 5. Îáùàÿ ñõåìà óçëà ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû ñ
(à) ðàñõîäÿùèìèñÿ è (á) ñõîäÿùèìèñÿ âåòâÿìè

2. Ðåøàòü ìîæíî ëþáîé ýòàï, äëÿ êîòîðîãî ãîòîâû
èñõîäíûå äàííûå, íåçàâèñèìî îò åãî ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà.

3. Ñèñòåìà ðåøåíà, êîãäà ðåøåíû âñå ýòàïû.

Äëÿ ñèñòåìû, ïîêàçàííîé íà ðèñ.6, ñîãëàñíî ýòèì
ïðàâèëàì ìîæíî ðåøàòü ýòàïû â ëþáîé èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé: 1-2-4-3-5, 1-4-2-3-5, 4-1-2-3-5.
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Ðèñ. 6. Ïðèìåð ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû ñ ðàñõîäÿùè-
ìèñÿ âåòâÿìè

Åñëè ýòàïû h1 g,,g  ðåøåíû, òî çàôèêñèðîâàâ
íàáîð êîìïîíåíò P  íà âûõîäå k-ãî ýòàïà j

~P ,

kdp,,1j , 
h

1l
klk dd , è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ èí-

öèäåíòíîé òîæäåñòâåííîñòè, ñôîðìèðóåì íàáîðû
)h(

j
)1(

j P,,P  íà âõîäå êàæäîãî èç h  ñëåäóþùèõ çà
íèì ýòàïîâ. Ïî ýòèì íàáîðàì ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ
êðèòåðèåâ è ñîñòîÿíèÿ Q  íà âûõîäàõ ýòèõ ýòàïîâ:

)P(I )1(
jlg1 , )P(I )1(

jlg2  è )P(Q )l(
jlg , h,,1l .

Ðåøèâ k-é ýòàï ïðè iP  è jP~ , kdp,,1j  (ñì. (11)
- (13)), áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ )P(J i1  äëÿ
ïîëíûõ ïóòåé íå êàê (14), à êàê

kdp

1j
)h(

jhg1
)1(

j1g1ikj1i1 )P(I,),P(I),P(Jmin)P(J . (22)

Âñå äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò
îïèñàííûõ âûøå äëÿ ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû. Ïðèí-
öèïèàëüíî òî, ÷òî íå âàæíî, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé
ýòàï ig  ðåàëüíûì èëè ôèêòèâíûì (ò.å. 0-ì).

5. Ìíîãîñâÿçíàÿ ñèñòåìà ñî ñõîäÿùèìèñÿ
âåòâÿìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé èìååòñÿ óçåë, ïðåä-
ñòàâëåííûé â îáùåì âèäå íà ðèñ.5,á. Ñëåäóÿ
ìåòîäó, èçëîæåííîìó â ðàçä.4, ïðè ðåøåíèè k-ãî
ýòàïà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé íà kd
åãî âûõîäàõ ñëåäóåò íàéòè çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ è Q ,
ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ íà òîé
÷àñòè ñèñòåìû, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óæå ðåøåííûõ
ýòàïîâ h1 g,,g . Äëÿ ýòàïà 1g  ýòè çíà÷åíèÿ ëåãêî
ïîëó÷èòü èç âåêòîðîâ 1g1I , 1g2I  è 1gQ , íî äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî çàäàòü íàáîð çíà÷åíèé äàâëåíèÿ íà âñåõ
âõîäàõ 1g -ãî ýòàïà, à íå òîëüêî íà 0g1k 1

md  èç
íèõ. Çäåñü è âîçíèêàåò îñíîâíàÿ ïðîáëåìà: êàê
âûáðàòü çíà÷åíèÿ P  íà âõîäàõ 1g -ãî ýòàïà, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ âûõîäàìè åùå íå ðåøåííûõ ýòàïîâ r1 t,,t ,
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ
ñèñòåìû â öåëîì.

Âîçüìåì îäèí èç 1gmp  íàáîðîâ iP  íà âõîäå 1g -ãî

ýòàïà, ãäå 
r

0i
gg i11

mm . Íà 1kg dm
10  âõîäàõ çíà-



150 ÐÈ, 2004, ¹ 1

÷åíèÿ çàäàíû, à íà îñòàëüíûõ ïðîèçâîëüíû. Âûáå-
ðåì èç 1

Qg  çíà÷åíèÿ íà âñåõ âõîäàõ 1g -ãî ýòàïà ïðè
ýòîì íàáîðå iP , à èç 1g1I  è 1g2I  – ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ. Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ P  è
Q  â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ, ðåøèì êàæäóþ èç r  âåòâåé
êàê íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, ò.å. ïîëó÷èì r  ïàð
çíà÷åíèé êðèòåðèåâ it1J , it2J , r,,1i . Çíà÷åíèÿ

)r(
1J  è )r(

2J , õàðàêòåðèçóþùèå äàííûé íàáîð iP  ñ
òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîñòè ÷àñòè ñèñòåìû, îáúåäè-
íÿþùåé ýòè âåòâè, íàéäåì êàê

)J,,J),P(Imin(J
r11 t1t1g1

)r(
1 ,        (23)

r

1i
t2g2

)r(
2 i1

J)P(IJ .              (24)

Õîòÿ ñóùåñòâóåò 1gmp  âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ P
íà âõîäàõ 1g -ãî ýòàïà, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ P  íà 0g1

m  âõîäàõ èõ îñòàåòñÿ t1gmp , ãäå

0ggtg 111
mmm , èç êîòîðûõ ñëåäóåò âûáðàòü

òîëüêî îäèí – íàèëó÷øèé. Ïåðåáèðàÿ èõ âñå è
ðåøàÿ âåòâè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ P  è
Q , íàéäåì )P(J i

)r(
1  è )P(J i

)r(
2 , t1gmp,,1i . Íàéäåì

íàáîð *Pi , äàþùèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÷àñòè
ñèñòåìû, îãðàíè÷åííîé ýòàïàìè 1g , r1 t,,t , ïðè
çàäàííûõ Ð íà 1kd  âûõîäàõ k-ãî ýòàïà:

)P(JmaxargJ i
)r(

1
t1gm

p,,1i

*
1 ,           (25)

*
1i

)r(
1

t1gm
J)P(J:p,,1iS ,    (26)

)P(Jminargi i
)r(

2
Si

*
,             (27)

)P(JI *i
)r(

1
*)r(

1 , )P(JI *i
)r(

2
*)r(

2 .        (28)

Òåïåðü, ðåøàÿ k-é ýòàï ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòî-
ðå jP~ , äëÿ âûõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòàïîì 1g , èìååì
çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ *)r(

1I  è *)r(
2I , à òàêæå çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííîé Q  íà êàæäîì òàêîì âûõîäå, êàê
êîìïîíåíòû âåêòîðà )P(Q *ilg . Âûïîëíèâ äåéñòâèÿ
(23)-(28) äëÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ h1 g,,g , ïîëó÷èì
ïîëíûé íàáîð äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ k-ãî ýòàïà,
êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 4.

Íà ýòîì ìîæíî çàêîí÷èòü îïèñàíèå òåîðåòè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñî ñõîäÿùåéñÿ
âèëêîé. Íî êðîìå òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè ìåòîäà
è îãðîìíîãî ÷èñëà ïåðåáîðîâ, êîòîðîå â îáùåì
ñëó÷àå ñîêðàòèòü íåâîçìîæíî, åñòü ïðîáëåìà ïîñò-
ðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé
çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ âðåìåííî ðàçðûâàòü
ñâÿçè òèïà ji gt , r,,1i , h,,1j , è çàìåíÿòü
èõ ñâÿçÿìè òèïà 0ti , óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî
âõîäîâ 0-ãî ýòàïà è ðàñøèðÿÿ âåêòîðû ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü âåòâè
íåçàâèñèìî îò óæå ðåøåííîé ÷àñòè.

Íà ðèñ.7,à ïîêàçàí ïðèìåð ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû ñî
ñõîäÿùåéñÿ âèëêîé, îáðàçîâàííîé ýòàïàìè 2, 3 è 5.
Îòìåòèâ ýòàï 2 êàê åùå íå ðåøåííûé, ìû ôàêòè÷åñêè

èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ ýòàï 3 è âñþ ïðåäøåñòâó-
þùóþ åìó ÷àñòü ñèñòåìû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè
ðåêóðñèâíîì âûçîâå îñíîâíîé ïðîöåäóðû ïîëó÷èòü
ðåøåíèå äëÿ âåòâè 5-4 êàê íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (íà
ðèñ.7,á íå ó÷àñòâóþùèå â ðåøåíèè ýòàïû îòìå÷åíû
ñåðûì öâåòîì). Ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ýòàïîâ òàêîé: 1 –
2 – ((5 - 4 2p  ðàç) p  ðàç) – 3.
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Ðèñ. 7. Ïðèìåð ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû ñî ñõîäÿùåé-
ñÿ âèëêîé (a) è ñîñòîÿíèå ñèñòåìû âî âðåìÿ ïîäãî-

òîâêè äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòà 3-ãî ýòàïà (á)

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíû ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû ïîøàãî-
âîé îïòèìèçàöèè ìíîãîýòàïíûõ ñèñòåì íà îñíîâå
ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñóòü
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè
îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà äëÿ îïòèìèçàöèè
ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì ñ âåêòîðíûìè ïåðåìåííûìè
ñîñòîÿíèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ
êðèòåðèåâ – ìèíèìàêñíîãî è àääèòèâíîãî.

Ïîäðîáíî èçëîæåíû àëãîðèòìû, ïðàêòè÷åñêè ðåà-
ëèçóþùèå ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû, ïîêàçàíû ïóòè
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èõ ðàáîòû.

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ïðè ìîäåëèðîâàíèè, àíàëèçå è îïòèìèçàöèè ñëîæ-
íûõ ñèñòåì ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé ïðàêòè÷åñêè â
ëþáîé îáëàñòè çíàíèé.
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